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摘要:  推广了 Lagrange-Maxwell方程,使之适用于分析发电机组磁饱和振动问题# 应用机电分析

动力学方法和电机学理论,找到了考虑磁饱和时发电机气隙磁场能, 建立了发电机组电磁激发振

动的非线性常微分方程组# 发现在磁饱和状态下发电机电磁干扰力包括倍频参数激励成分# 应

用平均法求得系统主参数共振时的解, 分析了发电机组电磁参数对共振特性的影响, 揭示了一些

新现象# 
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中图分类号:  O321   文献标识码:  A

引   言

电机稳态运行时的磁场分布在电机设计中是非常重要的,也是最基本的工作# 在大多数

情况下,发电机都工作在磁饱和区, 为此,考虑磁饱和特性对发电机的振动问题具有重要的实

际意义和应用价值, 同时也引起了人们的研究兴趣[ 1-3]# 经典的Larange-Maxwell方程是基于电

场能 We和磁场能 Wm线性情况下得到的
[ 4]# 但考虑发电机组磁饱和状态下振动问题时,上述

方法失效,必须加以推广# 本文考虑到磁路饱和的非线性特性,推广了 Lagrange-Maxwell方程

的应用范围,使之适用于电磁非线性情况,并应用它研究考虑磁饱和时发电机组扭振的主参数

共振# 

1  推广的 Lagrange-Maxwell方程

第 k 个回路的 Kirchhoff定律为[ 4]

  uk + u
i
k = rki k + u

e
k , ( 1)

式中 u
e
k为电容器电压, uk为外电压, rk为电阻, ik为电流,电磁感应电势 u

i
k由电磁感应定律确

定:
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  u
i
k = -

dWk
dt # ( 2)

由磁共能 W
c
m 的关系式, 可得到磁链的关系式

[ 4]

  W
c
m = 6

m

k= 1Q
i
1
, i
2
, ,, i

m

0, 0, ,, 0
Wk( i 1, i 2, ,, im; q 1, q2, ,, qn )di

c
k , ( 3)

式中 qn 为广义坐标, W
c
m为磁共能# 

  Wk =
5Wc

m

5i k
, ( 4)

式中 Wk 为磁链# 为此得到电磁感应电势 u
i
k 为

  u
i
k = -

dWk
dt

= -
d
dt

5Wc
m

5 ik # ( 5)

由 We的关系式,可得电容器电压的关系式
[ 4]

  We = 6
m

k= 1
Q

e
1
, e
2
, ,, e

m

0, 0, ,, 0
Wk( e1, e2, ,, em ; q1, q2, ,, qn)de

c
k , ( 6)

  u
e
k =

dWe

dek
# ( 7)

由于电耗散函数 Rk( i 1, i2, ,, im) 在线性情况下对 ik 求导即得 rkik , 把得到的 u
i
k、u

e
k、rki k 的关

系式代入式( 1)得到电路方程

  d
dt

5Wc
m

5 ik
+
dWe

dek
+

5Rk

5 ik
= uk ; ( 8)

用 Q
*
j 表示广义有质动力# 由于外电压所作的功包括 Joule热,考虑电磁场能量的变化和有质

动力所作的功, 从而得到

  6
m

k= 1

ukik = 6
m

k= 1

rki
2
k +

dWm

dt
+
dWe

dt
+ 6

n

j= 1

Q
*
j Ûqj# ( 9)

将磁能 Wm、电场能 We对时间求导数, 并代入式( 9)后, 提出公因子得

  6
m

k= 1
uk - rki k -

5Wm

5i k
1
ik

dik

dt
-

5We

5 ek ik = 6
n

j= 1

5Wm

5 qj +
5We

5 qj + Q
*
j Ûqj# ( 10)

由式( 4)知

  d
dt

5Wc
m

5 ik =
dWk
dt = 6

n

r = 1

5Wk
5 ir

5 ir
dt + 6

n

j= 1

5 Wk
5qkÛqj# ( 11)

用式( 8)中的 uk代入式( 10)的左端并考虑式( 11)得到式( 10)的左端,得

  6
m

k= 1
6
n

r = 1

5 Wr
5 ik ik -

5Wm

5 ik
di k

dt
+ 6

n

j= 1

5 Wk
5qjÛqjik # ( 12)

考虑到磁场能 Wm和磁共能 W
c
m的关系,使磁场能 Wm对 ik 求导,式( 10)变为

  6
m

j= 1

5Wm

5 qj
+

5We

5 qj
+ Q

*
j - 6

m

k= 1

5 Wk
5 qj

i k Ûqj = 0; ( 13)

再利用磁能和共能的关系式 Wm = 6
m

k= 1
ikWk - W

c
m, 则有

  
5Wm

5 qj = 6
m

k= 1
ik
5Wk
5 qj -

5W c
m

5 qj # ( 14)

将式( 14)代入式( 13)得到有质动力 Q
*
j 为

  Q
*
j =

dWc
m

dqj
-
dWe

dqj
# ( 15)
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考虑式( 15)的 Q
*
j , 把电路方程( 8)和Lagrange 方程写成下式:

  

d
dt

5Wc
m

5 ik +
dWe

dek
+

5Rk

5 ik = uk ,

d
dt

5T
5Ûqj -

5T
5 qj +

5 V
5qj +

5R m

5Ûqj -
5Wc

m

5 qj +
5We

5 qj = Qj# 

( 16)

引入机电系统的 Lagrange函数和耗散函数

  
L = T ( qj , Ûqj ) - V( qj ) + W

c
m( ik , qj ) - We( ek , qj ) ,

R = Rk ( ik) + Rm( qj , Ûqj )# 
( 17)

对 L 和R 进行相应的运算,并考虑到 Ûek = ik , 则式( 16)表示为

  

d
dt

5L
5 ek -

dL
dek

+
5R
5Ûek = uk ,

d
dt

5L
5Ûqj -

5L
5 qj

+
5R
5Ûqj

= Qj ,   k = 1, 2, ,, m ; j = 1, 2, ,, n# 
( 18)

将 ek看作 qj、ik 或Ûe j 看作Ûqj , Uk看作广义力Qj ,则式(18) 的第 1、2式就变成一个统一的形

式# 对于机电耦合系统,求得系统的动能 T、势能 V 和耗散函数R, 以及求得电磁系统的磁共

能 W
c
m、电场能 We ,把它们代入式(18) 进行运算,就可以得到机电耦联系统的动力学微分方程

组# 当电磁场为线性情况下, W
c
m = Wm, 则结果和 Lagrange-Maxwell的结果相同[ 4]# 

2  磁饱和时发电机气隙磁场能

磁感应强度 B 和磁场强度H 之间的非线性关系可用空载特性曲线表示,在电机学中它代

表磁通 W与磁场F 的关系,也反映了电势 E 与激磁电流 i f之间的关系, E 和 i f的关系曲线,电

机学中称之为空载特性曲线# 考虑磁饱和的非线性特性,用三次多项式拟和B-H 曲线已具有

足够的强度,即

  B = L0H - L1H
3
= L0

F
K LD

- L1
F

KL D

3

= + 0F - +1F
3
, ( 19)

式中 +0= L0/ ( KLD) , +1= L1/ ( K
3
LD
3
) , D为气隙大小, L0为空气的导磁系数, K L为饱和系数,

L1由曲线拟和计算而得# 

发电机并网运行时, 因为电网的功率和发电机相比要大的多,可看成无穷大网, 此时定子

的磁势决定于电网, 定转子之间的气隙合成磁势
[ 4]
为

F ( A, t ) = F jcos Xt + W+ H+ U1+
P
2
- A + F

+
s cos( Xt - A) + F

-
s cos( Xt + A) , ( 20)

式中 F j、F
+
s 、F

-
s 分别代表转子磁势、定子的正序、负序磁势的基波幅值, H和W表示功率角和功

率因数角# 

电机定转子之间的气隙磁场的磁共能为

  W
c
m = QWdF = QQS

B dS dF =
RL
2Q

2P

0
+0F

2
dA-

RL
4Q

2P

0
+1F

4
dA= W

c
1m - W

c
2m,

( 21)

式中 W
c
1m称为气隙磁场磁共能的线形部分, W

c
2m称为磁共能的非线性部分# 

因为发电机组转子竖直方向的支撑刚度远大于水平方向的支撑刚度(见图 1) , 竖直方向

的振动位移远小于水平方向的振动位移,忽略竖直方向的振动位移令 Y = 0, 得

  W
c
1m =

PRL +0
2

[ K01- ( K2+ K3sin2Xt + K4cos2Xt ) cosU1- ( K1+ K3cos2Xt -
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    K4sin2Xt ) sinU1] 1 +
X
2

2R2
+

3

8R4
X
4
+ [ K02- ( K4+ K1sin2Xt +

    K2cos2Xt ) cosU1- ( K3 + K1cos2Xt - K2sin2Xt ) sinU1- ( K5cos2Xt -

    K6sin2Xt ) cos2U1+ ( K5sin2Xt + K6cos2Xt ) sin2U1]
X
2

2R2
+

X
4

2R4
, ( 22)

  W
c
2m =

PRL +1
2

2a0 1 +
3

R2
( X

2
+ Y

2
) +

45

8R4
( X

2
+ Y

2
)
2
+

    a1
3

R2
( X

2
+ Y

2
) +

15

2R4
( X

3
+ Y

3
) X + a2

6

R2
XY +

15

R4
( X

3
Y+ XY

3
) +

    15

8R
4a3( X

4
+ Y

4
- 6X

2
Y
2
) +

15

2R
4a4( X

3
Y - XY

3
) # ( 23)

式中 K01、K02和 Ki 由电机的电磁参数确定# 将式( 22)及式( 23)代入式( 21) ,便可得到系统的磁

共能# 

3  数 学模 型

图1为4质量8 kW稳极同步发电机组转子轴系扭振实验台的力学模型# 它是国产200MW汽

轮发动机组的模化模型, 模化后发电机组转子轴系由发电机转子、低压缸、中压缸、高压缸 4部

分组成,用 4个集中质量来代替,图中 Ii ( i = 1, 2, 3, 4) 表示第 i 个集中质量的转动惯量, <i ( i

= 1, 2, 3, 4) 表示第 i个集中质量的旋转角和扭振角之和,即 <i = 8t + Ui ,其中 8是转子轴系

转动的角速度, <i ( i = 1, 2, 3, 4) 表示第个集中质量的扭振角, K ij、Lij ( i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4)

表示第 ij 段之间的扭转刚度和机械阻尼系数, KX为水平方向的支撑刚度, LX 和Le为电磁阻尼

系数, m 1为发电机转子的质量# 按图 1, 求出系统的动能 T、势能 V 和耗散函数R 如下

图 1 力学模型

  T =
1
2
I 1ÛU

2
1+

1
2
I2ÛU

2
2 +

1
2
I 3ÛU

2
3+

1
2
I4ÛU

2
4+

1
2
m1ÛX

2
,

  V =
1
2
K 12( U1- U2)

2
+
1
2
K 23( U2 - U3)

2
+
1
2
K 34( U3- U4)

2
+
1
2
KXX

2
,

  R =
1
2 L12( ÛU1- ÛU2) 2+ 1

2 L23( ÛU2- ÛU3) 2+ 1
2 L34( ÛU3- ÛU4) 2+ 1

2 LeÛU1+
1
2 LXÛX# 

按照推广形式的 Lagrange方程,令 A1 = U1- U2, A2 = U2- U3, A3 = U3- U4, 经变换,删

去代表横向振动的方程, 也就是令 X = 0, 得到轴系扭转振动方程组

&A1+
I1 + I2
I 1I 2

K 12 - K2( I 2+ I 3+ I4) 6
4

i= 1
Ii I 1 A1 -

  1
I 2
K 23+ K2( I3+ I4) 6

4

i= 1
Ii I 1 A2- I4K2 6

4

i = 1

Ii I 1 A3 =

  
EPRL +0

I 1
1
2
K1( I

(1)
2 A21+ I

(2)
2 A22+ I

(3)
2 A23+ I

(4)
2 A1A2+ I

( 5)
2 A1A3+ I

( 6)
2 A2A3) -
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  1
6
K2( I

(1)
3 A31+ I

(2)
3 A32+ I

(3)
3 A33+ I

( 4)
3 A1A

2
2+ I

( 5)
3 A1A

2
3+ I

( 6)
3 A2A

2
3 + I

(7)
3 A21A2 +

  I
(8)
3 A21A3+ I

(9)
3 A22A3+ I

(10)
3 A1A2A3) - ( K3cos2Xt - K4sin2Xt ) +

  ( K3sin2Xt + K4cos2Xt ) ( I
( 1)
1 A1+ I

( 2)
1 A2+ I

( 3)
1 A3) +

1
2
( K2cos2Xt -

  K4sin2Xt ) ( I
(1)
2 A

2
1+ I

(2)
2 A

2
2+ I

(3)
2 A

2
3+ I

(4)
2 A1A2+ I

( 5)
2 A1A3+ I

( 6)
2 A2A3) -

  1
6
( K3sin2Xt + K4cos2Xt ) ( I

(1)
3 A31 + I

(2)
3 A32 + I

(3)
3 A33 + I

(4)
3 A1A

2
2+

  I
(5)
3 A1A

2
3+ I

(6)
3 A2A

2
3+ I

(7)
3 A21A2+ I

(8)
3 A21A3+ I

(9)
3 A22A3+ I

( 10)
3 A1A2A3) -

  
EPRL +1
2

[ ( a
6
0+ 2a130 ) + ( a

7
0+ 2a140 ) cos2Xt + ( a

8
0+ 2a150 ) sin2Xt + 2a160 cos4Xt +

  2a170 sin4Xt ] - [ a
3
0+ (4a90+ 9a180 ) cos2Xt + (4a100 + 9a190 ) sin2Xt +

  (4a110 + 9a200 + 4a250 ) cos4Xt + (4a120 - 4a260 ) sin4Xt ] ( I
( 1)
1 A1+ I

( 2)
1 A2+ I

( 3)
1 A3) -

  1
2
a
6
0+

1
2
a
7
0+

27
2
a
21
0 cos2Xt + 1

2
a
8
0+

27
2
a
22
0 sin2Xt -

  sin2Xt + ( 4a110 + 9a200 + 4a250 ) cos4Xt + (4a120 - 4a260 ) sin4Xt @

  ( I
(1)
1 A1+ I

(2)
1 A2+ I

(3)
1 A3) -

1
2
a
6
0 +

1
2
a
7
0+

27
2
a
21
0 cos2Xt +

  1
2
a
8
0+

27
2
a
22
0 sin2Xt -

27
2
a
23
0 cos4Xt +

27
2
a
24
0 sin4Xt ( I

(1)
2 A21 +

  I
(2)
2 A

2
2+ I

(3)
2 A

2
3+ I

(4)
2 A1A2+ I

(5)
2 A1A3+ I

(6)
2 A2A3) +

1
6 a

3
0 +

  1
6 a

4
0+

8
3 a

9
0+

27
2 a

18
0 cos2Xt +

1
6 a

5
0 +

8
3 a

10
0 +

27
2 a

19
0 sinXt +

  8
3
a
10
0 +

27
2
a
20
0 +

128
3
a
25
0 cos4Xt +

8
3
a
11
0 +

27
2
a
21
0 +

128
3
a
26
0 sin4Xt ( I

( 1)
3 A31+

  I
(2)
3 A32+ I

(3)
3 A33+ I

(4)
3 A1A

2
2+ I

(5)
3 A1A

2
3+ I

(6)
3 A2A

2
3+ I

(7)
3 A21A2+ I

(8)
3 A21A3+

  I
(9)
3 A

2
2A3+ I

(10)
3 A1A2A3) - E

Le
I 1

I1 + I2 + I3

I1 + I2 + I3+ I4
ÛA1+

  
Le
I 1

I3+ I4
I1 + I2+ I3+ I 4

-
1
I3
L23 ÛA2+

Le
I 1

I 4
I 1+ I 2+ I 3+ I 4

ÛA3 , ( 24a)

&A2-
1
I 2
K 12A1+

I 2+ I3

I 2I 3
K 23A2-

1
I3
K 34A3 =

  E
I 2I 3

[ I 3 L12ÛA1- ( I2+ I3) L23ÛA2+ I 3L34ÛA3] , ( 24b)

&A3- 1
I 3
K 23A2+

I 3+ I4

I 3I 4
K 34A3 =

  E
I 3I 4

[ I 4 L23ÛA2- ( I3+ I4) L34ÛA3] , ( 24c)

式中 I
( i )
j 、a

i
0由转动惯量 Ii 确定; E是无量纲小参数# 

方程组( 24)是具有周期系数的非线性常微分方程组, 周期参数激发的 4倍频率电磁力矩

是因为存在电磁非线性关系时才出现的# 利用式( 24)可以研究考虑发电机组磁饱和状态下振

动问题# 
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4  发电机组转子轴系的主参数共振

国产某型号 200MW汽轮发电机组转子轴系扭振的第 6阶固有频率为 102. 5 Hz
[ 5]
,与 4倍

工频( 200 Hz)干扰力频率之间满足主参数共振条件,即

  102. 5 Hz U( 1/ 2) 200 Hz# 
我国原水电部和美国西屋公司都规定,发电机组轴系避免发生共振的固有频率避开率为

7 Hz# 

由于考虑发电机组磁饱和特性的影响,周期参数激发的频率除 2X外,还有4X,频率为 4X

的周期参数激发项是因为存在电磁非线性关系时才出现的,当发电机组轴系扭振的固有频率

接近 100Hz,会引起主参数共振# 

本文应用非线性振动的平均法,分析发电机组转子轴系扭振的主参数共振,为发电机组轴

系的设计提供理论依据# 
4. 1  主参数共振的解

引入主参数共振的调谐值 R3, 则主参数共振关系可表示成

  (4X) / 2 = X3+ ER3# ( 25)

应用平均法[ 5]考虑到主参数共振关系,可求得主参数共振关于模态振幅 y 3和相位 H3的一次近

似解

  

dy 3
dt

= E[ ( d14+ d 15y
2
3) y 3sin2H3+ ( d16+ d17y

2
3) y 3cos2H3 + d5y 3] ,

dH3
dt

= E[ R3+ ( d14+ d15y
2
3) cos2H3- ( d16+ d17y

2
3) y 3sin2H3+ d8y

2
3] # 

( 26)

由下式得对应主参数共振的稳态解

  
X 1 = ( d 14+ d15y

2
3) y3sin2H3+ ( d16+ d17y

2
3) y 3cos2H3+ d5y 3 = 0,

X 2 = R3+ ( d14+ d15y
2
3) cos2H3- ( d16+ d17y

2
3) y 3sin2H3+ d8y

2
3 = 0# 

( 27)

式( 27)是非线性超越代数方程组,对上述方程进行变换,得关于 y
2
3的高次代数方程,即参数共

振幅频特性曲线

  

( d
2
15 + d

2
17- d

2
8)
2
y
4
3+ 2( d14d 15+ d16d17- R3d8) y

2
3 +

  ( d
2
14+ d

2
16- d

2
5- R23) = 0,

H3 =
1
2
arctan

( d14+ d15y
2
3) d5- ( d 16+ d17 y

2
3) ( R3+ d8y

2
3)

( d14+ d15y
2
3) ( R3 + d8y

2
3) + ( d16+ d 17y

2
3) d5

,

( 28)

式中 d ij 为电磁综合参数,求法可参见文献[ 5]# 

主参数共振稳态解稳定性由稳定性条件确定# 
4. 2  数值结果分析

本文计算并网对称运行情况, 所取参数如下,扭振的三阶固有频率分别为 X1 = 18. 25 Hz ,

X2 = 82. 5Hz, X3 = 102. 5Hz,机械、电磁阻尼系数 Le = 0. 008,激磁电流 i f = 7. 5A ,有功功率

PD z 为额定值 8 kW# 

图2~ 图6是激磁电流3 A、6. 3 A、6. 7 A、6. 742A、7. 5 A时关于主参数共振的幅频响应曲

线,随激磁电流 i f的增加, 主参数共振的振幅、运动稳定性、以及共振曲线的拓扑结构均有明

显变化,当激磁电流 i f小于6. 1A时, 共振曲线呈V字型且无稳定解,曲线形状如图 2; 当激磁

电流 i f达到 6. 1 A且小于 6. 65 A时,共振曲线出现稳定解,曲线形状如图 3仍呈 V字型;当激

磁电流 i f达到 6. 65 A 且小于 6. 742 A 时, 共振曲线的拓扑结构发生变化, 曲线形状如图 4所
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   图 2  幅频响应曲线            图 3 幅频响应曲线

( i f = 3 A, PD z = 8 kW) ( i f = 6. 3 A, P D z = 8 kW)

  图 4  幅频响应曲线             图 5 幅频响应曲线

( i f = 6. 7 A , P Dz = 8 kW) ( i f = 6. 742 A, PD z = 8 kW)

  图 6  幅频响应曲线           图 7  幅频响应曲线

( i f = 7. 5 A , P Dz = 8 kW) ( ¹ P D z = 8 kW, º P Dz = 6. 25 kW)

示,由两条曲线组成;图5 为临界情况,此时 i f = 6. 742A上下两条曲线相切;当激磁电流 i f超
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过6. 742 A后,共振曲线的拓扑结构再一次发生变化,曲线形状如图 6所示# 

图7是有功功率 P Dz分别为 8 kW、6. 4 kW的幅频曲线,随同有功功率 P D z的增加,主参数

共振的两条曲线相互靠近# 

5  结   论

1) 推广了 Lagrange-Mexwell方程, 扩大了Lagrange-Mexwell方程的应用范围, 使之适用于分

析发电机组磁饱和振动问题# 
2) 得到的计及磁饱和影响发电机气隙磁场能的解析式,指出发电机组的磁饱和特性是引

起倍频干扰力(矩)的原因# 对研究发电机存在磁饱和特性时转子轴系电磁激发的非线性振动

具有普遍意义和应用价值# 

3) 分析了两种电磁参数对主参数共振的影响# 以上结果对大型发电机及一般电机转子

的振动问题的研究都具有积极意义# 

4) 发电机组在轴系优化设计中应考虑电磁参数的影响# 
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Lagrange-Maxwell Equation and Magnetic Saturation

Parametric Resonance of Generator Set
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Abstract: Lagrange-Maxwell. s equation was extended firstly. With the theory of electromechanical

analytical dynamics, the magnetic complement energy in air gap of generator was acquired. The tor-

sional viration differential equations with periodic coefficients of rotor shafting of generator that is in

the state of magnetic saturation were established. It is shown that the magnetic saturation may cause

double frequency electromagnetic moment. By means of the averaging method, the first approximate

solution and corresponding solution of the primary parametric resonance was obtained. The character-

istics and laws of the primary parametric resonance excited by the electromagnetism were analyzed

and some of new phenomena were revealed.

Key words: generator set; magnetic saturation; averaging method; primary parametric resonance
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