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双调和型抛物方程的 Schauder估计
X
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(郭懋正推荐)

摘要:  该文给出了双调和型抛物方程初值问题解的Schauder估计, 并且在适当的空间中证明了解

的存在性与惟一性# 类似于二阶情形,首先通过 Fourier 变换得到一个形式解, 然后再利用位势理

论和逼近方法得到解的正则性、唯一性及存在性# 该方法简单而易懂# 
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引   言

在70多年前, Schauder[ 1-2]得到了一类关于二阶线性椭圆微分方程古典解的先验估计# 这

些点态的估计后来发现在研究椭圆和抛物型微分方程中非常有用, 这类估计也随之被命名为

Schauder估计# 现在 Schauder估计在二阶线性椭圆型与抛物型方程微分方程的理论研究中起

到了至关重要的作用,是研究解的存在性、惟一性和正则性的基础# 现在 Schauder 估计已经被

很多学者推广和简化# 现在主要有 4种方法来得到椭圆型方程的 Schauder 估计# 第 1种方法

就是 Schauder 早期给出的建立在Newton位势理论上的方法# 第 2种方法是 Campanato 在文献

[3]中提出的,在那里他通过引入 Campanato 空间来刻画HÊ lder空间# 第 3种方法是利用磨光

函数得到的(见Trudinger
[ 4]

)# 第 4种得到 Schauder估计的方法是 Caffarelli
[ 5]
提出的处理二阶

椭圆方程粘性解的扰动方法# 

抛物型方程的 Schauder估计是 Ciliberto[ 6]最早得到的# 随后很多作者提出了不同的证明

方法(见文献[ 7-17] )# 在有界区间或者全空间中有界系数的二阶线性抛物方程解的全局及内

部Schauder估计可以用多种方法得到(见文献[ 7-8, 10-11] )# 最近通过半群理论无界系数的二

阶线性抛物方程在 R
n
中的 Schauder估计也已经得到了(见文献[ 12-14]# 滕[ 15]

,王
[ 16]
和 Solon-

nikov[ 17]分别独立地得到了关于一般情形的高阶线性抛物方程边值问题的 Schauder 估计# 他

们主要是通过基本解和 Green函数得到估计的# 本文我们得到双调和型四阶方程 Cauchy 问题

的Schauder估计# 这里我们是先通过Fourier 变换得到一个形式解, 然后再利用位势理论和逼

近方法得到解的正则性、惟一性及存在性# 我们的方法相比而言更加简单易懂# 事实上,我们
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的方法适用于更加一般的情形(见附注 2)# 

本文我们将研究下述四阶抛物方程的全局 Schauder估计:

  ut + $2
u = f ,   ( x , t ) I R

n @ ( 0, T ] , ( 1)

  u | t = 0 = 0,    x I R
n# ( 2)

方程( 1)实际上是 Cahn-Hilliard方程[ 18]

  ut + $( E
2
$u + f ( u ) ) = 0

的一个简单情形# Cahn-Hilliard方程来源于自然界中某些扩散现象# 例如,描述两种物质构成

的体系(如合金,聚合物等)的相变都提出了 Cahn-Hilliard方程# 许多作者从不同角度研究了

这个方程(见文献[ 19-20] )# 在文献[ 21]中方程

  ut + K$
2
u = Cdiv( u

m
ü ) ,   ( x , t ) I R

n @ ( 0, ] ) , ( 3)

被用来模拟生物群体之间的扩散现象# 另外,一般的薄膜( thin film)方程

  ut + div( | $̈ u |
p- 2 $̈u) = f , ( 4)

这里 p I ( 1, + ] ) 也被广泛的研究(见文献[ 22-23] )# 而我们容易看出方程( 1)只是方程( 3)

或者( 4)的一个简单情形# 

在阐述本文的主要结论之前, 我们首先介绍一些基本概念# 

设函数 u( x , t ) : R
n @ ( 0, T ] y R, M= ( M1, M2, ,, Mn) 是任一多重指标, Mi \0( i = 1, 2, ,,

n ) 和 | M| = 6
n

i= 1

Mi# 我们称

  D
M
xu( x , t ) =

5| M|
u ( x , t )

5x
M

1
1 ,5x

M
n

n

为 u 的第M次弱导数# 简单起见,我们经常省略下标 x 并记D
k
u = D

M
u: | M| = k # 

在 R
n @ R+ 中我们定义距离

  D( X , Y) = max | x - y | , | t - s |
1/ 4

, X = ( x , t ) , Y = ( y , s )

和 Banach空间

  C
4, 1

( R
n @ [ 0, T ] ) =

    u I C( R
n @ [ 0, T ] ) | u t , D

s
u I C( R

n @ [ 0, T ] ) , 1 [ s [ 4 # 

定义 1  对于 0 < A< 1, 我们引入HÊ lder 半模

  [ u] A, R
n@ [ 0, T ] = sup

X , Y I R
n@ [ 0, T ]

X X Y    

| u ( X ) - u( Y) |
D( X , Y)

A # 

用 C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) 表示全体满足上面半模有限的函数集合,并规定范数如下

  +u +A, R
n @ [ 0, T ] = [ u ] A, R

n @ [ 0, T ] + +u +0, R
n@ [ 0, T ] < + ] ,

其中   +u +0, R
n @ [ 0, T ] = sup

R
n@ [0, T ]

| u | # 

进一步,定义函数空间 C
4+ A, 1+ A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) 为

  +u +4+ A, R
n@ [ 0, T ] = 6

0 [ r+ 4 s [ 4

+D
r
D

s
tu +0, R

n@ [ 0, T ] +

    [ D
4
u] A, R

n @ [ 0, T ] + [ ut ] A, R
n@ [ 0, T ] < + ] # 

实际上,不难验证上述的两个函数空间均为 Banach空间# 

通过对式( 1)、( 2)在空间 x 方向取 Fourier变换,我们可得到一个形式解

  V( x , t ) = Q
t

0 QR
n5 ( x , t ; y , S)f ( y , S) dydS, ( 5)
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其中

  5( x , t ; y , S) =

1

( 2P t - S)
n/ 2<

x - y

( t - S) 1/ 4 ,   t > S,

0,   t [ S# 
( 6)

这里

  <( x ) = [ e- | N|
4

]
D

( x ) =
1

( 2P)
n/ 2QR

n e- | N|
4

cos( N#x ) dN# ( 7)

由Fourier积分定理我们有

  1

( 2P)
n/ 2QR

n<( x ) dx = 1# ( 8)

进一步,对于 t > S,由于 D
r
tD

s
x 5 ( x , t ; y , S) = (- 1)

r+ s
D

r
SD

s
y 5( x , t ; y , S) , 则

  QR
nD

r
tD

s
x 5( x , t ; y , S) dy =

1,   r = s = 0,

0,   r + s \ 1# 
( 9)

现在我们来阐述本文的主要结论:

定理 1  设 A I ( 0, 1) , f I C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] )# 则 V( x , t ) (定义如式( 5) )是原问题( 1)、

( 2) 在空间 C
4+ A, 1+ A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) 中的惟一解# 另外, V( x , t ) 满足估计

  + V +4+ A, R
n @ [ 0, T ] [ C +f +A, R

n @ [ 0, T ] ,

其中 C 只依赖于 A、n、T# 

附注 1 如果我们替换初值条件( 2)为

  u( x , 0) = U( x ) I C 4+ A( R n) , ( 10)

则

  �V ( x , t) = V ( x , t) + QR
n
5 ( x , t ; y , 0) U( y )dy ,

其中 V和 5 如式(5) 和( 6) 所示, 是问题(1)、( 10) 在空间 C4+ A, 1+ A/ 4( Rn @ [ 0, T ] ) 中的惟一解# 另外, �V ( x , t)

满足估计

  +�V + 4+ A, R
n@ [ 0, T ] [ C( + f + A, R

n@ [ 0, T ] + +U+ 4+ A, R
n)# 

类似定义 1我们可以定义 Banach空间 C
2m+ A, 1+ A/ 2m

( R
n @ [ 0, T ] ) 为所有满足下面范数有

界的函数组成的空间

  +u +2m+ A, R
n@ [ 0, T ] =

    6
0 [ r+ 2ms [ 2m

+D
r
D

s
tu +0, R

n @ [ 0, T ] + [ D
2m

u] A, R
n @ [ 0, T ] + [ ut ] A, R

n@ [ 0, T ] < ] # 

附注 2 利用同文给出的方法我们可得:设 m 是任意正整数# 如果 f I C A, A/2 m( Rn @ [ 0, T ] ) ,则 Vm( x ,

t) (定义如下)是问题

  
ut + (- $) mu = f ,   ( x , t) I Rn @ ( 0, T ] ,

u | t= 0 = 0,   x I Rn,

在空间 C2 m+ A, 1+ A/ 2m( Rn @ [ 0, T ] ) 中的惟一解# 另外 , Vm( x , t ) 满足估计

  + Vm + 2m+ A, R
n@ [0, T ] [ C +f + A, R

n @ [ 0, T ]# 

这里

  Vm( x , t ) = Q
t

0 QR
n
5 m( x , t; y , S) f ( y , S)dydS,

其中
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  5 m( x , t; y , S) =

1

(2P
m

t - S) n/ 2
<m

x - y

( t - S) 1/ ( 2m) ,   t > S,

0,   t [ S# 

  <m( x ) = [ e
- | N|2m

]
D

( x ) =
1

(2P) n /2QR
n e

- | N|2m

cos( N#x ) dN# 

本文我们将给出一个跟热方程的 Schauder 估计(见文献[ 11, 24] )类似的证明方法# 本文

后面的内容组织如下:第 1节证明了两个辅助定理,第 2节完成定理 1的证明# 在下面的章节

中哪怕在同一个式子中常数 C 都代表不同取值的常数# 简单起见,我们记

  [ u] A = [ u] A, R
n@ [ 0, T ] , [ u] 0 = + u +0, R

n@ [ 0, T ] , +u +4+ A = +u +4+ A, R
n@ [ 0, T ]# 

1  辅 助定 理

首先我们定义一个速降函数空间

  ST = u I C
4, 1

( R
n @ [ 0, T ] ) | 6

0[ s [ 4
sup
x I Rn

t I [ 0, T ]

| x |
n+ 1

| D
s
u( x , t ) | < ] # 

设 BR是在R
n中中心为原点、半径为R > 0的开球# 本节我们将证明下面关于原问题( 1)、

( 2)解的两个结论# 

定理 2  设 A I ( 0, 1) , f I C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] )# 则定义如式( 5) 的 V( x , t ) I C

4, 1
( R

n

@ [ 0, T ] ) 并满足方程( 1)、( 2)# 另外,我们有估计

  + Vt ( x , t ) +0 + 6
4

s= 0
+D

s
V( x , t ) +0 [ C +f +A, ( 11)

这里常数 C 只依赖于 A、n、T# 

进一步,我们有

定理 3  设 A I ( 0, 1) , f I C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) 且对任意的 t I [ 0, T ] , supp( #, t ) <

BR
0
, 这里 R 0 > 0是一固定的常数# 则定义如式( 5) 的 V( x , t ) 是原问题( 1)、( 2) 在 ST 中的

惟一解# 

让我们回顾一下 Schwarz函数的定义# 

定义 2  假如对于任意的 k, m I N,

  sup
x I R

n
( 1+ | x |

2
)

m
| D

k
u( x ) | < ] , ( 12)

则我们称 u I C
]

( R
n
) 是一个 Schwartz函数# 所有Schwartz函数的集合称为Schwartz空间并记

作 S ( R
n
)# 

显然,如果 u I S ( R
n
) ,则它的 Fourier变换及反变换 û( K) , %u ( K) I S ( R

n
)# 

引理 1  <( x ) 和 5 ( x , t ; y , S) 定义如式( 6)和式( 7)# 则我们有下列性质

( � ) <( x ) I S ( R
n
)# 

( � ) 设 t > S, s I N# 则 5( x , t ; y , S) 满足

  | D
r
t D

s
x 5( x , t ; y , S) | [ C ( t - S)- n/ 4- s/ 4- r 6

r

i= 0

| x - y |
i

( t - S) i / 4 | D
s+ i<

x - y

( t - S)
1/ 4 # 

证明  结论( � )的证明显然# 而我们能由 e- |N|
4

I S ( R
n
) 得到结论( � )# 

定理 2的证明  首先我们证明下面的结论: 对于任意的多重指标 M= ( M1, M2, ,, Mn) , 这

里1 [ | M| [ 4# 则
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  Vt ( x , t ) = Q
t

0QR
n Dt 5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS+ f ( x , t ) , ( 13)

  D
M
xV( x , t ) = Q

t

0QR
n D

M
x 5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS# ( 14)

接下来我们将给出式( 13)和式( 14)的证明# 设 E I ( 0, t ) # 令 G= ( x - y ) / ( t - S) 1/ 4和

  VE( x , t ) = Q
t- E

0 QR
n5 ( x , t ; y , S) f ( y , S) dydS# 

则通过引理1我们有

  VE( x , t ) - V( x , t ) = Q
t

t- EQR
n5 ( x , t ; y , S)f ( y , S) dydS [

    C +f +0 Q
t

t- EQR
n | <( G) | dG dS [ C E+f +0 y 0,当 Ey 0# 

从而可得

  VE( x , t ) y V( x , t ) ,   当 E y 0# ( 15)

由式( 9)知

  D tVE( x , t ) = Q
t- E

0 QR
nDt 5( x , t ; y , S) f ( y , S) dydS+

    QR
n 5( x , t ; y , t - E) f ( y , t - E) dy =

    Q
t- E

0 QR
nD t5 ( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS+

    QR
n 5( x , t ; y , t - E) f ( y , t - E) dy# ( 16)

记

  I 1 = Q
t- E

0 QR
nDt 5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS-

    Q
t

0QRnD t5 ( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS ,

  I 2 = QR
n5( x , t ; y , t - E)f ( y , t - E) dy - f ( x , t ) # 

回顾引理 1,我们有

  I 1 = Q
t

t- EQR
nD t 5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS [

    C [f ] AQ
t

t- EQR
n

| x - y |
A

( t - S) n/ 4+ 1 <
x - y

( t - S)
1/ 4 +

    | x - y |

( t - S) 1/ 4 D<
x - y

( t - S)
1/ 4 dydS# 

令 G= ( x - y ) / ( t - S)
1/ 4# 我们知

I 1 [ C[ f ] AQ
t

t- E
( t - S) A/ 4- 1 QR

n ( | G |
A

| <( G) | + | G |
1+ A

| D<( G) | ) dy dS [

  C [f ] AQ
t

t- E
( t - S)

A/ 4- 1dS [ C EA/ 4
[ f ] A# 

因此可得

  I 1 y 0,   当 E y 0# 

另外,利用引理 1和式( 9)可推出
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  I 2 = QR
n5( x , t ; y , t - E) [ f ( y , t - E) - f ( x , t ) ] dy [

    CQR
nE

- n/ 4
<

x - y

E1/ 4 | f ( y , t - E) - f ( x , t ) | dy# 

令 R = ( x - y ) / E1/ 4
, 则

  I 2 [ CQR
n | <( R) | | f ( x - E1/ 4R, t - E) - f ( x , t ) | dR [

    C EA/ 4
[ f ] AQR

n | <( R) | ( 1+ | R |
A
) dR [ C EA/ 4

[ f ] A# 

由上式可得

  I 2 y 0,   当 E y 0# 

综合式( 16)和上面关于 I1、I2 的估计,则当 Ey 0我们有

  D tVE( x , t ) yQ
t

0QRn
D t5 ( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS+ f ( x , t ) ; ( 17)

类似地,当 E y 0我们有

  D
M
xVE( x , t ) yQ

t

0QR
nD
M
x 5 ( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS# ( 18)

综合式( 15)和式( 17)、( 18) , 我们可得结论( 13)和( 14) # 故我们易知 Vt , D
s
V( 0 [ s [ 4) I

C ( R
n @ ( 0, T ] ) 且由于 5 t ( x , t ; y , S) + $

2
x 5( x , t ; y , S) = 0, 则

  Vt ( x , t ) + $
2
V( x , t ) = f ( x , t ) ,   ( x , t ) I R

n @ ( 0, T ]# ( 19)

另外,因为

  + V( x , t ) +0 [ C +f +0 Q
t

0QR
n | <( G) | dGdS [ Ct +f +0, ( 20)

所以我们可知 V( x , t ) 满足

  lim
t y0

V( x , t ) = 0# 

因此对任意1 [ | M| [ 4,则 D
M
V( x , 0) = 0# 进一步,利用引理 1我们发现

  lim
t y0

D
M
V( x , t ) = D

M
V( x , 0) = 0# ( 21)

实际上

  | D
M
V( x , t ) | = Q

t

0 QR
nD
M
x 5 ( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS [

    C [f ] AQ
t

0 QR
n | x - y |

A
( t - S)

- n/ 4- | M| / 4
D

|M|
<

x - y

( t - S)
1/ 4 dydS [

    C [f ] AQ
t

0
( t - S)A/ 4- | M| / 4 QR

n | G |
A

| D
| M| <( G) | dG dt =

    Ct
A/ 4+ 1- |M| / 4

[ f ] A# ( 22)

更进一步,我们能证明

  lim
t y0

Vt ( x , t ) = f ( x , 0) = Vt ( x , 0)# ( 23)

事实上,由于

  | Vt ( x , t ) - f ( x , 0) | [

    Q
t

0 QR
nDt 5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , S) ] dydS + | f ( x , t ) - f ( x , 0) | [

    Ct
A/ 4

[ f ] A+ t
A/ 4

[ f ] A [ Ct
A/ 4

[ f ] A,
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同 I 1的估计我们能得

  lim
t y0

Vt ( x , t ) = f ( x , 0)# 

又因为从引理 1和式( 9)可得

  V( x , t ) - V( x , 0)
t

- f ( x , 0) =

    t
- 1 Q

t

0QR
n5( x , t ; y , S) [ f ( y , S) - f ( x , 0) ] dydS [

    
C [f ] A

t Q
t

0QR
n

( | x - y |
A

+ t
A/ 4

)

( t - S) n/ 4 <
x - y

( t - S)
1/ 4 dydS [

    
C [f ] A

t Q
t

0 QRn[ G
A
( t - S)

A/ 4
+ t

A/ 4
] | <( G) | dG dS [

    Ct
A/ 4

[ f ] A,

因此

  Vt ( x , 0) = f ( x , 0)# 

结合上面结论可知式( 23)成立# 那么 Vt , D
s
V( 0 [ s [ 4) I C( R

n @ [ 0, T ] )# 最后,结合式

( 19) ~ 式( 23) ,我们得式( 11) , 从而完成定理 2的证明# 

定理 3的证明

1) 存在性

设 | x | \ 2R0# 则对任意的 y I BR
0
, | x | [ 2 | x - y | # 那么由引理 1有

  | x |
n+ 1

| V( x , t ) | [ C +f +0 Q
t

0QB
R

0

| x |
n+ 1

( t - S)
n/ 4 <

x - y

( t - S) 1/ 4 dydS [

    C +f +0 Q
t

0 QB
R

0

| x - y |
n+ 1

( t - S) n/ 4 <
x - y

( t - S) 1/ 4 dydS# 

令 G= ( x - y ) / ( t - S) 1/ 4# 则再利用引理 1可得

  | x |
n+ 1

| V( x , t ) | [

    C +f +0 Q
t

0
( t - S) ( n+ 1) / 4 QR

n | G |
n+ 1

| <( G) | dG dS < C +f +0# 

因此

  | x |
n+ 1

| V( x , t ) | < C +f +0,   ( x , t ) I R
n @ [ 0, T ]# 

类似地,对任意的 1 [ s [ 4可得

  | x |
n+ 1

| D
s
V( x , t ) | < C +f +0,   ( x , t ) I R

n @ [ 0, T ]# 

故应用定理2可得 V( x , t ) I ST 满足原问题( 1)、( 2)# 

2) 惟一性

要证明惟一性, 我们只须证明下面的结论:

设 f S 0# 如果 u I ST 是问题( 1)、( 2) 的一个解,则 u S 0# 

在方程( 1)两边乘 u 然后在BR @ [ 0, t ] 上积分,其中 t [ T, R > 0, 经过简单计算可得

  1
2QB

R

| u( x , t ) |
2dx + Q

t

0QB
R

u$2
udx dt = 0# 

分步积分后我们可得

  Q
t

0QB
R

u$2
udx dt = Q

t

0QB
R

| $ u |
2dx dt -
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    Q
t

0Q5B
R

$uDu#CdS ( x ) dt + Q
t

0Q5B
R

uD$u#CdS( x ) dt = J 1 + J 2 + J 3, ( 24)

其中 C为BR 的单位外法向量# 又因 u I ST ,我们可得,对于 0 [ s [ 4,

  | x |
n+ 1

| D
s
u( x , t ) | [ C,   ( x , t ) I R

n @ [ 0, T ]# 

因此

  | J 2 |+ | J 3 | [ CQ
T

0Q5 B
R

1

| x |
2( n+ 1) dS( x ) dt [ C

R
n+ 3# 

在式( 24)中取 R y ] 那么结合 J 2和 J 3 的估计, 我们有

  1
2QRn

| u ( x , t ) |
2dx + Q

t

0QRn
| $u |

2dxdt = 0# 

因此

  u( x , t ) S 0,   ( x , t ) I R
n @ [ 0, T ]# 

从而我们完成定理的证明# 

2  主要结论的证明

本节将利用下面的结论来证明定理 1# 首先我们证明下述重要结论:

命题 1  设 A I ( 0, 1) , f I C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] )# 则 V( x , t ) I C

4+ A, 1+ A/ 4
( R

n @ [ 0, T ] )

满足

  + V +4+ A [ C +f +A,

其中 C 仅依赖于 A、n、T# 

证明  设 X 1 = ( x 1, t 1) , X 2 = ( x 2, t 2) I R
n @ [ 0, T ] , 这里 t 2 \ t 1# 又设M= ( M1, M2, ,,

Mn) , 其中 Mi \ 0 ( i = 1, 2, ,, n) , 是一个 | M| = 4的多重指标# 我们记

  r = D( X 1, X 2) = max | x 2 - x 1 | , ( t 2 - t 1)
1/ 4 # 

当 t 1 = 0, 由式( 21)和式( 22)可得

  | D
M
xV( x 2, t2) - D

M
xV( x 1, 0) | = | D

M
xV( x 2, t2) | [ Cr

A
[ f ] A# ( 25)

今后假设 t 2 \ t 1 > 0# 因为

  | D
M
xV( x 2, t2) - D

M
xV( x 1, t 1) | [

    | D
M
xV( x 2, t2) - D

M
xV( x2, t 1) | + | D

M
xV( x 2, t 1) - D

M
xV( x 1, t 1) | , ( 26)

故我们只须估计式( 26)右端的两项# 不失一般性我们不妨设 t 2 > t 1 > 0# 不然我们只须估计

式( 26)右端的第 2项# 

利用式( 14)我们可计算得

| D
M
xV( x 2, t 2) - D

M
xV( x 2, t 1) | [

  Q
t

2

t
1
QR

nD
M
x 5 ( x 2, t 2; y , S) [ f ( y , S) - f ( x 2, S) ] dydS +

  Q
t

1

0QR
n [ D

M
x 5 ( x 2, t 2; y , S) - D

M
x 5 ( x 2, t 1; y , S) ] [ f ( y , S) - f ( x 2, S) ] dydS =

  K 1 + K 2# 

K 1 的估计:我们通过引理 1可得

  K 1 [ [ f ] AQ
t
2

t
1
QR

n( t 2 - S)- n/ 4- 1
| y - x 2 |

A
D

4<
y - x 2

( t 2 - S)
1/ 4 dydS# 
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在上面的积分中令 G= ( y - x 2) / ( t2 - S)
1/ 4

, 可知

  K 1 [ [ f ] AQ
t
2

t
1

( t 2 - S)A/ 4- 1 QR
n | G |

A
| D

4<( G) | dG dS [

    C ( t2 - t 1)
A/ 4

[ f ] A [ Cr
A
[ f ] A# 

K 2 的估计:由于

  K 2 = Q
t

1

0QR
n Q

t
2

t
1

DHD
M
x 5 ( x 2, H; y , S) dH [ f ( y , S) - f ( x 2, S) ] dydS [

    [ f ] AQ
t

2

t
1
Q

t
1

0QR
n | y - x 2 |

A
| DHD

M
x 5( x 2, H; y , S) | dydSdH,

若令 G= ( y - x2) / ( t 2 - S) 1/ 4
, 那么回顾引理 1我们可得

  K 2 [ C[ f ] AQ
t
2

t
1
Q

t
1

0
( H- S) A/ 4- 2 @

    QR
n ( | G |

A
| D

4<( G) | + | G |
1+ A

| D
5<( G) | ) dG dSdH [

    C [f ] AQ
t

2

t
1
Q

t
1

0
( H- S) A/ 4- 2dS dH [

    C [f ] AQ
t

2

t
1

( H- t 1)
A/ 4- 1dH [ C ( t2 - t 1)

A/ 4
[ f ] A [ Cr

A
[ f ] A# 

因此

  | D
M
xV( x 2, t2) - D

M
xV( x 2, t 1) | [ Cr

A
[ f ] A# ( 27)

接下来我们将估计式( 26)的右端第 2项# 实际上, 利用式( 14)我们可计算得

  | D
M
xV( x 2, t1) - D

M
xV( x 1, t 1) | =

    Q
t

1

0QR
n D

M
x 5( x 2, t 1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x 2, S) ] dydS-

    Q
t

1

0QR
n D

M
x 5( x 1, t 1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x1, S) ] dydS # 

情形 1  t 1 [ r
4# 

通过式( 22)可知

  | D
M
xV( x 2, t1) - D

M
xV( x 1, t 1) | [ Ct

A/ 4
1 [ f ] A [ Cr

A
[ f ] A# 

情形 2  t 1 > r
4# 

  | D
M
xV( x 2, t1) - D

M
xV( x 1, t 1) | [

    Q
t

1

t
1
- r

4QR
n D

M
x 5( x 2, t1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x2, S) ] dydS +

    Q
t

1

t
1
- r

4QR
n D

M
x 5( x 1, t1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x1, S) ] dydS +

    Q
t

1
- r

4

0 QR
n D

M
x 5( x 2, t1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x2, S) ] dydS-

    Q
t

1
- r

4

0 QR
n D

M
x 5( x 1, t 1; y , S) [ f ( y , S) - f ( x 1, S) ] dy dS =

    L1 + L 2 + L3# 
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L1 + L 2的估计:同式( 22)的证明, 我们可得

  L 1 + L2 [ Cr
A/ 4

[ f ] A# 

L3 的估计:由式( 9)可得到

  L 3 = Q
t

1
- r

4

0 QRn
[ D

M
x 5 ( x 2, t 1; y , S) -

    D
M
x 5( x 1, t1; y , S) ] [ f ( y , S) - f ( x 1, S) ] dydS # 

定义

  L 31 = Q
t
1
- r

4

0 QB
2r

( x
1
)

| D
M
x 5( x2, t 1; y , S) -

    D
M
x 5( x 1, t1; y , S) | | f ( y , S) - f ( x 1, S) | dydS,

  L 32 = Q
t
1
- r

4

0 QR
n

\ B
2r

( x
1
)

| D
M
x 5( x 2, t 1; y , S) -

    D
M
x 5( x 1, t1; y , S) | | f ( y , S) - f ( x 1, S) | dydS# 

L31 的估计:由引理 1我们可看出

  L 31 [ [ f ] AQ
t
1
- r

4

0 QB
2r

( x
1
)

| y - x 1 |
A

( t 1 - S) n/ 4+ 1 D
4<

x 1 - y

( t 1 - S) 1/ 4 +

    D
4<

x2 - y

( t 1 - S) 1/ 4 dydS# 

令 G= ( x1 - y ) / ( t 1 - S) 1/ 4
, F= ( x2 - x1) / ( t1 - S)

1/ 4# 则当 y I B 2r ( x 1) , S I [ 0, t1

- r
4
] 时,我们可得

  | G | [ 2, | G+ F| [ | G | + 1 [ 3# 

因此

L31 [ [ f ] AQ
t
1
- r

4

0
( t 1 - S) A/ 4- 1 Q�B | G |

A
( | D

4<( G) | + | D
4<( G+ F) | ) dG dS [

  [ f ] AQ
t

1
- r

4

0
( t 1 - S)

A/ 4- 1 2r

( t1 - S)
1/ 4

n

dS [

  C [f ] Ar
nQ

t
1
- r

4

0
( t 1 - S)

( A- n)/ 4- 1
dS [ Cr

A
[ f ] A,

这里 �B = B 2r / ( t
1
- S) 1/ 4( 0) < B2( 0)# 

L32 的估计:由引理 1可得

L32 [ [ f ] AQ
t
1
- r

4

0 QR
n

\ B
2r

(x
1
)

| y - x 1 |
A Q

1

0
d( D

M
x 5 ( Hx 2 + ( 1 - H) x 1, t1; y , S) ) dy dS [

  [ f ] AQ
t

1
- r

4

0 QRn \ B
2r

( x
1
)

| y - x 1 |
A

| x 2 - x 1 | Q
1

0
| D

5
x 5( xH, t 1; y , S) | dHdydS,

其中 xH= Hx 2 + ( 1- H) x 1# 显然当 y I R
n \ B2r( x 1) 时, Br ( xH) < B2r( x 1) 且 | y - x 1 | [

2 | y - xH | , 因此

  L 32 [ r [ f ] AQ
t

1
- r

4

0 Q
1

0 QR
n

\ B
r
( x

H
)

| y - xH |
A

| D
5
x 5( xH, t 1; y , S) | dydHdS [
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    r [ f ] AQ
t
1
- r

4

0
( t 1 - S)

A/ 4- 5/ 4QR
n | G |

A
| D

5
<( G) | dGdS [ Cr

A
[ f ] A# 

综合上面的估计可知

  | D
M
xV( x 2, t1) - D

M
xV( x 1, t 1) | [ Cr

A
[ f ] A# ( 28)

考虑到式( 25) ~ 式( 28) ,我们得到,对任意 | M| = 4,

  [ D
M
V] A [ C[ f ] A,

从而

  [ D
4
V] A [ C [f ] A# ( 29)

利用定理 2和式( 29) ,我们得

  [ DtV] A [ C ( [ f ] A+ [$2
V( x , t ) ] A) [ C[ f ] A# 

再结合定理2的结论我们完成证明# 

推论 1  设 0 < A< 1# 如果 u I C
4+ A, 1+ A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) , u | t = 0 = 0且对任意 t I [ 0,

T ] , suppu( #, t ) < BSR ,其中 S I ( 0, 1)# 则我们有估计

  [ u t ] A, B
R

@ [ 0, T ] + [ D
4
u] A, B

R
@ [ 0, T ] [ C[ u t + $2

u] A, B
R

@ [ 0, T ]# 

证明  从所给的已知条件我们可知 u( x , t ) I ST# 令�f = u t + $2
u# 那么对于任意的 t

I [ 0, T ] ,则�f I C
A, A/ 4 ( R

n @ [ 0, T ] ) , supp �f ( #, t ) < BSR# 由定理 3可得

  u( x , t ) = Q
t

0 QR
n5( x , t ; y , S)�f ( y , S) dydS# 

而利用命题1, 我们可得

  [ u t ] A, B
R

@ [ 0, T ] + [ D
4
u] A, B

R
@ [ 0, T ] [

    [ u t ] A+ [ D
4
u] A [ C[�f ] A [ C[ u t + $

2
M] A, B

R
@ [ 0, T ]# 

故我们完成证明# 

让我们回顾下面的结论(见文献[ 25] k 2. 1)# 

引理 2  如果 u , v I C
A, A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) , 那么

  [ uv] A [ [ u] A+v +0 + + u +0[ v] A# 

定理 1的证明  由定理 2和命题 1的结论我们现在只须证明惟一性# 若 u1, u2 I

C
4+ A, 1+ A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] )是原问题的两个解# 现在令 z = u1- u2 I C

4+ A, 1+ A/ 4
( R

n @ [ 0, T ] )# 

则 z 满足

  z t + $2
z = 0,   ( x , t ) I R

n @ ( 0, T ] ,

  z | t= 0 = 0,   x I R
n# 

对任意的常数 R > 0,我们取一个截断函数 F= F( x ) I C
]
0 ( R

n
) 满足下列条件

  
0 [ F [ 1,   FS 1, x I BR, F= 0, x I R

n
/ B 2R ,

| D
kF| 0 + R

A
[ D

kF] A [ C/ R
k
,   P k I N# 

( 30)

令 v ( x , t ) = z ( x , t ) F( x ) # 则 v( x , t ) I C
4+ A, 1+ A/ 4

( R
n @ [ 0, T ] ) 且 suppv( #, t ) < B2R , t I

[ 0, T ]# 另外

  vt + $2
v = �f ,   ( x , t ) I B3R @ ( 0, T ] ,

  v | t = 0 = 0,    x I B3R,

其中
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  �f = 2$F$z + 4D
2F#D

2
z + 4DF#D$z + 4Dz #D$F+ z$2F# ( 31)

而由推论 1、引理 2和式( 30) , 可得

  [ zt ] A, B
R

@ [ 0, T] + [ D
4
z ] A, B

R
@ [ 0, T] [

    [ zt ] A, B
3R

@ [ 0, T ] + [ D
4
z ] A, B

3R
@ [ 0, T ] [

    C [�f ] A, B
3R

@ [ 0, T] [

    C 6
4

k= 0

1

R
k [ D

4- k
z ] A, B

3R
@ [ 0, T] +

1

R
k+ A[ D

4- k
z ] 0, B

3R
@ [ 0, T ] # 

在上式中取 R y+ ] , 则得[ zt ] A= 0# 又因 z ( x , 0) = 0, 故在 R
n @ [ 0, T ] 中 z ( x , t ) = 0# 因

此可得在 R
n @ [ 0, T ] 中 u1 = u2# 
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Schauder Estimates for the Parabolic

Equation of the Bi-Harmonic Type

YAO Feng-ping,  ZHOU Shu- lin
( LMAM , School of Ma them atical Sciences , Peking Univ er sity ,

Beijing 100871, P . R . China )

Abstract: Global Schauder estimates for the initia-l value parabolic problem of the b-i harmonic type

were proved. The existence and uniqueness of the solutions in the suitable space were obtained. Sim-i

larly to the second-order case, a fomal expression of solutions by the Fourier transformwas obtained.

Then the regularity, uniqueness, existence of solutions using the potential theory and approximation ar-

gument were got. The approach is simple and straightforward.

Key words: b-i harmonic; parabolic; Schauder estimate; existence; uniqueness
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