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均匀自由流动的非牛顿流体中
连续表面上的磁流体动
力学流动和热传递
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摘要:  分析在平行自由流动的非牛顿黏弹性导电流体中, 连续平展表面移动时的稳态流和热传

递特性, 该流动处于横向均匀磁场作用下# 以二阶流体构建它的本构方程, 得到了速度分布和温

度断面图的数值结果# 讨论了诸如黏弹性参数、磁场参数和 Prandtl数等不同物理参数对诸种动量

和热传递特性的影响,并给出相关图示# 
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引   言

在过去几十年里,学术界对连续移动表面上稳态层状边界层流动的问题进行了深入的研

究,并在工业领域里得到了广泛的应用,例如,塑料片的空气动力学挤出成型、大型钢板在冷却

槽中的冷却过程、沿着物料搬运带的边界层、浓缩过程中沿着液膜的边界层,还有,聚合板或纤

维丝从模具中连续挤出或长的线状物在进料辊和缠绕辊之间的移动,等等# 和 Blasius流动[ 1]

不大相同, 这种流动时常被称为 Sakiadis流动, 由于 Sakiadis [ 2-3]最早展开这方面研究而命名# 

Sakiadis研究的起因是,需提前计算出施加的力,以使一块板能稳定地穿过静止的不可压牛顿

流体# 根据边界层理论, 他成功地计算出所需力的大小,精确度还很高# 从此以后, 许多作者

对此问题的方方面面都展开了研究# Crane[ 4]将 Sakiadis的研究扩展到张紧面时的情况# 随

后, Gupta等人
[ 5]
通过类似于吸入或者吹出的手法,研究了热传递和质量传递# 上述研究限制

在牛顿流体的流动# 

在流体流经连续移动表面的研究中,另一个问题引起了研究者们特别的重视,那就是被称

为非牛顿流体的流体动力学问题# 非牛顿流体是指流体不满足通常假设的应力和应变率之间

的线性关系# 工业领域里经常遇到的是非牛顿流体# 现在有许多描述非牛顿流体的模型# 可

是,这些模型或本构方程并不能描述这些非牛顿流体的所有特性,例如,法向应力差、剪切变薄
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或剪切增厚、应力弛豫、弹性效应和记忆效应,等等# 在这些模型当中, 微分型流体, 例如二阶

流体、三阶流体和四阶流体, 由于其表达的简洁和优雅, 而受到了广泛的关注# 边界值问题

( BVP)的特征控制着这些流体的流动, 流体的黏弹性提高了控制流动的微分方程的阶数, 因此

相应的边界条件不足以求解该方程# Rivlin和 Eeicksen[ 6]首先提出了特别适用的二阶流体模

型# 该模型的本构方程为:

  T = - pI + LA1+ A1A2+ A2A
2
1, ( 1)

式中 T 为 Cauchy 应力张量,由于不可压缩性的约束条件, 得到球应力-pI , L为通常的黏性系

数, A1和 A2为材料模量,即通常称为的正交应力模量,张量 A1和 A2为前面两个Rivlin-Eeicksen

张量,定义为:

  A1 = L+ L
T
, A2 =

dA1

dt
+ A1L+ L

T
A1, ( 2)

式中d/ dt为物质导数, L= ¨V# Dunn和Fosdick
[ 7]
及 Dunn和Rajagopal

[ 8]
给出了模型( 1)的历

史及其争论点# 我们这里假设的流体模型正是方程( 1)# 

如果由方程( 1)给出的流体模型与热动力学是协调一致的,则

  L \ 0, A1 \ 0, A1+ A2 = 0# ( 3)

也就是说,在所有运动意义上流体满足 Clausius-Duhern不等式,并且假设流体特定的 Helmholtz

自由能在平衡状态为最小值# Dunn和 Fosdick[ 7]证明了, 材料模量满足( 3)式时的二阶流体呈

现出令人满意的稳定性# Fosdick和 Rajagopal[ 9]放宽了 A1+ A2 = 0的条件,并指出, 如果 A1 <

0, 则流体表现出反常的特性,材料的流变性无法预测# Galdi等人[ 10]将Dunn和Fosdick[ 7]、Fos-

dick和Rajagopal[ 9]的结果扩展到 A1+ A2 X 0无边界区域# 但是我们这里仍将假设模型满足条

件( 3)# 

Fox等人[ 11]研究了幂律流体在一个运动表面上的流动# Rajagopal等人[ 12]研究了黏弹性

流体在张紧面上的流动, 并得到了具有极小黏弹性参数边界层方程的数值近似解# Troy 等

人
[ 13]
给出了具有线性伸展边界条件问题的精确解# 最近, Sadeghy 和 Sharifi

[ 14]
、Sadeghy 等

人
[ 15]
研究了在移动板上黏弹性的二阶流体# 

在前面提到的研究中, 移动表面周围为静止的流体介质, 其自由流的速度为 0# Has-

sanien[ 16]、Hady 和 Gorla[ 17]研究了在平行自由流中, 黏弹性二阶流体在连续表面上的流动和热

传递# 详细资料可以参阅文献[ 18-21] ,它们考虑了均匀自由流表面上的流动和热传递# 

本文着重研究在横向均匀磁场作用下,平行自由流连续表面上的流动和热传递# 

1  流 体分 析

考虑满足模型( 1)到模型 ( 3)的导电流体的二维稳态层状不可压流动, 在自由流速度为

�U ] 的黏弹性流体介质中,流经过一个以常数速度 �Uw 的连续移动平板,假设板和流体的移动

方向相同# 

图1表示了流动区域和坐标系# 坐标轴的原点取在板进入流体介质的开始处, y- 轴与板

正交# 一个均匀磁场 B = (0, B0, 0) 施加在 y- 轴方向上,特征长度 �L 为狭缝到缠绕辊之间的

距离,速度归一化为流动问题中的最大速度, 即参考速度 �Ur 如下(见文献[ 16] ) :

  �Ur =
�Uw,   �Uw > �U] ,

�U ] ,   �Uw < �U] # 
( 4)
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图 1  流动区域示意图

连续性方程和运动方程为:

  #̈V = 0, ( 5)

  Q
dV
dt = #̈T+ J @ B , ( 6)

式中 Q为流体的密度, J 为电流, 如果以下假设成立,

该项可简化为洛仑兹力( J @ B) :

( a) 所有物理量为常数;

( b) 磁场 B与速度 V正交,感应磁场与外加磁场相比较小;

( c) 电场忽略不计# 

当磁场雷诺数较小并且没有位移电流时,这些假设成立# 对二维稳态流,通过边界层近似将连

续方程( 5)和运动方程( 6)简化为:

  5�u
5�x +

5�v
5�y = 0, ( 7)

  Q �u 5�u
5�x + �v 5�u

5�y = L5
2
�u

5�y 2 -

    A1 �u
53�u

5�x5�y 2+ �v
53�u
5�y 3+

5�u
5�x

52�u
5�y 2 -

5�u
5�y

52�u
5�u5�y - RB2

0�u, ( 8)

其中 �u 和�v 分别表示沿 x 和y 方向的速度分量# 通过边界层近似, 温度 �T 的能量方程为:

  Qcp �u
5�T
5�x + �v

5�T
5�y = k

52�T
5�y 2 , ( 9)

其中 cp为常压力下的比热, k 为流体的导热率# 

使用无量纲变量:

  x =
�x
�L
, y =

�y
�L
, u =

�u
�Ur

, v =
�v
�Ur

, T =
�T - �T ]

�Tw - �T ]
, ( 10)

控制方程( 7) ~ 控制方程( 9)简化为:

  5 u
5x +

5 v
5y = 0, ( 11)

  u
5u
5x + v

5 u
5y =

1
Re

52
u

5 y2
-

    A u
53

u

5x5y 2 + v
53u
5y 3 +

5 u
5x

52
u

5y 2 -
5u
5y

52
u

5x5y -
�LRB

2
0

Q�Ur
u, ( 12)

  Pr u
5T
5x + v

5T
5y =

1
Re

52T
5y 2 , ( 13)

其中 Re = �Ur�L /�v、Pr = Lcp/ k、A= A1/ ( QL
2
) 分别为流体的雷诺数、Prandtl数和无量纲黏弹性

参数# 

这里以及后面的公式中去掉变量上面的横杠号# 边界条件如下给出:

  
u =

Uw

Ur
, v = 0, T = 1,   y = 0,

u y
U]

Ur
, T y 0,   y y ] # 

( 14)

在推导方程( 12)的过程中,使用了通常假设的边界层近似,由于正应力的条件与剪应力条件的

数量级同阶,从而 M和 A同为O( D2) 阶,其中 D为边界层厚度(见文献[ 16, 22] )# 

继续上面的分析# 我们定义流函数 W( x , y ) = �W/ ( �Ur�L ) , 使得u = 5W/5y 和 v = - 5 W/ 5x ,
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可验证连续性方程得到了满足# 进一步定义:

  F( x , y ) =
Re
x

#y , W( x , y ) =
U( F)
Re/ x

, H( F) = T ( x , y ) , ( 15)

将表达式( 15)代入到式( 12)和式( 13) ,得到:

  UÊ + 1
2
UUd =

K
2
( Ud2- 2UcUd- UU

iv
) + NUc, ( 16)

  Hd +
1
2
Pr UHc = 0, ( 17)

相应的边界条件为:

  
U= 0, Uc =

Uw

Ur
, H= 1,   F= 0,

Uc y
U]

Ur
, H y 0,      Fy ] ,

( 18)

其中撇号代表对 F的微分, K ( = AUr/ ( vx ) ) 代表无量纲黏弹性参数, N = L RB 2
0/ ( QUr) 表示磁

性参数# 

壁面剪应力可以用无量纲表面摩擦应力系数表示:

  C f =
�Sw
�Q�U2

r
= -

Ud(0)
xRe

# ( 19)

由Fourier原理给出的当地热通量为:

  qw( x ) = - k
5T
5y y= 0

= -
k
�L

(�T w - �T ] )
Re
x
Hc(0)# ( 20)

当地热传递系数为:

  �h( x ) =
qw( x )

(�Tw - �T ] )
# ( 21)

Nusselt数为:

  Nux =
�h( x )�L

k
= - Hc(0) Re

x

1/ 2

# ( 22)

2  数 值解

在边界条件( 18)下,通过二阶有限差分法,求解非线性方程组( 16)和( 17) # 显而易见,方

程是六阶的,但现在仅有 5个边界条件# 实际上,由于存在应力项 dA 1/ dt , 控制二阶流体方程

的阶数高于 Navier-Stokes方程# 因此, 方程的数值解无法通过任何标准积分过程得到, 经典的

解法是使用摄动技术# Beard和Walters[ 23]首先使用该技术得到了二阶流体的驻点流, 后来在

其他研究非牛顿流问题的专家中也使用了同样的技术[ 24-25]# 在大多数研究中,由于缺少一个

额外的边界条件,不得不作为奇异摄动问题来处理# 不过,由于最近对新算法的研究, 人们对

摄动解的适用性产生了严重的怀疑[ 15, 23] # 显然, 若存在额外的边界条件,就没有必要使用摄

动法# 目前有一些成功地对某些无界流动区域增加额外边界条件的尝试[ 26-27] # 在求解类似

问题时, Davis[ 28]建议, 当黏弹性参数为 0时,通过求解逼近牛顿解来获取额外的边界条件# 本

文假设, U的所有导数在F= 0处有界# 这意味着,应力和应力梯度在壁面上保持有界,在该

假设下,若取 F= 0, 通过边界条件( 18)可发现:

  UÊ (0) =
K
2
[ Ud2(0) - 2Uc(0) Ud(0) ] + NUc(0) , ( 23)
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这就是求解方程组( 16) ~ ( 18)的额外边界条件# 因为 Ud(0) 不能提前获知, 需要通过打靶法

得到 UÊ (0) 的修正值# 实际上,我们先猜测 Ud(0) 和 Hc(0) 的初始值,通过方程(23) 可以从

Ud(0) 得到 UÊ (0) 的值,这样在 F= 0处就有 6个边界条件,足够用标准算法去求解具有初值

问题的方程组( 16)和( 17)了# 本文采用四阶的 Runge-Kutta 算法求解初值问题, 通过 Broyden

的算法[ 29]改进了猜测的 Ud(0) 和 Hc(0) 的初始值,以分别满足无穷大时的边界条件,即 Uc( ] )

= 0和 H( ] ) = 0# 

为了阐述文中提出的求解算法,先引入如下变量:

  y 1 = U, y 2 = Uc, y 3 = Ud, y 4 = H# ( 24)

控制方程组( 16) ~ ( 17)可写为:

  y
c
3+

1
2
y 1y 3-

K
2
( y

2
3- 2y 2y 3- y 1y

d
3) - Ny 2 = 0, ( 25)

  y
d
4+

1
2 Pry1 y

c
4 = 0, ( 26)

  y
c
2 = y 3, ( 27)

  y
c
1 = y 2, ( 28)

边界条件( 18)变为:

  
F= 0:   y 1 = 0, y 2 =

Uw

Ur
, y 4 = 1,

Fy ] :   y2 y
U]

Ur
, y 4 y 0# 

( 29)

引入网格定义:

  Fi = ih,   i = 1, 2, 3, ,, n , ( 30)

其中 n 为一个足够大的数,对方程组( 25) ~ ( 28)的所有各项使用中心差分公式,得到如下的差

分方程:

  
y
j+ 1

3 - y
j- 1

3

2h
+

1
2
y
j
1y

j
3-

    K
2 ( y

j

3)
2
- 2y

j

2y
j

3- y
j

1

y
j+ 1
3 - 2y j

3 + y
j- 1
3

h
2 - Ny

j
2 = 0, ( 31)

  
y
j+ 1
4 - 2y j

4+ y
j- 1
4

h
2 +

1
2
Pry

j

1

y
j+ 1
4 - y

j- 1
4

2h
= 0, ( 32)

  y
j+ 1
2 = y

j
2 +

h
2
( y

j
3 + y

j+ 1
3 ) , ( 33)

  y
j+ 1
1 = y

j
1 +

h
2
( y

j
2 + y

j+ 1
2 )# ( 34)

请注意,在方程组( 25)和( 26)中,在网格点 j 处使用中心差分公式# 而在方程组(27) 和(28)

中,使用同样的方法,但中心点为 j + 1/ 2,并使用网格点 j 和j + 1处 y 的平均值# 这就保证了

离散化格式具有 O( h
2
) 的精确度# 

可以看出,式( 31)和式( 32)分别为 y 3和 y 4的3项的递推关系式# 因此,为了进行递推过

程,除了需要知道 y
( 0)
3 和 y

( 0)
4 的值外,还需要知道 y

(1)
3 和 y

(1)
4 的值# 这些值可以通过F= 0处

的Taylor级数展开得到# 找到了 y
(1)
3 和 y

(1)
4 ,就可以分别从式(33) 得到 y

(1)
2 、从式(34) 得到

y
(1)
1 # 不断重复递推计算, 直到计算出所有网点上 y1、y 2、y 3、y 4 的值# 在随后的点, y

( n)
2 和
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y
( n)
4 或者等值的 Uc( ] ) 和 H( ] ) ,与无限大处的边界条件(29) 进行比较,通过采用Broyden算

法,对猜测的 Ud(0) 和 Hc(0) 的初始值不断进行校正,调整至预期精度(比如10- 6
) ,直到满足收

敛准则为止# 最后通过调用 Richardson外插法, 使结果得到相当的改进, 算法的精度上升到

O( h
4
) 阶# 

Teipel[ 30]曾试图使用类似上面的方法, 求解二阶流体的驻点流# Ariel[ 31]修正了该算法中

的某些缺陷# 后来不少作者[ 14-15, 32-33]成功地采用了类似的方法# 

3  结果和讨论

上面阐述的技术编写成FORTRAN 90程序,并在奔腾 IV个人计算机上运行# 在程序运行

过程中,数值上无穷大的 F] 值保持不变# 需要指出的是, 当求解二阶流体的驻点流时, Garg

和Rajagopal
[ 26]
认为,对 K 值接近100时, F] 必须增加至 60# 本算法的突出特点是,对所有 K

值都是可计算的,没有必要对 K = 0、逐渐变小的 K 值、中等大的 K 值或较大的K 值作任何调

整# 
表 1 当 N = 0和 Pr = 5. 0 时 Ud(0) 和 Hc(0) 的值

K Uw U]

观测值[ 16] 本文解

Ud( 0) Hc( 0) Ud( 0) Hc( 0)

0. 0 1. 0 0. 0 - 0. 443 7 - 1. 153 63 - 0. 443 71 - 1. 153 63

 0. 0 1. 0 0. 332 06 - 0. 576 69 0. 332 06 - 0. 576 68

0. 05 1. 0 0. 0 - 0. 445 87 - 1. 153 39 - 0. 445 79 - 1. 153 38

 0. 0 1. 0 0. 322 40 - 0. 571 89 0. 322 38 - 0. 571 88

0. 1 1. 0 0. 0 - 0. 447 18 - 1. 153 14 - 0. 447 17 - 1. 153 14

 0. 0 1. 0 0. 312 74 - 0. 567 03 0. 312 73 - 0. 567 03

0. 2 1. 0 0. 0 - 0. 449 81 - 1. 152 65 - 0. 449 78 - 1. 152 64

 0. 0 1. 0 0. 293 42 - 0. 557 11 0. 293 41 - 0. 557 06

  表 2 当 K = 1. 0和 Pr = 3. 0 时 Ud( 0) 和 Hc(0) 的值

N Uw U ] Ud (0) Hc( 0) Uw U] Ud ( 0) Hc( 0)

0. 5 1. 0 0. 0 - 1. 902 10 - 0. 621 99 0. 0 1. 0 0. 045 44 - 0. 283 22

  0. 2 - 1. 878 68 - 0. 636 04 0. 2  - 0. 098 42 - 0. 416 53

  0. 4 - 1. 849 17 - 0. 651 10 0. 4  - 0. 308 69 - 0. 522 72

1. 0 1. 0 0. 0 - 2. 250 53 - 0. 568 94 0. 0 1. 0 0. 008 10 - 0. 213 97

  0. 2 - 2. 244 26 - 0. 575 75 0. 2  - 0. 216 06 - 0. 327 78

  0. 4 - 2. 236 95 - 0. 582 81 0. 4  - 0. 511 49 - 0. 426 86

1. 5 1. 0 0. 0 - 2. 526 04 - 0. 531 26 0. 0 1. 0 0. 002 28 - 0. 193 05

  0. 2 - 2. 513 35 - 0. 535 08 0. 2  - 0. 272 16 - 0. 291 87

  0. 4 - 2. 510 90 - 0. 539 29 0. 4  - 0. 622 32 - 0. 382 18

  为了了解程序运行的正确性,将 N = 0时,与 Blasius( Uw = 0, U] = 1) 和 Sakiadis( Uw =

1, U] = 0) 类型的流体进行了比较(见表1) ,并在选定的 K 值下和 Hassanien[ 16]的结果进行了

比较, 发现两者吻合得很好# 观察发现, 无论外部磁场存在(即 N X 0) (见表 2) 与否(即 N =
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0) [ 16]
, 当雷诺数、Prandt l数和速度差 | Uw - U] | 相同时, Uw > U] 时的表面摩擦和热传递参

数的结果比 Uw < U] 时的大得多# 

     图 2  当 Uw = 1, K = 1, N = 0. 3      图 3  当 Uw = 1, K = 1, N = 0. 3,

时 Uc的变化   Pr = 3 时 H的变化

   图 4  当 U ] = 1, K = 1, N = 0. 3     图 5 当 U ] = 1, K = 1, N = 0. 3,

时 Uc 的变化   Pr = 3时 H的变化

图2~ 图 5显示,当固定K、N 和Pr 值时,不同 Uw和 U] 值组合时 Uc(F) 和 H(F) 的变化# 

从图中可以看出, 在任何情况下(即 Uw > U] 和 Uw < U] ,随着 Uw和 U] 的增加, 温度下降,

该结果与文献[ 16] 中 N = 0的结果相符# 

  图 6  Uw > U ] 时不同 N 对应的 Uc       图 7 Uw > U ] , Pr = 4

时不同 N 对应的H

图 6~ 图 9显示, 当其他参数不变时, 速度和温度分布随着N 的变化# 从图中可以看出,
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  图 8 Uw < U ] 时不同 N 对应的Uc       图 9  Uw < U ] , Pr = 4 时

不同 N 对应的H

在任何情况下, 对给定的位置 F, 随着磁场参数 N 增加, Uc(F) 减少,而 H(F) 增加# 可以看

出, 在一般情况下(见表 2) , 对所有可能的 Uw 和 U] 值的组合,除 Uw = 0和 U] = 1. 0外,在

保持其它参数不变时,随着磁场参数值的增加,会使壁面摩擦参数 Ud(0) 增大,反之亦成立# 

 图 10 Uw > U ] 时不同 K 对应的Uc       图 11  Uw > U ] , Pr = 3时

不同 K 对应的H

 图 12 Uw < U ] 时不同 K 对应的Uc       图 13  Uw < U ] , Pr = 3时

不同 K 对应的H

在图 10和图 11中,当其他参数固定时,对选定的 K 值,作出无量纲速度分量 Uc和H对F

的函数图,可以看出,对 Uw > U] , 随着黏弹性参数K 的增加,速度分量 Uc(F) 减少,这是没有

预测到的# 另一方面,有趣的是当 Uw < U] 时,流动曲线(图12和图13) 与前者恰恰相反,在

1314 B#萨胡    H#G#沙尔马



这个情况下,随着 K 值的增加, Uc(F) 增加# 基于这个结果, 可总结为: 对常磁场, 当自由流速

度超过板的移动速度时, 促使板运动稳定性的力变小, 流体的弹性提高# 

4  结   论

本文研究了在均匀横向磁场作用下,流体在连续平展表面上平行自由流动时,二次黏弹性

导电流体的流动和热传递# 根据本文的研究结果表明, 这种类型的流动代表了一类新型的边

界层问题,其解实质上与有限长度平展表面上的边界层流动问题是完全不一样的# 后者的解

取决于平板和自由流之间的相对速度, 而前者(本文的研究)的解不仅取决于速度差,还取决于

速度比# 

以前工作[ 16-17]给出的结果仅限于很小黏弹性参数时的流体,本文通过有效的算法,得到

了适用于高黏弹性值和磁场参数情况下的数值解# 高粘弹性解的优点在于, 更加接近于工业

生产中真实流动过程,例如自由涂层操作# 十分有趣的是,我们发现无论是磁场存在与否,当

法向速度差、雷诺数、Prandtl数相同时, Uw > U] 时的表面摩擦和热传递参数结果比 Uw <

U] 时的大得多# 此外,值得注意的是,得到的速度分布、壁面上表面摩擦和温度场的结果是

协调一致的# 当 Uw < U] 时,去掉带有黏弹性参数的 Ud(0) 项(见表1) ,意味着在自由涂层

操作中,涂层成分的弹性属性对整个涂层过程是有利的# 
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MHD Flow and Heat Transfer From a Continuous

Surface in a Uniform Free Stream of a

Non-Newtonian Fluid

Bikash Sahoo,  H. G. Sharma

( Depa rtm ent of Mathema tics , In dian Inst itute of Technology Roorkee ,

Utta r akhand 247667, India )

Abstract: An analysis was carried out to study the steady flow and heat transfer characteristics from

a continuous flat surface moving in a parallel free stream of an electrically conducting non-Newtonian

viscoelastic fluid. The flow is subjected to a transverse uniform magnetic field. The constitutive equa-

tion of the fluid is modeled by that for a second grade fluid. Numerical results were obtained for the

distribution of velocity and temperature profiles. The efects of various physical parameters like vis-

coelastic parameter, magnetic parameter and Prandtl number on various momentum and heat transfer

characteristics are discussed in detail and shown graphically.

Key words: second grade fluid; free stream; heat transfer; magnetic field; finite diference method

1317均匀自由流动的非牛顿流体中连续表面上的磁流体动力学流动和热传递


