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摘要 :  应用平面动力系统理论研究了一类非线性 KdV方程的行波解的动力学行为# 在参数空间

的不同区域内, 给出了系统存在孤立波解, 周期波解,扭子和反扭子波解的充分条件, 并计算出所

有可能的精确行波解的参数表示# 

关  键  词:  孤立波解;  周期波解;  扭子波和反扭子波解;  光滑和非光滑周期波

中图分类号:  O175. 12    文献标识码:  A

引   言

Tzirtzilakis等人在文献[ 1-2]中建议研究/一个更具有物理意义和更符合真实结构的高阶
KdV类型的水波方程0(见文献[ 3-4] ) , 即

  ut + ux + Auux + Buxxx + A2Q1u
2
ux + AB( Q2uuxxx + Q3uxuxx ) = 0, ( 1)

其中 Qi ( i = 1, 2, 3) 是任意参数, A、B为正实常数# 

令 u ( x , t ) = <( N) , N= x - ct , 则方程( 1)可化为下列非线性行波方程:

  B(1 + AQ2<) <d+ 1
2
AB( Q3- Q2) ( <c) 2+ 1

3
A2Q1<

3
+

1
2
A<2+ (1 - c) < = 0, ( 2)

且( 2)式等价于下列二维系统

  d <
dN

= y ,
dy
dN

= -
3AB( Q3- Q2) y

2
+ 2A2Q1<

3
+ 3A<2+ 6( 1- c) <

6B(1+ AQ2<)
# ( 3)

令 Q3 = pQ2( p X 1)# 则( 3)式有如下的首次积分

  y
2
= h(1+ AQ2<)

1- p
- ( A 0- AQ2( p - 1) A 0<+ C0<

2
+ D0<

3
) / 8 , ( 4)

其中, h 是任意的常数,并且

  A 0 = 6[ Q22( p + 1) ( p + 2) ( c - 1) + Q2( p + 2) - 2Q1] ,

  C0 = 3( p - 1) pA2Q22[ ( p + 2) Q2- 2Q1] ,

  D0 = 2( p - 1) p ( p + 1) A3Q1Q
3
2, 8 = 3( p - 1) p ( p + 1) ( p + 2) A2BQ42# 
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文献[ 5]在 p < 0的情况下, 对孤立波解、周期波解、破缺波解、扭子波和反扭子波解的动

力学性质进行了研究: 当 p < 0时, 系统(3) 的相图中的平衡点以结点为主# 而当 p > 0时,系

统(3) 的相图中的平衡点只有鞍点(或退化鞍点) 或中心# 所以,在以上两种情况下,相图中的

轨线走势不一样,从而得到的解也不一样# 因此,有必要对 p > 0的情况作进一步的讨论,这

就是本文的研究目标# 

1  系统( 3)的相图的分支

系统( 3)有一条奇异直线 < = <s = - 1/ ( AQ2) , 不利于进行研究, 因此令 dN= 6B(1 +

AQ2<)dF, 则系统( 3)化为下列系统

d<
dF

= 6B(1+ AQ2<) y ,
dy
dF

= - (3AB( Q3- Q2) y
2
+ 2A2Q1<

3
+ 3A<2+ 6(1- c) <) , ( 5)

显然系统( 3)和系统( 5)具有相同的首次积分, 并且除了围绕奇异直线 <= <s= - 1/ ( AQ2) 的轨

线外,两个系统具有相同的轨线分布# 因此,利用系统(5) 的平衡点的性质和奇异直线上平衡

点的性质就可以得到系统(3) 的轨线的全局分布情况# 当 < X- 1/ ( AQ2) 时,方程( 4)可以改

写为

H ( <, y ) = (1 + AQ2<)
p- 1

[ y
2
+ (A 0- AQ2( p - 1) A 0<+ C0<

2
+ D0<

3
) / 8 ] = h, ( 6)

其中 A 0、C0、D0 前面已给出# 记

<1, 2 = (- 3 ? $1) / (4AQ1) , Y? = ? $2/ (3( p - 1) B) / ( AQ22) , ( 7)

其中 $1 = 9+ 48Q1( c - 1) , $2 = 6Q22(1 - c) + 2Q1- 3Q2# 当条件 p > 1, c > 1- 3/ (16Q1) ,

Q1 X 0成立时, $1 \ 0# 

当 Q1 X 0, $1 > 0时,系统(5) 在 <轴上有3个平衡点O(0, 0) , A 1, 2( <1, 2, 0)# 当$1 = 0时,

系统(5) 在 <轴上有两个平衡点O(0, 0) 和 A * ( <* , 0) , 其中 <* = - 3/ (4AQ1)# 当 $2 > 0,即

c < 1+ (3Q2- 2Q1) / ( Q
2
2) 时,在直线 < = - 1/ ( AQ2) 上, 有两个平衡点 S ? ( <s, Y? )# 

显然, 当 Q1 > 0时, 若 0 < 1- 3/ (16Q1) < c < 1, 则 <2 < <1 < 0; 若 c = 1, 则 <2= -

3/ (2AQ1) < 0 = <1; 若 c > 1, 则 <2 < 0 < <1# 当 Q1 < 0时, 若 1 < c < 1- 3/ (16AQ1) , 则

0 < <1 < <2;若 c = 1,则 <1 = 0 < - 3/ (2AQ1) = <2;若 c > 1时,则 <1 < 0 < <2; 当 Q1 = 0

时,系统(5) 有 2个平衡点 O(0, 0) 和 A 0( <0, 0) ,其中 <0 = (2( c - 1) ) / A, 此时,若 0 < c < 1,

则 <0 < 0; 若 c > 1,则 <0 > 0# 

记M( <i , ye ) 为系统(5) 的线性系统在平衡点( <i , y e) 的系数矩阵且其雅可比行列式为

J ( <i , y e) = detM( <i , y e )# 显然,Trace(M( <1, 2, 0) ) = 0并且

J (0, 0) = 36B(1- c) , J ( <s , Y? ) = detM( <s, Y? ) = - 36( p - 1) A
2
B
2
Q
2
2Y

2
? < 0,

J ( <1, 2, 0) = -
9B[ 4Q1+ (- 3 ? $1) Q2] [ 16Q1( c - 1) + 3 ? 2 $1- $1]

16Q22
# 

由( 6)式可得

h0 = H (0, 0) =
A 0

8
, hs = H ( <s, Y? ) = 0,

h1, 2 = H ( <1, 2, 0) =
1
8 ( A 0- AQ2( p - 1) A 0<1, 2+ C 0<

2
1, 2+ D0<

3
1, 2) (1 + AQ2<1, 2)

p- 1
,

h* = H ( <0, 0) =
1
8 ( A 0 - AQ2( p - 1) A 0<0+ C0<

2
0+ D0<

3
0) (1+ AQ2<0)

p- 1# 
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当 p = 2,即, Q3 = 2Q2时,有

H ( <, y ) = (1+ AQ2 <) y
2
+

A
1
0- AQ2A

1
0<+ C

1
0<

2
+ D

1
0<

3

72A2BQ42
=

  (1+ AQ2<) y
2
+

1
6B

(6(1 - c) <2+ 2A<3 + Q1A
2<4) +

A
1
0

72A2BQ42
= h, ( 8)

其中 A
1
0 = 6(4Q2- 2Q1+ 12Q22( c - 1) ) , C1

0 = 6A2Q22(4Q2- 2Q1) , D
1
0 = 12A3Q32# 

利用上述事实作定性分析,当 p = 2时,我们得到系统(3) 的相图分支,如图 1至图3所示# 

同样地,可得当 p > 2时, 系统( 3)的相图的分支# 

     ( a)          ( b)           ( c)            ( d)

     ( e)          ( f)           ( g)            ( h)

      ( i)         ( j)           ( k)            ( l)

      ( m)         ( n)           ( o)            ( p)
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        ( q)            ( r)              ( s)

图 1  方程(3)的相图的分支 ( Q1 > 0,Q2 > 0, c > 0)

( ( a) c = 1, < s < <2 < 0 = <1, A 0 < 0, $2 > 0; ( b) c = 1, <s < <2 < 0 = <1 , A 0 = 0, $2 > 0; ( c) c = 1,

<s < <2 < 0 = <1 , A 0 > 0, $2 > 0; (d) c = 1, < s = <2 < 0 = <1, $2 = 0; (e) c = 1, <2 < <s < 0 = <1,

$2 < 0; ( f) c = 1- 3/ (16Q1) , <s < <* < 0, $2 > 0; (g) c = 1- 3/ (16Q1) , <s = <* < 0, $2 = 0; (h) c =

1- 3/ (16Q1) , <* < <s < 0, $2 > 0; ( i) 0 < c < 1- 3/ (16Q1) , <s < 0, $2 > 0; ( j) 1- 3/ (16Q1) < c < 1,

<2 < <s < <1 < 0, $2 < 0; ( k) 1- 3/ ( 16Q1) < c < 1, <2 < <s = <1 < 0, $2 = 0; ( l) 1- 3/ ( 16Q1) < c <

1, <s < <2 < <1 < 0, h1 > 0, $2 > 0; (m) 1- 3/ (16Q1) < c < 1, <s < <2 < <1 < 0, h1 = 0, $2 > 0; ( n)

1- 3/ (16Q1 ) < c < 1, <s < <2 < <1 < 0, h1 < 0, $2 > 0; (o) c > 1, <2 < <s < 0 < <1 , $2 < 0; ( p) c >

1, <2 = <s < 0 < <1, $2 = 0; ( q) c > 1, <s < <2 < 0 < <1, A 0 > 0, $2 > 0; ( r) c > 1, <s < <2 < 0 < <1,

A 0 = 0, $2 > 0; ( s) c > 1, <s < <2 < 0 < <1 , A 0 < 0, $2 > 0)# 

在下一部分,将利用这些相思来研究方程( 1)的行波解# 

         ( a)            ( b)             ( c)

              ( d)                ( e)

图 2  方程(3)的相图的分支 ( Q1 = 0,Q2 > 0, c > 0)

( ( a) 0 < c < 1, <s < <0 < 0, $2 < 0; ( b) 0 < c < 1, <s = <0 < 0, $2 = 0; (c) 0 < c < 1, <0 < <s < 0,

$2 > 0; (d) c = 1, <s < 0 = <0, $2 < 0; ( e) c > 1, <s < 0 < <0, $2 < 0)# 

2  方程( 1)的光滑孤立波解和周期波解

本节讨论方程( 1)的光滑孤立波解,光滑周期波解和非光滑周期波解的存在性# 
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         ( a)            ( b)            ( c)

         ( d)             ( e)            ( f)

         ( g)             ( h)            ( i)

图 3  方程(3)的相图的分支 ( Q1 < 0,Q2 > 0, c > 0)

( ( a) c = 1, <s < 0 = <1 < <2, $2 < 0; (b) c = 1- 3/ (16Q1) , <s < 0 < <* , $2 < 0; ( c) c > 1- 3/ ( 16Q1) ,

<s < 0, $2 < 0; (d) 1 < c < 1- 3/ (16Q1 ) , <s < 0 < <1 < <2, h0 > h2, $2 < 0; ( e) 1 < c < 1- 3/ ( 16Q1) ,

<s < 0 < <1 < <2, h0 = h2 , $2 < 0; ( f) 1 < c < 1- 3/ (16Q1) , < s < 0 < <1 < <2 , h0 < h2, $2 < 0; ( g) 0

< c < 1, <s < <1 < 0 < <2, $2 < 0; (h) 0 < c < 1, <s = <1 < 0 < <2, $2 = 0; ( i) 0 < c < 1, <1 < <s <

0 < <2, h2 > 0, $2 > 0)# 

首先, 讨论孤立波解的存在性(其讨论方法可参见文献[ 6-12] ) # 由图 1至图 3可得到以

下的结论# 

结论 1

( � ) 满足以下的条件之一, 方程( 1)具有一个谷型的光滑孤立波解:

1* ) Q1 > 0, c = 1, A 0 < 0且 $2 > 0(见图 1( a) ) ,其代数方程对应于 H ( <, y ) = A 0/ 8 ;

2
*
) Q1 < 0, 1< c < 1- 3/ (16Q1) , h0> h2且$2< 0(见图3(d) ) ,其代数方程对应于H ( <,

y ) = h2# 

( � ) 满足以下的条件之一, 方程( 1)具有一个峰型的光滑孤立波解, 它的代数方程对应于

H ( <, y ) = A 0/ 8 :

1
*
) Q1 > 0, c = 1- 3/ (16Q1) 且 $2 > 0 (见图 1( f ) ) ;

2* ) Q1 > 0且 c > 1(见图 1) ( o) ~ ( s) ) ;此外, 如果 A 0 > 0且 $2 < 0, 方程( 1)另外有一
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个谷型的光滑孤立波解(见图 1( s) ) ;

3* ) Q1 = 0且 c > 1 (见图 2( e) ) ;

4* ) Q1 < 0, 1 < c < 1 + 3/ (16(- Q1) ) 且 h0 < h2, $2 < 0 (见图 3( f) )# 

( � ) 下列的条件之一, 方程( 1)具有一个峰型的光滑孤立波解, 它的代数方程对应于

H ( <, y ) = h1:

1* ) Q1 > 0, c = 1- 3/ (16Q1) 且 $2 > 0 (见图 1( f) ) ;

2* ) Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1且 $2 < 0 (见图 1( j) ) ;

3* ) Q1 > 0且 1- 3/ (16Q1) < c < 1 (见图 1( l) ~ ( n) ) ;此外,若 h1 < 0且 $2 > 0, 方程

( 1)有另外一个谷型的光滑孤立波解(见图 1( n) ) ;

4
*
) Q1 < 0, 0 < c < 1, $2 < 0, (见图 3( g) )# 

( � ) 若满足条件: Q1 = 0, 0 < c < 1且 $2 < 0, 则方程(1) 有一个峰型的光滑孤立波解,

它其代数方程对应于 H ( <, y ) = h* (见图 2( a) )# 

其次,讨论方程的( 1)光滑周期波解# 

结论 2

( � ) 当 Q1 > 0, c = 1, A 0 < 0且 $2 > 0时,方程(1) 有一族光滑周期波解,它的代数方程

对应于H ( <, y ) = h , h I ( h2, A 0/ 8 ) (见图 1( a) )# 

( � ) 满足下列的条件之一,方程( 1)有一族光滑周期波解,它的代数方程对应于 H ( <, y )

= h , h I ( h1, A 0/ 8 ) :

1
*
) Q1 > 0, c = 1- 3/ (16Q1) 且 $2 > 0 (见图 1( f) ) ;

2
*
) Q1 > 0且 c > 1(见图 1( o) ~ ( s) )# 此外,若 A 0 > 0且 $2 < 0,方程(1) 还有一族光

滑周期波解,它的代数方程对应于 H ( <, y ) = h, h I ( h2, A 0/ 8) (见图 1( s) ) ;

3* ) Q1 = 0且 c > 1 (见图 2( e) ) ;

4* ) Q1 < 0, 1 < c < 1 + 3/ (16(- Q1) ) , h0 < h2 且 $2 < 0 (见图 3( f) )# 

( � ) 满足下列的条件之一,方程( 1)有一族光滑周期波解,它的代数方程对应于 H ( <, y )

= h , h I ( A 0/ 8 , h1) :

1* ) Q1 > 0, c = 1- 3/ (16Q1) 且 $2 > 0 (见图 1( f) ) ;

2* ) Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1且 $2 < 0 (见图 1( j) ) ;

3
*
) Q1 > 0且1- 3/ (16Q1) < c < 1(见图1( l) ~ ( n) )# 此外, 若 h1 < 0且 $2 > 0,方程

(1) 有另外一族光滑周期波解,它的代数方程对应 H ( <, y ) = h, h I ( h2, h1) (见图 1( n) ) ;

4* ) Q1 < 0, 0 < c < 1且 $2 [ 0 (见图 3( g) ~ ( h) ) ;

5* ) Q1 > 0, c = 1- 3/ (16Q1) 且 $2 = 0 (见图 1(g) ) ;

6
*
) Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1且 $2 = 0 (见图 1( k) )# 

( � ) 若满足条件 Q1 = 0, 0 < c < 1且 $2 [ 0时,方程(1) 有一族周期波解,其代数方程对

应于 H ( <, y ) = h* , h I ( h0, h* ) (见图 2( a) ~ ( b) )# 

( � ) 当 Q1 < 0, 1 < c < 1- 3/ (16Q1) , h0 \ h2且 $2 < 0时, 方程(1) 有一族周期波解,

其代数方程对应于H ( <, y ) = h, h I ( h1, h2) (见图 3( d) ~ ( e) )# 

最后,我们讨论周期尖波存在的条件# 

结论 3

( � ) 满足下列的条件之一, 方程( 1)存在由不可数无穷多个周期波解组成的周期波解族,
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且当 h y 0时,这些周期波从光滑周期波逐渐变为周期尖波:

1* ) Q1 > 0 c = 1, A 0 < 0且 $2 > 0,它的代数方程对应于H ( <, y ) = h, h I ( h0, 0) , h0

= A 0/ 8 (见图 1( a) ) ;

2* ) Q1 > 0, c = 1, A 0 \0且 $2 > 0, 它的代数方程对应于 H ( <, y ) = h, h I ( h2, 0) (见

图1( b) ~ ( c) ) ;

3
*
) Q1 > 0, 0 < c [ 1- 3/ (16Q1) 且 $2 > 0,其代数方程对应于H ( <, y ) = h, h I ( h0,

0) (见图 1( h) ~ ( i) ) ;

4
*
) Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1, h1 \0且 $2 > 0,它的代数方程对应于H ( <, y ) = h ,

h I ( h2, 0) (见图 1( l) ~ (m) ) ;

5* ) Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1, h1 < 0且 $2 > 0,其代数方程对应于 H ( <, y ) = h , h

I ( h1, 0) (见图 1( n) ) ;

6
*
) Q1 > 0, c > 1, <s < <2 < 0 < <1, A 0 \0且 $2 > 0,它的代数方程对应于H ( <, y ) =

h , h I ( h2, 0) (见图 1( q) ~ ( r) ) ;

7* ) Q1 > 0, c > 1, <s < <2 < 0 < <1, A 0 < 0且 $2 > 0,它的代数方程对应于H ( <, y ) =

h , h I ( h0, 0) (见图 1( s) )# 

( � ) 满足下列的条件之一, 方程( 1)存在由不可数无穷多个周期波解组成的两族周期波

解族,且当 h y 0时,这些周期波的波形由光滑周期波逐渐变为周期尖波:

1* ) Q1 = 0, 0 < c < 1且 $2 > 0,其代数方程对应于H ( <, y ) = h , h I ( h* , 0) 和 h I

( h0, 0) (见图 2( c) ) ;

2* ) Q1 < 0, 0 < c < 1, h2 > 0且 $2 > 0,其代数方程对应于H ( <, y ) = h, h I ( h1, 0) 和

h I ( h0, 0) (见图 3( i) )# 

3  对应于 H ( <, y ) = 0的行波解的精确显示参数表示

本节讨论方程( 1)的光滑和非光滑孤立波解和周期波解的精确的参数表示# 

3. 1  孤立尖波解

当 Q1> 0, c = 1, <s < <2 < 0 = <1, A 0= 0 (即( p + 2) Q2 = 2Q1) 且 $2 > 0时(见图1(b) ) ,

H ( <, y ) = 0可化为( 1+ AQ2<)
(p- 1)

= 0或

  y
2
= -

D0

8
<3 = -

A
3B
<3# ( 9)

利用( 9)式, 对( 3)式的第一个方程积分,可以得到方程( 1)的如下孤立尖波解

  u( x , t ) = <( x - ct ) = -
4

[ A/ (3B) ( x - t) - 2 AQ2]
2,

2 3BQ2 < | x - t | < ] # ( 10)

3. 2  光滑孤立波解

当 Q1> 0, c = 1- 3/ (16Q1) , <s= <12< 0且$2= 0(即 Q2 = 1/ (4(1- c) ) ) 时(见图1( g) ) ,

Q2 = (4/ 3) Q1, H ( <, y ) = 0化为(1+ AQ2<)
( p- 1)

= 0或

  y
2
=

(1 + AQ2<)
2
[ 1 - AQ2( p + 1) <]

2A2BQ32( p + 1) ( p + 2)
# ( 11)

利用( 11)式,对( 3)式的第一个方程积分,得到方程( 1)的峰型光滑孤立波解的参数表示
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  u( x , t ) = <( x - ct ) = - ( p + 1) + ( p + 2) @

    sech
2
X x - 1-

3
16Q1

t ( AQ2( p + 1) )# ( 12)

其中 X = 1/ (2 2BQ2( p + 1) )# 

3. 3  光滑周期波解

3. 3. 1  当 Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1, <2 < <s = <1 < 0且 $2 = 0时(见图1(k) ) , AQ2( C0

+ A2Q22pA 0) = D0, 则H ( <, y ) = 0化为(1 + AQ2<)
(p- 1)

= 0或

  y
2
= -

D0

8
AQ2A 0

D0
-
A
2
Q
2
2pA 0

D0
<+ <

2 <+
1
AQ2

=

    
2AQ1

3B( p + 2) Q2
( <M- <) <+

1
AQ2

( <- <m) , ( 13)

其中

  <M =
A
2
Q
2
2pA 0

2D0
+

A
2
Q
2
2pA 0

2D0

2

-
AQ2A 0

D0
, <m =

A
2
Q
2
2pA 0

2D0
-

A
2
Q
2
2pA 0

2D0

2

-
AQ2A 0

D0
# 

利用( 13)式,对( 3)式的第 1个方程积分,可得到方程( 1)的光滑周期波解的参数表示

  u( x , t ) = <( x - ct ) = <M- ( <M + 1/ ( AQ2) ) sn
2
( X1( x - ct ) , k) , ( 14)

其中 X1 = ( AQ1( <M- <m) ) / ( 6B( p + 2) Q2) , k = ( <M + 1/ ( AQ2) ) / ( <M - <m)# 

3. 3. 2  当 Q1= 0, 0 < c < 1, <s = <0 < 0且 $2 = 0时(见图 2(b) ) , c = 1- 1/ (2Q2) , D0 = 0,

A 0 = - 3( p - 1) ( p + 2) Q2 < 0# 那么, H ( <, y ) = 0化为(1+ AQ2<)
( p- 1)

= 0或

  y
2
=

C0

8
(- A 0)

C0
-
AQ2( p - 1) (- A 0)

C0
<- <2 =

    1
B( p + 1) Q2

1
AQ2p

- < <+
1
AQ2

# ( 15)

利用( 15)式对( 3)式的第 1个方程积分,可得到方程( 1)的光滑的周期波解的参数表示

  u( x , t ) = <( x - ct ) = ( ( p + 1) cos( X2( x - ct ) ) - ( p - 1) ) / (2AQ2p ) , ( 16)

其中 X2 = 1/ BQ2( p + 1)# 

3. 3. 3  当 Q1 < 0, 0 < c < 1, <s = <1 < 0 < <2且 $2 = 0时(见图 3(h) ) ,方程(5) 有一条同宿

到平衡点 O( <1, 0) 的同宿轨,其代数方程为

  y
2
=

(- D0)

8
AQ2A 0

D0
-
A2Q22pA 0

D0
<+ <2 <+ 1

AQ2
=

    
2A(- Q1)

3B( p + 2) Q2
( <F - <) <+

1
AQ2

( <M- <) , ( 17)

其中

  <F =
A2Q22pA 0

2D0
+

A2Q22pA 0

2D0

2

-
AQ2A 0

D0
, <M =

A2Q22pA 0

2D0
-

A2Q22pA 0

2D0

2

-
AQ2A 0

D0
# 

利用( 17)式对( 3)式的第 1个方程积分,可得到方程( 1)的光滑的周期波解的参数表示

  u( x , t ) = <( x - ct ) =

    ( <M- <Fk
2sn2( 81( x - ct ) , k ) ) / (dn2( 8 1( x - ct ) , k ) ) , ( 18)
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其中 81 = ( A(- Q1) ( <F - <s) ) / (6B( p + 2) Q2) , k = ( <M - <s) / ( <F - <s)# 

3. 4  孤立波解和孤立尖波解的共存性

3. 4. 1  当 Q1 > 0, 1- 3/ (16Q1) < c < 1, <s < <2 < <1 < 0, h1 = 0(即 A 0- AQ2( p - 1) A 0<1

+ C0<
2
1+ D0<

3
1 = 0) 且 $2 > 0时(见图 1(m) ) ,方程(5) 有一条同宿轨和两条异宿轨连结到平

衡点 O( <1, 0) , 其代数方程为

  y
2
=

D0

8
(- A 0)

D0
-
AQ2( p - 1) (- A 0)

D0
<-

C0

D0
<2 - <3 =

    
2AQ1

3B( p + 2) Q2
( <M- <) ( <- <1)

2
, ( 19)

其中 <M = (- A 0) / ( D0<
2
1) , <1 由( 7)式确定# 

利用( 19)式对( 3)式的第 1个方程积分,当 < I ( <1, <M] 时,可以得到方程( 1)的峰型光滑

孤立波解的参数表示

  u( x - ct ) = <( x - ct ) = <1+ ( <M - <1) sech
2
( X3( x - ct ) ) , ( 20)

其中 X3 = ( AQ1( <M- <1) ) / (6BQ2( p + 2) )# 当 < I ( <s, <1) 时, 可得到方程( 1)的另外一个

谷型孤立尖波解的参数表示

  u( x - ct ) = <( x - ct ) = <1+ ( <M - <1) sech
2
[ ( X3( x - ct ) + C0) / 2] , ( 21)

其中 C0 = ln( ( <M- <s + <M- <1) / ( <M- <s - <M- <1) )# 

3. 4. 2  当 Q1 > 0, c > 1, <s < <2 < 0 < <1, A 0 = 0(即 h0= hs = 0) 且$2> 0时(见图1( r) ) ,

方程(5) 存在连结到平衡点 O(0, 0) 的一条同宿轨和两条异宿轨, 其代数方程为

  y
2
=

2AQ1
3BQ2( p + 2)

<2
3(2Q1- ( p + 2) Q2)

2AQ1Q2( p + 1)
- < =

2AQ1
3BQ2( p + 2)

<2( <M - <) , ( 22)

其中 <M = (3(2Q1- ( p + 2) Q2) ) / (2AQ1Q2( p + 1) )# 利用(22) 式对(3) 式的第 1个方程积分,

当 < I (0, <M) 时,可以得到方程( 1)的峰型光滑孤立波解的参数表示

  u( x - ct ) = <( x - ct ) = <Msech
2
( X4( x - ct ) ) , ( 23)

其中 X4 = ( AQ1<M) / (6BQ2( p + 2) )# 

当 < I ( <s, 0) 时,对应于两条异宿轨和 < = <s 的一部分, 可得到方程( 1)的谷型孤立尖波

解的参数表示

  u( x - ct ) = <( x - ct ) = <Msech
2
( ( X4( x - ct ) + D0) / 2) ) , ( 24)

其中 D0 = ln( ( <M - <s + <M ) / ( <M- <s- <M) )# 

3. 5  谷型的周期尖波解

当 Q1 > 0时,可得图 1的 9种情况,它们分别是( a)、( c)、( f)、( h)、( i)、( l)、( n)、( q)、( s)# 

曲线H ( <, y ) = 0表示系统( 3)的一条弧形异宿轨,该水平曲线定义了方程( 1)的 1个周期尖波

解# 事实上,对于以上 9种情况都有:

  y
2
=

D0

8
-

A 0

D0
+
AQ2( p - 1) A 0

D0
<-

C0

D0
<2- <3 =

    
2AQ1

3B( p + 2) Q2
( <M- <) [ ( <- b1)

2
+ a

2
1] , ( 25)

其中 b1 = - ( <M+ C0/ D0) / 2, a
2
1 = - ( <M+ 2 <MC0/ D0+ C

2
0/ D0

2
+ 4A 0/ ( <M D0) ) / 4且( <M, 0)

是曲线和 <轴的交点# 因此,我们得到方程( 1)的周期尖波解的参数表示
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  u( x , t ) = <( x - ct ) =
( A + <M) cn( 82( x - ct ) , k) - ( A - <M)

1+ cn( 8 2( x - ct ) , k )
, ( 26)

其中 0 < 82( x - ct ) < <- 1
( <s) , A

2
= ( b1 - <M)

2
+ a

2
1, k

2
= ( A - b 1+ <M) / (2A) , 82 =

(2AQ1A) / (3B( p + 2) Q2)# 

3. 6  峰型周期尖波解和谷型的周期尖波解的共存性
当 Q1 = 0, 0 < c < 1, <0 < <s < 0且 $2 > 0时(见图2( c) ) , D0 = 0,H ( <, y ) = 0可化为

(1+ AQ2<)
( p- 1)

= 0或

  y
2
=

C0

8
-

A 0

C0
+
AQ2( p - 1) A 0

C0
<- <2 =

1
B( p + 1) Q2

( <M - <) ( <- <m)# ( 27)

利用( 27)式对( 3)式的第 1个方程积分,当 < I [ <m, <s) 时,可得方程( 1)的周期尖波解的参数

表示

  u( x , t ) = <( x - ct ) = [ ( <M + <m) - ( <M- <m) cos( X2( x - ct ) ) ] / 2, ( 28)

其中 X2 = 1/ ( BQ2( p + 1) )# 当 < I ( <s, <M] 时,可得到方程( 1)的周期尖波解的参数表示

  u( x , t ) = <( x - ct ) = [ ( <M + <m) + ( <M- <m) cos( X2( x - ct ) ) ] / 2, ( 29)

其中

<M = ( p - 1) [ Q2( p + 1) ( c - 1) + 1] +

  ( p - 1) ( p + 1) [ Q2( p + 1) ( c - 1) + 1] [ Q2( p - 1) ( c - 1) - 1] / ( AQ2p ( p - 1) ) ,

  <m = ( p - 1) [ Q2( p + 1) ( c - 1) + 1] -

  ( p - 1) ( p + 1) [ Q2( p + 1) ( c - 1) + 1] [ Q2( p - 1) ( c - 1) - 1] / ( AQ2p ( p - 1) )# 

4  方程( 1)的扭子波解和反扭子波解

本节讨论方程( 1)的扭子波解和反扭子波解的存在性# 类似以第 2节,我们有如下结论成

立# 

结论 4  当 Q1 < 0, Q2 > 0, 1 < c < 1- 3/ (16Q1) , <s < 0 < <1 < <2, h0 = h2且 $2 < 0时,在

(6) 式中对应于 h = h0= h2 = A 0/ 8, 方程(1) 有一个扭子波解和一个反扭子波解# 此外,若

h I ( h1, h0) , 则方程( 1)有不可数无穷多个光滑的周期波解(见图3( e) )# 

对这些扭子波解和反扭子波解,通过椭圆函数,我们总能给出它们的显示参数表示# 由于

这些参数表示太复杂,本文不作讨论# 
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Travelling Wave Solutions for a Hight Order

Wave Equation of KdV Type
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Abstract: The theory of planar dynamical systems is used to study the dynamical behaviour of the

travelling wave solutions of a nonlinear wave equations of KdV type. In different regions of the para-

metric space, sufficient conditions to guarantee the existence of solitary wave solutions, periodic wave

solutions, kink and ant-i kink wave solutions are given. All possible exact explicit parametric repre-

sentations are obtained for these waves.

Key words: solitary wave solution; periodic wave solution; kink wave and ant-i kink wave solutions;

smooth and non-smooth periodic wave
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