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摘要:  在 Banach 空间框架下, 建立了几个关于非扩张半群显式迭代序列的强收敛定理1 所得结

果不仅推广和改进了 Shioj-i Takahashi, Suzuki, Xu 以及 Aleyner-Reich 等人的相应结果, 而且还部分肯

定地回答了 Suzuki和 Xu 提出的两个公开问题1 
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1  引言与预备知识

本文全篇假设 E是一实的 Banach空间, E
* 为 E 的对偶空间, C是E 的一非空闭凸子集,

R
+
表示非负实数集, J : E y 2

E*

是由下式定义的正规对偶映象:

  J ( x ) = f I E
*

: 3x , f 4= +x +# +f + , +x + = +f + ,   x I E 1 

我们用/ y0和/ _0分别表示强收敛和弱收敛1 
映象 T: C y C 称之为非扩张的, 如果对任意的 x , y I C 都有 +Tx - Ty + [ +x -

y +1 T 在C 中的不动点集记为F (T) = x I C : Tx = x 1 
定义 1. 1  映 C 到C 的映象族 T( t ) : t \0 称之为 C 上的一非扩张半群,如果它满足以

下诸条件:

1) 对任意的 t 1, t 2 I R
+ 和 x I C 有T( t 1+ t 2) x = T( t 1) T ( t2) x ;

2) 对任一 x I C 有T (0) x = x ;

3) 对任给 x I C, t | y T( t ) x 是连续的;

4) 对任给 t I R
+ 以及任意的 x , y I C 有 +T ( t ) x - T( t ) y + [ +x - y +1 

研究非扩张映象的一个经典方法是用一系列压缩映象来逼近非扩张映象(参见文献[ 1]和

文献[ 2] ) 1 确切地说,对给定的一点 u I C及任意给定的正数 0 < t < 1定义一压缩映象 T t :

C y C 如下

  T t x = tu + (1- t) Tx ,   x I C 1 ( 1)
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由 Banach压缩映象原理知, 对每一 Tt 在C 中都存在唯一的不动点 xt 1 通常, 即便非扩张映象

T 有一不动点,我们仍然不能断定当 t y 0时 x t的趋势及性状, 极限是否存在?极限是否就是T

的不动点? 但在 T 存在不动点的情况下, Browder
[ 1]
证得: 假如 E 是一Hilbert空间,那么 x t强收

敛于 T 在不动点集F( T) < C 中距离u 最近的一点1 Reich[ 2]把 Browder的结果推广到 Banach

空间,并证明:如果 E 是一致光滑的 Banach空间,那么 x t强收敛到T 的一不动点, 并且这个极

限确定了 C 到F(T ) 上的(唯一的)一 sunny非扩张保核收缩1 
进一步把 Browder 和Reich的结果推广到非扩张半群的情形,应是非常有趣的事1 
在文献[ 3]中, Shioj-i Takahashi在Hilbert空间引进了下面的隐迭代格式:

  x n = Anu + ( 1- An) Rt
n
( x n) ,   n \ 1, ( 2)

其中 An 是(0, 1)中的一数列, tn 是(0, ] ) 中的一正实数列1 对任意 t > 0及 x I C, Rt ( x )

是由下式给出的均值:

  Rt ( x ) =
1
tQ

t

0
T ( s) xds1 

在对数列 An 作适当的假定下, Shioj-i Takahashi[ 3]证得 x n 强收敛到F := H t \0F (T ( t ) ) 中

的一点1 

仍在Hilbert空间的框架下, Suzuki
[ 4]
首次引进如下的非扩张半群的隐迭代格式:

  x n = Anu + ( 1- An) T ( tn) ( x n) ,   n \ 11 ( 3)

在对参数序列 An 和 t n 作适当的假定下, Suzuki证得迭代序列( 3)在 Hilbert框架下的强收

敛性结果,同时他提出以下的公开问题:

公开问题( Suzuki[ 4] )  定理 1的结论是否对显迭代格式成立? 即, 对任意给定的 x 0, u I

C ,如果我们定义如下的显迭代序列 x n :

  
x0 I C,

xn+ 1 = Anu + (1- An ) T( t n) x n,   n \ 0,
( 4)

那么在对 An < (0, 1) 和 t n < (0, ] ) 加上怎样的条件就能确保 xn 强收敛于非扩张半群

T( t ) : t \ 0 : C y C 的一公共不动点?

在文献[ 5]中,Xu证明了Suzuki的结果在具弱连续的对偶映象的一致凸 Banach空间成立1 
同时,他也提出了如下的公开问题:

公开问题( Xu[ 5] )  我们尚不清楚上述结果是否对一致凸且一致光滑的 Banach 空间(比

如, L
p
, 1 < p < ] ) 仍然成立?

最近,Aleyner 和Reich[ 6]在空间 E 的框架下首次引进以下的显迭代序列

  x n+ 1 = Anu + (1- An) T( tn ) x n,   n \ 0,

其中 E 是具一致 G½teaux可微范数的自反 Banach空间,使得对 E 的每一非空有界闭凸子集关

于非扩张映象具有公共不动点性质 (注, 由文献[ 6] 知, 若 E 是一致光滑的, 则上述假设成

立)1 在对参数序列 An 和 t n 作适当的假设下, 他们证明了该序列 xn 强收敛到 Qu, 其中

Q 是映C 到F:= H t \0F (T( t ) ) 上的唯一的 sunny非扩张的保核收缩1 

受Shioj-i Takahashi[ 3] , Suzuki[ 4] , Xu[ 5]以及 Aleyner-Reich [ 6]上述工作的影响与启发, 本文的

目的旨在引进如下的非扩张半群的合成迭代序列:

  
xn+ 1 = An u + (1- An) yn,

yn = Bn x n + (1 - Bn) T( tn ) x n,
( 5)
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并分别在具一致 G½teaux 可微范数的自反 Banach空间,具弱连续的正规对偶映象的一致光滑

Banach空间和一致凸 Banach 空间框架下, 讨论该迭代序列的强收敛性问题, 其中

T( t ) : t \ 0 : C y C是一非扩张半群, u是C中任意给定的一点,数列 An < (0, 1) , Bn <
[ 0, 1] , t n < R

+ 1 本文所给出的结果不仅推广和改进了 Shioj-i Takahashi [ 3] , Suzuki[ 4] , Xu[ 5, 7]以

及Aleyner-Reich[ 6]的相应结果,而且还部分肯定地回答了 Suzuki[ 4]和Xu[ 5]提出的公开问题1 

为方便起见,我们首先回顾一些概念和结论
[ 8] 1 

称 E 的范数是 G½teaux 可微的 (或称 E 是光滑的) , 如果对任给的 x , y I U =

x I E : +x + = 1 , 极限

  lim
t y0

+x + ty + - +x +
t

( 6)

都存在1 
称 E 的范数是一致G½teaux可微的,如果对任给的 y I U,极限(6) 对所有的 x I U一致

存在1 
称 Banach空间 E 是一致光滑的,如果极限(6) 对所有( x , y ) I U @ U一致存在1 
称 Banach空间 E是一致凸的,如果对任给的 : I (0, 2] ,存在相应的 D( : ) > 0使得: +x +

[ 1, +y + [ 1及 +x - y + \ : 时, 就有 +x + y + [ 2(1- D( : ) ) ,其中 D: [ 0, 2] y [ 0, 1]

是由下式

  D( : ) = inf 1 -
+x + y +

2
: +x + [ 1, +y + [ 1, +x - y + \ : ,

定义的 E 的凸性模1 

命题 1. 1( Barbu [ 9] 14)  ( � ) Banach空间 E 是一致光滑的,当且仅当正规对偶映象 J 是单

值的,且在 E 的任意有界子集上由E 的范数到E
* 的范数是一致连续的1 

( � ) 如果 E的范数是G½teaux可微的,则正规对偶映象 J 是单值的及强-弱* 连续的 1 如

果 E 范数是一致 G½teaux 可微的,则正规对偶映象 J 是单值的且在E 的任意有界子集上是强-

弱* 一致连续的1 
( � ) 每一个一致凸的 Banach空间是自反的1 
假设 C 和D 是 Banach空间 E 的两个非空子集,其中 C 是非空闭凸的,且 D < C,则称映

象 Q: C y D 是 sunny 的(见文献[ 10-11] ) ,如果对所有 x I C 和t \0只要 x + t( x - Q( x ) )

I C 就有Q( x + t( x - Q( x ) ) ) = Q( x )1 
一 sunny 非扩张保核收缩就是一 sunny保核收缩的非扩张映象1 sunny 非扩张保核收缩,

在我们下文的论证中起着非常重要的作用1 
以下命题给出了 sunny 非扩张保核收缩的特征性1 

命题 1. 2
[ 10- 11]  设 E是一致光滑的 Banach空间,则 Q: C y D 是一 sunny非扩张保核收缩

收缩当且仅当以下的不等式成立:

  3x - Qx , J ( y - Qx ) 4 [ 0,   Px I C 和 y I D 1 

Reich
[ 2]
证明:如果 E 是一致光滑的, D 是由C 映到C中的一非扩张映象的不动点集,则存

在一由 C 映到D 上的非扩张收缩映象,具有以下性质:

命题 1. 3[ 2]  设 E是一致光滑的 Banach空间, T : C y C是一具有不动点的非扩张映象 1 
对任意给定的 u I C及 t I (0, 1) ,当 t y 0时压缩映象 T t : = tu + (1- t) T 的唯一不动点x t

I C 强收敛于T 的一不动点 1 又设 Qu = s - limt y 0x t ,则此式定义了一映象 Q: C y F (T) ,
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而且, Q 是由C 到F (T) 上的唯一的 sunny 非扩张的保核收缩,即, Q 满足下面的不等式:

  3u - Qu, J ( z - Qu) 4 [ 0,   u I C; z I F (T) 1 

根据 Browder[ 12] ,一 Banach空间 E 称为具有弱连续的正规对偶映象J : E y 2E
*

,如果 J 是

单值的和弱- 弱* 序列连续的 (即, 若 xn 是 E 中之一弱收敛于点 x * 的序列, 则序列

J ( xn ) 必弱* 收敛于 J ( x * ) )1 

下面的引理在证明本文主要结果时是必需的1 

引理 1. 1(半闭原理) [ 13]  设 E 是一致凸的 Banach空间, C 是E 的一闭凸子集, T : C y C

是有不动点的一非扩张映象 1 若 x n _ x I C 以及( xn - Tx n) y y , 那么( x - Tx ) = y 1 特

别,若 y = 0, 则 x 是T 的一个不动点1 

引理 1. 2[ 14]  设 an , bn , cn 为 3个非负实数列, 满足:

  an+ 1 [ (1- Kn) an + bn + cn,   P n \ n0,

其中 n0是某非负整数, Kn I (0, 1) , 6
]

n= 1
Kn = ] , bn = o( Kn ) 且 6

]

n= 1
cn < ] 1 则 an y 01 

引理 1. 3[ 15]  设 E是任一实Banach空间, E
* 是 E的对偶空间, J : E y 2E

*

是正规对偶映

象,则对任给 x , y I E 我们有

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y ) 4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) ;

  +x + y +2 \ +x +2
+ 23y , j ( x )4,     P j ( x ) I J ( x )1 

2  一致凸 Banach空间中的收敛定理

引理 2. 1( Xu[ 5, 命题3. 2] )  设 E是具弱连续的正规对偶映象J的一致凸的 Banach空间, C是

E 的一闭凸子集, T ( t ) : t \ 0 是 C上的一非扩张半群,且其不动点集F := H t \0F(T ( t ) ) X

ª1 则存在如下构造的由 C 到F 上的唯一的 sunny非扩张保核收缩 Q:

记 xt 为如下方程的唯一不动点:

  x t =
1
t
u + 1 -

1
t
Rt ( x t ) ,   t > 1, ( 7)

其中 Rt ( x t ) =
1
tQ

t

0
T ( s) xtds1 则极限 Q( u) := s - limt y ] xt存在, 而且定义了一个由 C 到F

上的 sunny 非扩张的保核收缩1 

定理 2. 1  设 E 是具弱连续的正规对偶映象J 的一致凸的实 Banach空间, C 是 E 的一非

空闭凸集, T ( t ) : t \ 0 : C y C 是一非扩张半群且其不动点集 F := Ht \0F(T( t ) ) X ª1 设
An < (0, 1) , Bn < [ 0, 1] 及 tn < R

+ 为 3个实数列,满足以下条件:

( � ) An y 0 ( n y ] ) ; 6
]

n= 0
An = ] ; 存在某常数 a I ( 0, 1) , 对一切 n \ 0有 Bn I

[ 0, a) ;

( � ) 6
]

n= 0 | An+ 1- An | < ] ; 6
]

n= 0 | Bn+ 1- Bn | < ] ;

( � ) 0 [ t 0 < t1 < t2 < , < tn < ,, limn y ] tn = ] ;

( � ) 对给定的 f I F, u, x 0 I C,

  6
]

n= 0

sup
D

+T ( s) T( tn ) x - T ( tn ) x + < ] 对所有 s I R
+ 一致成立,

其中
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  D = x I C : +x - f + [ max( +x 0- f +, +u - f +) 1 

则由( 5)式给出的序列 xn 强收敛于Qu,这里 Q是映C 到F 上的唯一的 suuny 非扩张保核收

缩1 

注  这里应该指出,定理 2. 1中的条件( � ) (以及后面的定理 3. 1 和 3. 2 中的条件( � ) )成立的例子, 参

见Aleyner 和 Reich 的文献[ 6] 2981 

证  定理 2. 1的证明分 6步:

第1步  对任意给定的 f I F, 首先我们证明

  +xn - f + [ max +x 0- f +, + u - f + ,对一切 n \ 01 
事实上,用数学归纳法可证:

当 n = 0时结论显然成立 1 假设当 n \ 0时这个结论成立,现我们来证明这个结论在 n

+ 1时也成立 1 事实上,对给定 f I F ,由 T( t n) 的非扩张性, 我们有

  +yn - f + [ Bn +xn - f + + (1- Bn) +T( t n) xn - f + [ +x n - f + , ( 8)

从而

  +xn+ 1- f + = +Anu + (1 - An ) y n - f + [

    An +u - f + + (1- An) +y n - f + [

    An +u - f + + (1- An) +x n - f + [

    An +u - f + + (1- An)max +x 0- f + , +u - f + [

    max +x 0- f + , +u - f + 1 ( 9)

这就意味着 x n 有界,从而 yn 也有界1 因而由条件( � )有

  +xn+ 1- y n + = An +u - yn + y 0   ( n y ] )1 ( 10)

第2步  现在证明 +x n+ 1- xn + y 0 ( n y ] )1 
事实上,由( 5)式有

  +xn+ 1- x n + [ (1 - An) +yn - y n- 1 + + | An - An- 1 | +u - y n- 1 +1 ( 11)

再由( 5)式有

  y n - yn- 1 = ( 1- Bn ) ( T ( tn) xn - T( t n- 1) xn- 1) + Bn( xn - x n- 1) +

    ( Bn - Bn- 1) ( xn- 1- T ( tn- 1) x n- 1) ,

从而我们有

  +yn - y n- 1 + [ (1 - Bn ) +T ( tn ) x n - T( tn- 1) x n- 1+ + Bn +xn - xn- 1 + +

    | Bn - Bn- 1 | +xn- 1- T( t n- 1) xn- 1 +1 ( 12)

现考虑( 12)式右边第 1项,我们有

  +T( tn ) x n - T ( tn- 1) x n- 1 + [
    +T( t n) xn - T( t n) x n- 1 ++ +T( t n) x n- 1- T( t n- 1) x n- 1+ [

    +x n - x n- 1 ++ +T( t n) x n- 1- T( t n- 1) xn- 1 + =

    +x n - x n- 1 ++ +T( t n - tn- 1) T ( tn- 1) x n- 1- T ( tn- 1) xn- 1 + [

    +x n - x n- 1 ++ sup
x I D

+T( t n - tn- 1) T ( tn- 1) x - T( t n- 1) x +1 

因此就有

  +yn - y n- 1 + [

    ( 1- Bn ) +xn - x n- 1 + + sup
x I D

+T( tn - tn- 1) T( tn- 1) x - T ( tn- 1) x + +
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    Bn +x n - x n- 1 ++ +xn- 1- T ( tn- 1) x n- 1+ | Bn - Bn- 1 | =

    +x n - x n- 1 ++ sup
x I D

+T( t n - tn- 1) T ( tn- 1) x - T( t n- 1) x + +

    | Bn - Bn- 1 | M1, ( 13)

其中

  M 1 = sup
n \0

+u - y n + , +xn - T( tn ) x n + 1 

将( 13)式代入( 11)式则有

  +xn+ 1- x n + [

    ( 1- An) +x n - x n- 1 ++ sup
x I D

+T( t n - tn- 1) T ( tn- 1) x - T( t n- 1) x + +

    | Bn - Bn- 1 | M 1 + | An - An- 1 | +u - yn- 1 + [

    ( 1- An) +xn - x n- 1+ + sup
x I D

+T( t n - tn- 1) T ( tn- 1) x - T ( tn- 1) x + +

    | An - An- 1 | + | Bn - Bn- 1 | M11 ( 14)

在引理1. 2中取 an = +x n - xn- 1 +, Kn = An, bn = 0以及 cn = sup
x I D

+T ( tn - t n- 1) T( tn- 1) x -

T( tn- 1) x + + | An - An- 1 | + | Bn - Bn- 1 | M1, 由条件( � ) ~ ( � ) ,我们知引理 1. 2的所有

条件都已满足1 于是由引理 1. 2的结论有

  +xn+ 1- x n + y 0   ( n y ] )1 ( 15)

第3步  接着我们证明 +x n - T ( tn ) xn + y 0( n y ] ) 1 
事实上,令

  M = +f + + max +x 0- f + , +u - f + ,

则对任意的 n \ 0及给定的 f I F 我们有

  
+x n + [ M ,

+T( t n) xn + [ +T ( tn) xn - f ++ +f + [ +x n - f + + +f + [ M1 
( 16)

由( 5)式有

  +yn - T( t n) x n + = Bn +x n - T ( tn ) xn +,

所以我们有

  +xn - T( t n) x n + [ +x n - x n+ 1 + + +xn+ 1 - yn + + +yn - T( t n) x n + =

    +x n - x n+ 1 ++ +xn+ 1- y n + + Bn +xn - T( tn ) x n +1 

化简上式并注意到( 10)式、( 15)式及条件( � ) , 我们有

  (1 - a) +x n - T ( tn) xn + [ (1- Bn) +x n - T ( tn) xn + [

    +x n - x n+ 1 ++ +xn+ 1- y n + y 0   ( n y ] )1 

这就意味着

  +xn - T( t n) x n + y 0   ( n y ] )1 ( 17)

从而有

  +xn+ 1- T ( tn) xn + [ +xn+ 1- x n + + +x n - T ( tn ) x n + y 0   ( n y 0)1 ( 18)

第4步  接下来我们证明 T ( s) xn - xn y 0 ( n y ] ) 一致地对所有 s I R
+ 成立1 

事实上,由( 17)式以及条件( � )有

  +T( s ) x n - x n + [ +T( s ) x n - T ( s) T( t n) x n + +

    +T( s) T ( tn) xn - T( t n) xn ++ +T( tn ) x n - x n + [

    2+x n - T( t n) xn ++ sup
x I D

+T( s ) T ( tn) x - T ( tn) x + y 0   ( n y ] ) ( 19)
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一致地对所有 s I R
+ 成立1 

由于 E 是一致凸的, 由命题 1. 1, E 是自反的 1 又因为 x n 有界, 所以存在子列 x n
i <

x n 使 xn
i
_ p I C , 从而(由( 19)式)

  +T( s ) x n
i
- xn

i
+ y 0   ( ni y ] ) 1 

由引理1. 1(半闭原理)知, p = T ( s ) p 对任给 s I R
+ 都成立1 因此

  p I F:= H
t \0

F (T( t ) )1 ( 20)

另一方面,由引理 2. 1知, ( 7)式给出的序列 x t 强收敛于Q( u) I F ,其中 Q是由C 映到F 上

的唯一的 sunny 非扩张保核收缩1 
第5步  现在我们证明

  lim sup
n y ]

3u - Qu, J ( x n - Qu)4 [ 01 

事实上,由第 1步我们可知,序列 3u - Qu, J ( xn - Qu) 4 是有界的,所以

  lim supny ] 3u - Qu, J ( x n - Qu) 4

存在1 因此我们可以假定存在一子列 x n
j < x n 使得

  lim sup
n y ]

3u - Qu, J ( x n - Qu)4 = lim
j y ]

3u - Qu, J ( x n
j
- Qu )4, ( 21)

并且 xn
j
_ q1 利用第4步证明中的同样方法,可以证得 q I F1 因为 Q( u) 是由 C映到F 上

的唯一的 sunny 非扩张保核收缩1 又由假设条件: 正规对偶映象 J 是弱连续的,所以由( 21)式

有

  lim sup
n y ]

3u - Qu, J ( x n - Qu)4 = 3u - Qu, J ( q - Qu) 4 [ 0, ( 22)

这就证明了断言1 

第6步  最后我们证明 xn y Q( u) ( n y ] ) 1 
事实上,由引理 1. 3和( 8)式我们有

  +xn+ 1- Q( u) +2
= +(1 - An ) ( yn - Q( u) ) + An( u - Q( u) ) +2 [

    ( 1- An)
2 +y n - Q( u) +2

+ 2An3u - Q( u ) , J ( x n+ 1 - Q( u) ) 4 [

    ( 1- An) +xn - Q( u ) +2
+ 2An3u - Q( u) , J ( x n+ 1- Q( u ) )41 ( 23)

令

  Cn = max 3u - Q( u) , J ( xn+ 1- Q( u) ) 4, 0 , ( 24)

我们知 Cn \ 0, P n \ 01 
现证

  Cn y 0   ( n y ] )1 ( 25)

事实上,由( 22)式知,对任意给定的 E> 0,存在一非负整数 n0使

  3u - Qu, J ( x n - Qu) 4< E,   Pn \ n01 
从而有

  0 [ Cn < E,   P n \ n01 
由 E> 0的任意性知 Cn y 0( n y ] )1 

重写( 23)式如下:

  +xn+ 1- Q( u) +2 [ (1- An) +x n - Q( u) +2
+ 2AnCn,   Pn \ n01 

在引理1. 2中取 an = +xn - Q( u ) +2
, Kn = An , bn = 2AnCn 以及 cn = 0,我们知 Kn I (0, 1) ,
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6
]

n= 0Kn = ] 以及 bn = o( Kn )1 因而引理 1. 2所有条件皆满足, 由引理 1. 2, 则有 +xn -

Q( u) + y 0,即, xn y Q( u) I F:= H t I R
+ F(T ( t ) ) 1 

这就完成了定理 2. 1的证明1 

3  自反 Banach空间中的收敛定理

定义 3. 1  记 l
] 为所有有界序列 a = ( a1, a2, ,) 构成的一实 Banach 空间, 其范数为

+a + = supn | an | 1 设 L是 l
] 上的一有界连续泛函,称 L为 Banach极限,如果它满足以下

诸条件:

( a) 若 an \ 0, n = 1, 2, ,,则 L( a) \ 0;

( b) L( an ) = L( an+ 1 ) 且 +L+ = L(1) = 11 
定理 3. 1  设 E 为具一致G½teaux可微的范数的自反的实 Banach空间, 且 E 的任一非空

有界闭凸子集对非扩张映象有公共不动点性质(注, 若 E 是一致光滑的, 则上述所有假设即

可成为现实) , C 是E 的一非空闭凸子集, T ( t ) : t \ 0 : C y C 是一非扩张半群, 且其不动

点集 F := H t \0F (T ( t ) ) X ª1 设 An < (0, 1) , Bn < [ 0, 1] 和 tn < R
+ 是3实数列,满足

以下诸条件:

( � ) An y 0 ( n y ] ) ; 6
]

n= 0

An = ] ; 存在常数 a I (0, 1) 使对所有 n \0有 Bn I [ 0, a) ;

  ( � ) 6
]

n= 0
| An+ 1- An | < ] ; 6

]

n= 0
| Bn+ 1- Bn | < ] ;

( � ) 0 [ t 0 < t1 < t2 < , < tn < ,, limn y ] tn = ] ;

( � ) 对给定的 f I F, u, x 0 I C,

  6
]

n= 0
sup

D
+T ( s) T( tn ) x - T ( tn ) x + < ] 一致地对所有 s I R

+ 成立,

其中

  D = x I C : +x - f + [ max( +x 0- f +, +u - f +) 1 

则( 5)式给出的序列 x n 强收敛于Qu,其中 Q 是由C 映到F 上的唯一的 sunny非扩张保核收

缩, Q( u) = s - limt y0z t 其中z t 是下面的方程的唯一解:

  z t = Atu + (1- At ) T ( t ) z t ,   t I (0, ] ) ,

其中 At t I ( 0, ] ) < (0, 1) 使 limt y ] At = 01 
我们需要以下引理来证明定理 3. 1的结论1 

引理 3. 1(Aleyner-Reich[ 6] )  若定理3. 1的条件满足, 则存在由 C映到F上的唯一的 sunny

非扩张保核收缩 Q, 其构造如下:

记 zt 为以下方程的唯一不动点:

  z t = Atu + (1- At ) T ( t ) z t ,   t I (0, ] ) , ( 26)

其中 At t I (0, ] ) < (0, 1) 使 limt y ] At = 01 则极限 Q( u) := s - limt y ] z t存在,并且确定了由

C 映到F 上的唯一的 sunny非扩张保核收缩 Q1 

引理 3. 2( Aleyner-Reich[ 6, 命题2. 2] )  设 C是一实数, 设 a = ( a1, a2, ,) 是 l
] 中的一点,满

足 L( a) [ C对所有的Banach极限 L,且 lim supn y ] ( an+ 1- an ) [ 01 则 lim supn y ] an [ C1 
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定理 3. 1的证明  用证明( 9)、( 15)、( 17)式和( 19)式的相同方法,同样可以证明这些关系

式在这里也成立1 因此为了证明定理 3. 1,我们只须证明下面的不等式成立:

  lim sup
n y ]

3u - Q( u) , J ( x n - Q( u) ) 4 [ 01 ( 27)

事实上,由( 26)式知

  (1 - As ) ( x n - T ( s) zs) = ( xn - zs ) - As( xn - u) ,   s I (0, ] ) 1 
由引理1. 3,我们有

  (1 - As )
2 +xn - T( s ) zs +2

= +x n - z s - As( xn - u) +2 \

    +x n - z s +2
- 2As3xn - u , J ( xn - zs )4 =

    +x n - z s +2
- 2As3xn - zs + zs - u, J ( xn - zs )4 =

    +x n - z s +2
- 2As +xn - zs +2

- 2As3z s - u, J ( x n - zs) 4=

    ( 1- 2As ) +xn - zs +2
+ 2As3u - z s, J ( x n - z s) 41 ( 28)

由( 19)式: +T ( s) xn - xn + y 0( n y ] ) 一致地对所有 s I (0, ] ) 成立,于是有

  L( +xn - T( s ) z s + ) = L( +x n - T ( s) xn + T( s ) x n - T ( s) zs + ) =

    L( +T( s ) x n - T ( s) zs + ) [ L( +xn - zs + ) 1 ( 29)

因而由( 28)式和( 29)式知, 对任一 n \ 0有

  (1 - As )
2 L( +xn - zs + ) \ ( 1- As )

2L( +x n - T ( s) zs +2
) \

    ( 1- 2As ) L( +xn - zs +2
) + 2As L( 3u - z s, J ( x n - z s) 4 )1 ( 30)

由这些不等式则有

  
As

2
L( +x n - z s + ) \ L( 3u - z s, J ( x n - z s) 4 )1 ( 31)

由于

  3u - zs, J ( x n - zs) 4- 3u - Qu, J ( x n - Qu)4 =

    3u - zs - ( u - Qu) , J ( x n - z s) 4- 3u - Qu, J ( xn - Qu) - J ( xn - zs )4, ( 32)

再由 E 具有一致 G½teaux可微的范数,以及(由引理 3. 1) zs y Qu( s y ] ) , 从而在(31) 式中令

s y ] 就有
  0 \ L( 3u - Qu , J ( xn - Qu) 4 ) 1 ( 33)

另一方面,由( 15)式有

  l im
n y ]

| 3u - Qu, J ( xn+ 1- Qu )4- 3u - Qu, J ( x n - Qu) 4 | = 01 ( 34)

因而由引理3. 2我们有

  lim sup
n y ]

3u - Qu, J ( x n - Qu)4 [ 0,

这就证明了断言1 进一步,用证明( 23)式同样的方法同样可证 x n y Qu ( n y ] ) 1 
这就完成了定理 3. 1的证明1 

由定理3. 1我们立刻得到如下定理:

定理 3. 2  设 E 是一致光滑的Banach空间, C是E 的一非空闭凸子集, T ( t ) : t I R : C

y C 是一非扩张半群,且其不动点集 F := H t \0F (T( t ) ) X ª1 设 An < (0, 1) , Bn < [ 0,

1] 和 tn < R
+ 是 3实数列, 满足以下诸条件:

( � ) An y 0 ( n y ] ) ; 6
]

n= 0

An = ] ; 存在常数 a I (0, 1) 使对所有 n \0有 Bn I [ 0, a) ;
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( � ) 6
]

n= 0

| An+ 1- An | < ] ; 6
]

n= 0

| Bn+ 1- Bn | < ] ;

( � ) 0 [ t 0 < t1 < t2 < , < tn < ,, limn y ] tn = ] ;

( � ) 对给定的 f I F, u, x 0 I C

  6
]

n= 0

sup
D

+T ( s) T( tn ) x - T ( tn ) x + < ] 一致地对所有 s I R
+ 成立,

其中

  D = x I C : +x - f + [ max( +x 0- f +, +u - f +) 1 

则( 5)式给出的序列 x n 强收敛于Qu,其中 Q 是由C 映到F 上的唯一的 sunny非扩张保核收

缩, Q( u) = s - limt y0z t ,其中 zt 是以下方程的唯一解:

  z t = Atu + (1- At ) T ( t ) z t ,   t I (0, ] ) ,

其中 At t I ( 0, ] ) < (0, 1) 使 limt y ] At = 01 
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Abstract: Some strong convergence theorems of explicit composite iteration scheme for nonexpansive

sem-i groups in the framework of Banach spaces are established. The results not only extend and im-

prove the corresponding results of Shioj-i Takahashi, Suzuki, Xu and Aleyner-Reich, but also give a par-

tially affirmative answer to the open questions raised by Suzuki and Xu.
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