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压电体光滑接触界面有局部分离时
的滑移脉冲波传播

X

白玉柱,  汪越胜,  于桂兰

(北京交通大学 土木建筑工程学院,北京 100044)

(王彪推荐)

摘要 :  应用关于压电材料的 Stroh 方法以及 Fourier分析和奇异积分方程技术,研究了压电体光滑

接触界面有局部分离时的滑移脉冲波传播问题,分析了其存在的判据1 压电体由单向压应力作用

而光滑接触并处于一定强度的电场中1 待求问题最终转化为含 Cauchy核的奇异积分方程组, 并给

出其解析解1 数值计算结果表明:光滑接触界面上有局部分离的滑移脉冲波普遍存在, 且界面法

向面力和法向电位移在局部分离区两端有奇异性; 对某些特殊的材料组合, 外载荷不影响滑移脉

冲波的存在性1 
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引   言

自1880年居里兄弟发现压电材料的力电耦合现象以来, 压电材料被广泛应用于各种智能

器件中,如致动器、传感器和换能器等1 工程实际中以压电材料为核心的智能结构或元件总是
与其他材料组合在一起, 因此, 界面是其重要组成部分, 且界面的存在必然影响材料和结构本

身的力学和电学行为1 另外, 由压电材料制成的结构或元件常用于传导波或振动1 所以关于
波与压电结构中界面相互作用问题的研究十分重要1 

压电介质的波动问题从 60、70年代便得到广泛研究, 不同时期获得的一些主要研究成果

在国内外专家学者编著的有关书籍中都有总结[ 1-3] 1 尤其是Nayfeh的专著[ 4] 涉及了许多关于

层状压电材料中波动问题的研究结果1 然而这些研究中的界面均假设为牢固粘接模型, 这为

数学处理带来许多方便1 但实际存在的一些界面不能简化为这种模型,如接触界面,它在波动

作用下可发生相对滑移甚至分离, 并导致问题的非线性1 接触界面广泛存在于各种材料和结
构中, 在压电结构中也是如此, 如压电层合结构脱层后的界面;传感器或驱动器与结构间的接

触界面,特别是靠摩擦接触传动的超声电机中的定子(由压电材料制成)与转子间的接触界面

等等1 有关各向同性纯弹性介质中弹性波与接触界面的相互作用问题已获得许多结果, 包括

界面波问题
[ 5- 6]
等, 详细的综述见文献[ 7] 1 近几年关于各向异性纯弹性介质中接触界面的波
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传播问题也获得若干结果[ 8- 10] ,其中文献[ 9]分析了光滑接触界面有局部分离时的滑移脉冲波

的传播1 至今关于压电介质中接触面的波传播特性尚缺乏研究1 Alshits[ 11]和 Darinskii[ 12] 在不

考虑有局部分离的情况分析了光滑接触界面的波动问题, 这是一个线性问题1 本文将考查存
在局部分离时的滑移界面波问题1 该问题本质上是一个非线性问题,其研究对工程实际具有

重大意义1 

1  问题描述及求解

1. 1  问题描述
光滑接触的压电半空间承受如图 1所示的压力 p 0 和外部电场 D0 的作用 1 界面法向量

n,脉冲波沿界面 m方向传播 1 当脉冲的强度足够大或外力 p 0不够大时, 界面将产生局部分

离, 且其范围和位置事先未知, 因此该问题具有边界非线性特性[ 7- 9] 1 并导致高频谐波的产

生1 于是界面力、界面法向电位移、位移及电势场可写成如下Fourier积分的形式[ 5] :

图 1  两半无限大压电体在光滑接触界面上
存在局部分离和光滑接触区的示意图

  U
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其中:上标( 1)、( 2)分别表示上下压电半空间; / * 0表示共轭; nc= ( n, 0)
T
, n = (0, 1, 0) , oc=

(0, 0, 0, 1) T
, m = (1, 0, 0) ; i = - 1为虚数单位; k 为波数; x 为相对于坐标 m, n, t 的位置

矢量; G= k ( m#x - vt) , v为波速, 且 v < v̂[ v̂ = min( v̂ ( 1)
, v̂

(2)
) ] ,其中 v̂

(1) 和 v̂
(2) 为上下压电

体的极限波速[ 13] 1 U= ( u
T
, U)T 和 T = ( ST

, Dn)
T
,其中 u = ( um, un , ut )

T 为位移矢量, U为

电势标量; S = n#R为界面上的面力, Dn = n#D 为界面上的法向电位移分量 1 A
(1)
( s ) 和

A
(2)*

( s) 为包含3个位移极化分量和一个电势分量的极化矢量; L
(1)
( s )和 L

(2)*
( s) 为为包含

应力和法向电位移的极化矢量 1 利用表面阻抗张量[ 13]
Z1 和 Z2, A

( 1)
( s )、A

(2) *
( s ) 与

L
(1)
( s )、L

(2)*
( s) 的关系分别写为:

  L
(1)
( s) = - iZ1A

(1)
( s) , L

(2)*
( s) = iZ2A

( 2)*
( s) 1 ( 5)

界面上的边界条件如下[ 9] :

1) 沿整个界面,界面力、界面法向电位移连续;由于光滑接触,所以剪力应为0, 即:

  
mc#T(1)

= mc#T( 2)
= 0, nc#T( 1)

= nc#T(2)
,

tc#T(1)
= tc#T(2)

= 0, oc#T( 1)
= oc#T( 2)

,
( 6)
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其中: n#x = 0, tc = mc @ nc, mc= ( m, 0) T
, tc = ( t , 0) T

, t = (0, 0, 1) 1 

2) 在局部分离区,界面法向面力 N( G) = nc#T( 1)
= nc#T(2) 为 0,张开位移 g( G) = nc#

( U
(1)
- U

( 2)
) | n#x= 0为正值,即:

  N ( G) = 0, g( G) > 01 ( 7)

局部分离区内采用非导通电学边界条件,即法向电位移 D( G) = D
(1)
n = D

(1)
n = 0;通过局部分

离区时电势存在跃变,即 $U( G) = ( U
(1)
- U

( 2)
) | n#x= 0 X 0, 所以有

  D ( G) = 0, $U( G) X 01 ( 8)

3) 在光滑接触区张开位移 g ( G) 和电势跃变 $U( G) 为 0, 且法向面力为负,即:

  N ( G) < 0, g( G) = 0, $U( G) = 01 ( 9)

为计算方便,引入弱条件:

  d
dG

[ g ( G) ] = 0,
d

dG
[ $U( G) ] = 0, ( 10)

代替 g( G) = 0和 $U( G) = 01 
1. 2  对偶积分方程组的获得

由式( 3)、式( 4)和边界条件( 6)得:

  
s \ 0   L

(1)
( s) = L

(2)*
( s)

s [ 0   L
(1)*

( s) = L
(2)
( s)

=
$

sgn( s) #( s) ( 11)

其中 sgn( #)为符号函数1 #( s) 为未知复矢量,可记为:

  #( s ) = # m( s) nc+ # e ( s) oc, ( 12)

式中 # m( s ) 和 # e ( s) 为待定复数1 引入列矩阵:

  
N( G) = (N ( G) , D( G) ) T

, P0 = ( p 0, - D0)
T
,

# ( s) = ( #
m
( s ) , #

e
( s ) )

T
, G( G) = ( g( G) , $U( G) )

T
,

( 13)

利用表面阻抗 Z 可得A
( j )
( s ) , A

( j )*
( s) 和 L

( j )
( s) , L

( j )*
( s) 的关系

[ 9] , [ 13]

  A
( j )
( s) = sgn( s ) i( Zj )

- 1
nd# #( s) , A

( j )*
( s) = - sgn( s) i( Z

*
j )

- 1
nd## ( s) , ( 14)

式中: nd = ( nc, oc) 为 4 @ 2阶矩阵1 由上式和式( 1)、式( 2)和式( 14)得分离区内电势和位移

的跃变:

  G( G) = iQ
+ ]

0
( nd) T

( Z
- 1
1 + ( Z

*
2 )

- 1
) nd#( s) exp( i sG)ds +

    iQ
0

- ]
( nd)T

( ( Z
*
1 )

- 1
+ Z

- 1
2 ) nd#( s ) exp( isG)ds, ( 15)

因 Z
- 1
1 和( Z

*
2 )

- 1为Hermitian矩阵[ 13]
,故 + = ( nd)T

( Z
- 1
1 + ( Z

*
2 )

- 1
) nd是2 @ 2阶的Hermitian

矩阵 1 令 + = +R+ i +I,其中 +R为对称实阵, + I为反对称实阵1 由( 6)式、( 9)式和( 10)式可

得对偶积分方程组:

  N( G) = - P0- ikQ
+ ]

- ]
| s | #( s ) exp( i sG)ds ,   局部分离区, ( 16)

  d
dG

[ G( G) ] = - Q
+ ]

- ]
s( +R + i sgn( s) +I) # ( s) exp( i sG)ds ,   光滑接触区, ( 17)

1. 3  奇异积分方程的获得及求解
假设界面在区域 A [ G [ B产生局部分离,其它区域保持光滑接触1 令:

  #( s ) =
( +R + sgn( s ) i +I)

- 1

2Ps Q
B

A
5 ( N) exp(- isN)dN, ( 18)

其中 5 ( N) = ( 51( G) , 52( G) )
T
为定义在( A, B) 内的矢量函数1 将( 18)式代入( 17)式并交换
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积分次序[ 9]可得:

  Q
B

A
5 ( N)dN= 0,

d
dG
[ G( G) ] = - 5 ( G) , ( 19)

将( 18)式代入( 16)式可得含 Cauchy 核的奇异积分方程[ 9] :

  k�+ I 5 ( G) -
k�+R

PQ
B

A
5 ( N)

1
N- G

dN= P0, ( 20)

其中已令: +- 1
= �+R+ i�+ I, �+R为对称实阵, �+ I为反对称实阵, 其形式记为:

  �+ I =
0 K0( v)

- K0( v) 0
, �+R =

K1( v) K3( v)

K3( v) K2( v)
, ( 21)

以下分 �+ I = 0和 �+ I X 0两种情况讨论方程( 20)的求解1 
( Ñ) �+ I = 0(即 K0( v) = 0)

此时方程( 20)为第一类的Cauchy型奇异积分方程:

  
�+R

PQ
B

A
5 ( N)

1
N- GdN= -

P0

k
, ( 22)

考虑单值性条件( 19) , 方程 ( 22)只能取在分离区两端具有可积奇异性的解[ 14] , 其分量形式

为
[ 14]

:

5j ( G) =
iF j

( G- A) ( B- G)
G-

A+ B
2

, ( 23)

其中 Fj = ik
- 1
( �+R)

- 1
P0, G I ( A, B) , j = 1, 21 由 (23) 式可计算得分离区内的 g( G) 和

$U( G) :

Gj ( G) = iFj ( G- A) ( B- G)
- 1

k +�+R +

K2( v ) p 0+ K3( v) D0

- K3( v) p 0 - K1( v) D0
( G- A) ( B- G) ,

( 24)

以及光滑接触区内的 N ( G) 和 D ( G) :

N ( G) =
N ( G)

D( G)
= -

| G/ 2- ( A+ B) / 4 |

( G- A) ( B- G)

p 0

- D0
, ( 25)

界面有局部分离时的滑移脉冲波存在条件是:分离区内 g ( G) > 0和接触区内 N( G) < 01 方
程(25) 显示 N ( G) < 0总是成立的,所以由( 24)得局部分离型滑移脉冲波的存在条件为:

k
- 1
p 0( +�+R +)

- 1
( K2( v) + �mK3( v ) ) < 0, ( 26)

上式说明界面有局部分离时的滑移脉冲波存在条件为 f ( v , �m) = K2( v ) + K3( v )* �m(其中 �m

= D0/ p 0) 与行列式 +�+R +符号相反1 
( Ò) �+ I X 0(即 K0( v) X 0)

此时得到一个第二类的 Cauchy型奇异积分方程1 可以证明此时方程( 20)没有满足单值

条件( 19)的解[ 14] , 所以这里不再讨论该情况1 
以上分析是基于矩阵 + 可逆的假设下进行的 1 当 + 不可逆时,即:

  + + + = 0 ( 27)

时,可得 g ( G) = 0和 $U( G) = 01 因此, (27) 式就是界面无分离时滑移脉冲波的存在条件 1 
方程(27) 对应的波速值即为界面无分离时的滑移脉冲波波速 v sl1 

2  数值结果与讨论

本文以上分析对任意材料组合均有效,以下为进一步具体地讨论这种滑移脉冲波的存在
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以硫化镉( CdS)和氧化锌( ZnO)为例进行计算分析1 该两种材料的材料常数见文献[ 3] 1 设两
压电晶体的晶轴 X 1、X 2和X 3在初始状态与几何坐标 t、m和n分别重合 1 不同的材料组合通
过将上下压电晶体分别绕其 X 1晶轴逆时针旋转 H1/ H2旋转而得到,以[ H1, H2] 表示1 分以下 4

种典型情况进行讨论:

 图 2  f ( v, m) / +�+ R + 随波速的变

化曲线,相同硫化镉晶体的

材料组合[ - P/ 3,P/ 3]

2. 1  相同压电材料(CdS)且取向镜像对称,

即 H1 = - H2 = H

此时( 21)式中的元素 K0( v) = K3( v ) S 01 两压电体

的Rayleigh波速和极限波速均相等, 即 v
(1)
R = v

(2)
R = vR, v̂

( 1)

= v̂
( 2)

= v̂ 1 判定条件(26) 变为 K2( v) / +�+R + < 01 图2

给出了两压电晶体取向为[ - P/ 3,P/ 3] 时, K2( v ) / +�+R +
随波速 v的变化曲线 1 由该图可看出: 当波速 v I ( v R, v̂ )

时,判定条件(26) 得到满足, 即滑移脉冲波存在 1 同类材
料组合,即[ H, - H] (包括 H= 0, H= P/ 2) 的情况具有类似

的性质,只是滑移脉冲波存在的波速范围有所变化1 
2. 2  相同压电材料(CdS)且取向一致,即 H1 = H2 = H

此时矩阵( 21)式中的元素满足 K0( v) S 0,但 K3( v ) 不恒

为01 图3给出压电晶体同为 CdS且取向为[- P/ 3, - P/ 3]

图 3  f ( v , m) / +�+ R + 随波速的变化曲线,相同硫镉晶体的材料组合[ - P/ 3, - P/ 3]

图 4 f ( v , m ) / +�+ R + 随波速的变化曲线,   图 5  f ( v, m) / +�+ R + 随波速的变化曲线,

相异 CdS/ ZnO的材料组合[ - P/ 6, - P/ 3] 相异 CdS/ ZnO的材料组合[ 0, 0]
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时, 对于不同比值 �m, f ( v, �m) / +�+R +随波速 v 的变化曲线 1 当 �m = 0和 �m = 1 @ 10- 8时

(图中纵坐标的值应乘以 10- 8
) ,曲线 f ( v , �m) / +�+R +不过0点,且在波速满足 v I ( vR, v̂ ) 时

滑移脉冲波存在;当 �m = 1 @ 10
- 3
(图中纵坐标的值应乘以 0. 3 @ 10

- 3
) 和 �m = 1 @ 10

- 1
时(图

中纵坐标的值应乘以1. 25 @ 10- 2
) ,曲线 f ( v , �m) / +�+R +在 v

* 处过0点,所以 v I ( vR, v̂ ) G

(0, v *
) 时, 滑移脉冲波存在1 

图 6  界面法向面力 N( G) / p 0 和法向

电位移 D( G) / D 0 的分布曲线

2. 3  相同压电材料( CdS)且取向不同,即 H1 X ? H2

此时矩阵( 21)中的元素 K0( v ) S 0,但 K3( v )不恒为01 
图 4给出两CdS压电体取向为[ - P/ 6, - P/ 3]时, 对应不同

比值 �m, f ( v, �m) / +�+R +随波速 v的变化曲线 1 当 �m = 0

和 �m = 1 @ 10- 9
(图中纵坐标的值应乘以 10- 8

) ,波速在 v I
( v

(1)
R , v

*
) G ( v

(2)
R , v̂ ) 内滑移脉冲波存在; 当 �m = 1 @

10
- 8
(图中纵坐标的值应乘以 10

- 7
) 和 �m = 3 @ 10

- 1
时,波速

v I (0, v
(1)
R ) G ( v

( 2)
R , v̂ ) 时滑移脉冲波存在1 其他取向任

意的情况具有类似的性质, 只是滑移脉冲波波速存在的范

围不同1 
2. 4  相异压电材料( CdS/ ZnO)且取向[ 0, 0]

此时下侧压电体 ZnO 的 Rayleigh波速大于上侧压电体

CdS 的极限波速,且满足关系: v ( 1)
R < v sl < v̂ = v̂

(1)
< v

(2)
R < v̂

(2) 1 图5为f ( v , �m) / +�+R +随

波 v 速的变化曲线 1 可以看出滑移脉冲波存在,则其波速在 v I ( v
(1)
R , v̂ ) 范围内 1 最后我们

以该情况为例给出了界面法向面力和电位移的分布如图 6所示,其中取 A= - 3, B= 51 从图
中可以清楚地看出其在分离区具有奇异性1 

3  结   论

本文研究了压电体光滑接触界面有局部分离时滑移脉冲波的存在性1 界面法向面力
N ( G) 和法向电位移D ( G)的解析形式( (25)式) 显示N( G) 和D( G) 在分离区的两端呈现平方

根奇异性1 我们给出了这种滑移脉冲波存在的一般性条件( ( 26)式) , 并以材料 CdS和 ZnO为

例进行了详细的计算和分析, 结果表明:滑移脉冲的存在性依赖于矩阵 + 或 +
- 1
; 矩阵 + 或

+- 1的结构决定于不同的材料组合; 当 +- 1为实矩阵(即 K0( v ) S 0) 时,滑移脉冲波存在 1 并

且若 +
- 1
为非对角阵(即 K3( v) X 0) , 滑移脉冲波的存在受到外加载荷的影响,而对于对角阵

(即 K3( v) = 0) , 滑移脉冲波的存在不受外载荷影响;当 +- 1为复矩阵(即 K0( v ) X 0) 时,这种

滑移脉冲波不存在1 若忽略压电性质的影响,则不难证明本文的分析结果可退化为文献[ 9]关

于各向异性纯弹性介质的情况1 
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Propagation of Slip Pulse Along a Frictionless

Contact Interface With Local Separation

Between Two Piezoelectric Solids

BAI Yu-zhu,  WANG Yue-sheng,  YU Gu-i lan

( School of Civ il En gineer ing a nd Ar chitectur e , Beijin g Jiaoton g Un iver sity ,

Beijing 100044, P . R . China )

Abstract: The Stroh formalism of piezoelectric materials, Fourier analysis and singular integral equa-

tion technique were used to investigate the existence of a pulse at the frictionless interface in presence

of local separation between two contact piezoelectric solids. The two solids were pressed together by

uniaxial tractions and laid in the electric field. The problem was cast into a set of Cauchy singular in-

tegral equations of which the closed- form solutions were derived. The numerical discussion on the ex-

istence of such a slip pulse was presented. The results show that such a slip pulse, which has square-

root singularities at both ends of the local separation zone, can propagate in most material combina-

tions. And the existence of such a slip pulse will not be affected by the applied mechanical and elec-

tric fields in some special material combinations.

Key words: piezoelectric material; slip pulse; Stroh formalism; singular integral equation; interface
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