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一类双面碰撞振子的对称性
尖点分岔与混沌
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摘要:  讨论了一类单自由度双面碰撞振子的对称型周期 n-2 运动以及非对称型周期 n-2 运动# 

把映射不动点的分岔理论运用到该模型,并通过分析对称系统的 Poincar�映射的对称性, 证明了对

称型周期运动只能发生音叉分岔# 数值模拟表明: 对称系统的对称型周期 n-2运动, 首先由一条对

称周期轨道通过音叉分岔形成具有相同稳定性的两条反对称的周期轨道; 随着参数的持续变化,

两条反对称的周期轨道经历两个同步的周期倍化序列各自生成一个反对称的混沌吸引子# 如果

对称系统演变为非对称系统,非对称型周期 n-2 运动的分岔过程可用一个两参数开折的尖点分岔

描述,音叉分岔将会演变为一支没有分岔的分支以及另外一个鞍结分岔的分支# 
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引   言

对于构件之间具有一定微小间隙的碰撞振子的研究,具有广泛的实际意义# 一方面,由于

碰撞会给系统的正常运行带来较大的危害,因此较多的机械系统在优化设计时要尽可能地避

免强烈的碰撞行为# 另一方面,许多机械系统正是利用了内部零部件之间的碰撞振动来达到

一定的特殊目的# 文献[ 1]研究了了具有两个对称约束的非光滑动力系统, 并得到了所有可能

的稳定和不稳定的解# 文献[ 2]把一个非连续系统的理论运用到水平碰撞系统的碰撞分析,并

定义和拓展了 4种平面转换的映射# 文献[ 3]把理想的不稳定周期轨道稳定化,并把碰撞嵌入

混沌不变集# Luo[ 4]研究了水平碰撞振子的 LR模型的运动的稳定性,鞍结分岔以及周期倍化

分岔条件,并通过数值模拟研究了由周期倍化分岔而导致的混沌运动# 文献[ 5]表明在一个具

有双面约束的二自由度碰撞振动系统中存在对称以及反对称的周期 1-2运动的Hopf分岔# 文

献[ 6]得到了一类两自由度碰撞振动系统的周期解的存在性,稳定性以及共存性的结论# Han

等人
[ 7]
建立了一类斜碰撞振动系统的动力学方程,分析了周期运动的存在性和稳定性,并在一
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些简化情况下得到一系列的解析解# Luo 和 Chen[ 8]以一个理想的分段线性系统来模拟齿轮传

动系统的振动, 并基于映射结构得到周期解的解析的预测# 近年来, 一些研究者分析了某些多

自由度碰撞振动系统,发现这些模型展示了丰富的动力学行为,并有各种余维二分岔,如Hop-f

flip分岔[ 9]和Hop-f Hopf分岔[ 10- 12]# 

本文同时讨论了一类单自由度双面碰撞振子的对称型周期 n-2运动以及非对称型周期

n-2运动# 系统的周期运动对应于 Poincar�映射的不动点, 周期运动的稳定性与分岔等价于不

动点的稳定性与分岔# 详细导出了 Poincar�映射的对称性,并证明了对称的周期 n-2运动只会

有音叉分岔# 数值模拟表明: 一条对称周期轨道通过音叉分岔形成具有相同稳定性的两条反

对称的周期轨道,并观察到通向混沌之路# 如果对称系统演变为非对称系统,音叉分岔将会演

变为一支没有分岔的分支以及另外一个鞍结分岔的分支# 

1  单自由度碰撞振子的力学模型,对称型以及

非对称型周期 n-2运动
考虑如图 1所示的单自由度双面碰撞振子的力学模型:质量块 m1 上有左右两块固定挡

板,质量块 m2 在这两块挡板之间来回运动; 质量块 m1 以 z 1 = z 0sin( Xt + S) 的规律作强迫振

动# 质量块 m2 与质量块 m1之间的阻尼为线性阻尼,阻尼系数为 c# 质量块 m2与左右两块

固定挡板的碰撞恢复系数分别为 r1和 r2# 如果 r 1= r 2,则该系统为对称系统(本文第 1节,第

2节) ;如果 r 1 X r2, 则该系统为非对称系统(本文第 1节,第 3节)# 

图 1  单自由度双面碰撞振子

取 m 2与 m1的位移之差 x = z 2- z 1为相对坐标,并令

F= c/ m2,建立任意两次连续碰撞之间m2的相对运动微分

方程

  &x + FÛx = X2z 0sin( Xt + S)# ( 1)

其通解可以写成

  x = A + B e- Ft
+ Ecos( Xt + S) +

    Fsin( Xt + S) , ( 2)

式中, A、B 为由系统的初始条件所决定的积分常数, E、F

为振幅常数# 

而在质量块 m2 与右、左档板发生碰撞的瞬时, 相对坐标应分别满足以下关系式: x = ?

b# 根据碰撞定理,碰撞前后的相对速度满足以下方程: Ûx+ = - riÛx- ( i = 1, 2) ,其中 Ûx - 、Ûx+ 分

别表示碰撞前以及碰撞后的瞬时速度# 

1. 1  对称型周期 n-2运动

当 r 1= r2 = r 时,碰撞振动系统为对称系统# 假定质量m2块先与右边档板碰撞,并令此

时为时间坐标原点( t = t0 = 0)# 然后经历 n/ 2个激励力周期后( t = t 1 = nP/ X) ,与左边档

板碰撞;再经历 n/ 2个激励力周期后( t = t2 = 2nP/ X) ,与右边档板碰撞,如此循环# 把满足

以下条件的周期运动称为对称型周期 n-2运动:

  x (0) = x ( t 2) = b, x ( t 1) = - b , Ûx + (0) = Ûx + ( t 2) = v0, Ûx + ( t 1) = - v0# ( 3)

可以证明,一个周期的对称型周期 n-2运动的解可以写成:

  x ( t ) =
x 1( t ) ,   0 [ t [ t 1,

x 2( t ) = - x 1( t - t 1) ,   t 1 [ t [ t 2# 
( 4)
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通过( 2)式和( 3)式,可以解得积分常数A、B 以及初相位S0# 代入(4) 式,进而得到系统的对称

型周期 n-2运动# 

1. 2  非对称型周期 n-2运动

如果 r 1 X r2,则对称性条件被破坏,系统变为非对称系统# 假定质量块m 2先与右档板碰

撞, 并令此时为时间坐标原点( t = t 0 = 0)# 随后, 在 t
c
1时刻与左挡板碰撞;在 t 2 = 2nP/ X时

刻再次与右挡板碰撞# 

由于碰撞仅改变解的积分常数,因此非对称的周期解可以写成

  x ( t ) =

x 1( t ) = A 1+ B 1e
- Ft

+ E cos( Xt + S) + F sin( Xt + S) ,

  0 [ t [ t
c
1,

x 2( t ) = A 2+ B 2e
- F( t- tc

1
)
+ E cos( Xt + S) + F sin( Xt + S) ,

  t
c
1 [ t [ t

c
2# 

( 5)

并且非对称型周期 n-2解满足以下条件:

  
x (0) = x 2( t2) = b , x1( t

c
1) = x 2( t

c
1) = - b ,

Ûx 1+ ( 0) = - r2Ûx 2- ( t 2) = v
c
0, Ûx 2+ ( t

c
1) = - r 1Ûx 1- ( t

c
1) = - v

c
0# 

( 6)

把( 5)式代入( 6)式,通过化简,可以得到关于 t
c
1和初相位角( S = S0) 的非线性方程组# 

解这个方程组, 得到积分常数和初相位角# 代入(5) 式得到非对称型周期 n-2运动# 

2  对称系统的 Poincar�映射的对称性

引入变量 y 表示相对速度,则相对运动微分方程( 1) ,可以写为以下的形式:

  Ûx = y , Ûy = - Fy + X2z 0sin( Xt + S) , ( 7)

即 ÛX = F( X , t ) ,其中 X = ( x , y )
T# 并且有

  F X , t +
2P
X

= F(X , t )# ( 8)

单自由度碰撞振动系统的相空间为: R
2 @ S

1
= ( x , y , t ) | ( x , y ) I R

2
, t I S

1 # 若把

Poincar�截面取为 01 = ( x , y , t ) | x = b , 则存在一个与 Poincar�截面对称的截面 02 =

( x , y , t ) | x = - b ,以及一个对称变换 R: R
2 @ S

1
| y R

2 @ S
1
:

  R( x , y , t ) = (- x , - y , t + nP/ X) , ( 9)

式中 n 为奇数# 由于 t I S
1
,显然 R

2
= I# 若令 X = ( x , y , t ) , 根据( 8)式和( 9)式, 有

  RF( X) = F( RX)# ( 10)

设 $t1是从 X0 I 01出发的解运动到 02所需时间,而 $t 2是从 X1 = RX0 I 02出发之解

达到 0 1所需时间,可以证明 $t2 = $t1# 定义 Q1表示相点由 01到 02,并经历一次碰撞的映

射; Q2表示相点由 0 2到 01,并经历一次碰撞的映射# 以下把 X = ( y , t ) 作为Poincar�截面

上的两维坐标表示式,那么系统的 Poincar�映射可以表示为 P = Q2. Q1, P : 01 | y 01# 

下面首先不加证明地给出 3个定理, 并在此基础上证明定理 4# 

定理 1  如果设 X( X0, t ) ( t = t 0+ $t ) 是方程(7) 从初始点X0 I 01出发之正解, X( X1,

t + nP/ X) 是方程(7) 从初始点 X1 = RX0 I 02 出发之正解,则

  X X1, t +
nP
X

= RX( X0, t ) ( 11)
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即

  X RX0, t 0+ $t +
nP
X

= RX( X0, t 0+ $t )# ( 12)

定理 2  碰撞振动系统的 Poincar�映射具有以下对称性:

  R. Q1 = Q2. R# ( 13)

定理 3  如果 X0 = ( y 0, t 0) 是映射 P 的不动点,

  X
*
0 = ( y

*
0 , t

*
0 ) = ( R

- 1. Q1) ( X0) X X0, ( 14)

则 X
*
0 亦为映射 P 的不动点, 并且 X0 与 X

*
0 称为两个反对称的不动点,它们对应的两个周期

运动称为两个反对称的周期运动, 这两个反对称的周期运动具有相同的稳定性# 

定理 4  单自由度对称碰撞振动系统的对称型周期运动只能有音叉分岔# 

证明  ( 13)式可以写成 Q2= R. Q1. R
- 1# 若记映射 QA= R

- 1. Q1, 那么系统的Poincar�映

射为

  P = Q2. Q1 = R. Q1. R
- 1. Q1 = Q

2
A# ( 15)

对称不动点 X0满足X0= R
- 1

Q1( X0)# 根据复合函数求导的链式法则,可以得到Poincar�

映射的线性化矩阵:

  DP( X0) =

    D( R
- 1. Q1) | R

- 1. Q
1
( X

0
) D( R

- 1. Q1) (X0) = A
2# ( 16)

式中 A = D( QA( X0) ) , -D. 表示相应映射的线性化矩阵# 如果矩阵 A有一个非零的实特征

值 KA,则 Jacobi矩阵 DP ( X0) 有一个实特征值 K= K2A> 0# 那么- 1不可能是 DP ( X0) 的特

征值, 则对称不动点 X0 (或者对称周期运动)没有周期倍化分岔# 此外, Budd和 Dux
[ 13]
证明了

简谐激励作用下的单自由度碰撞振动系统不存在Hopf分岔# 因此可以得到以下结论:对于单

自由度碰撞振动系统,对称不动点(或者对称的周期 n-2运动)只有音叉分岔,对应于 Poincar�

映射的线性化矩阵有一个实特征值从+ 1处穿越单位圆的情况# 

3  非对称系统的分岔

图 2  L-E平面上的尖点

  对于非对称系统 ( r 1 X r2) , 由于破坏了系统的

对称性条件,则系统的周期 n-2运动的音叉分岔将会

演变为尖点分岔# 对于第 2节讨论过的对称性系统

( r 1 = r2 = r) ,取 r 2和 X为控制参数# 假定音叉分

岔的临界参数值为( r2, X) = ( r c, Xc) , 此时 Poincar�

映射在不动点 X0处的 Jacobi矩阵有一个单重实特征

值 K= 1,同时另外一个特征值的模小于1# 当参数 E

= X- Xc继续变化到 EX 0, 即 X X Xc时, Poincar�映

射将产生音叉分岔# 对非对称系统, 设 r 1 = r c, r 2=

r c+ L# 两参数的Poincar�映射 P = PL, E的分岔可以

用尖点的两参数开折表示,如图 2所示# 
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4  数 值模 拟

4. 1  对称系统的分岔和混沌

( a) X = 0. 068

令 X为控制参数, 并取系统参数如下: n =

1, c = 0. 02 kg/ s, m2 = 0. 5 kg, z 0 = 0. 3 cm, b =

0125 cm, r = 0. 8# Poincar�截面相图如图 3、图 4

所示# 图 3为对称系统的音叉分岔, 图 4展示了

吸引子的演化过程# 
当 X= 0. 068时,由于不动点的两个实特征值

的模均小于 1,因此相应的对称型周期运动是稳定

的,如图 3( a) 所示# 当 X= Xc = 0. 071 975时,不

动点的特征值为 K1= 0. 152 7, K2= 1. 000 0,此时的

Xc为音叉分岔临界值# 当 X增加到 X> Xc时,

       ( b) X = 0. 075              ( c) X = 0. 158

图 3  Poincar�截面投影图

将会发生音叉分岔# 此时对称的不动点失稳, 并另外通过音叉分岔形成两个反对称的不动

点;以不稳定的对称不动点加上不同的初始扰动(例如 $S= ? 0. 000 8) 进行迭代,根据扰动的

不同,将收敛于两个稳定的反对称不动点之一, 如图3(b) 所示# 当 X= 0. 158时,由图3( c)可

以看到通过音叉分岔形成的反对称的不动点分别发生周期倍化分岔# 

当控制参数 X继续增加时,将会产生混沌吸引子# 在图4中可以清楚地观察到混沌吸引

子的演化过程# 当 X增加到 X= 0. 23时, 根据扰动的不同,两个反对称的不动点通过周期倍

( a) X = 0. 23

化分岔分别生成两个离散的反对称的混沌吸引

子, 如图 4( a)所示# 当 X = 0. 24时, 两个反对称

的混沌吸引子的离散的两部分结合成为一体, 如

图 4(b) 所示# 当 X= 0. 28时, 这两个反对称的

混沌吸引子演化为同一个对称的混沌吸引子, 如

图 4( c)所示# 

图 5给出了全局分岔图 ( X 为控制参数) # 

其中( a)为扰动 $S = + 0. 000 8的情况, (b) 为扰

动 $S = - 0. 000 8的情况, ( c)为( a)和( b)两种情

况的组合# 由( a)、( b)和( c)知道, X= Xc的确为

音叉分岔临界值; 当 X增加并超过Xc = 0. 071 975
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         ( b) X = 0. 24                  ( c) X = 0. 28

图 4 奇异吸引子的演化

时,对称的周期轨道失稳,并另外通过音叉分岔形成两条反对称的具有相同稳定性的周期轨道

(注意该分岔图并未给出失稳后对称的那条周期轨道)# 当 X持续增加时,两个反对称的周期

轨道分别产生一个同步的倍化分岔序列,最后形成两个反对称的混沌吸引子# 

( a) $S = + 0. 000 8

4. 2  从对称系统到非对称系统的演变

如果改变恢复系数 r 2, 并且 r2 X r 1, 则对称

系统演变为非对称系统, 同时对称的周期 n-2运

动变为非对称的周期 n-2 运动# 与对称系统相

比, 由于对称条件的破坏,在音叉分岔临界点附近

的动力学行为发生了本质改变, 如图6所示# 图 6

( a)反映了对称的情况,可以观察到当 X增加并超

过 Xc时, 对称的稳定周期轨道失稳, 并另外通过

音叉分岔形成两条反对称的具有相同稳定性的周

期轨道# 然而,当 r 2= 0. 805 X r 1时,音叉分岔将

会演变为一支没有分岔的分支以及另外一个鞍结

       ( b) $S = - 0. 000 8                ( c) $S = ? 0. 000 8

图 5  全局分岔图

分岔的分支,见图 6(b)# 图 6( c)是对称系统和非对称系统两种情况的组合# 应当指出的是,

鞍结分岔中不稳定的一支不能通过数值模拟得到# 
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5  结   论

对于单自由度碰撞振子的对称系统,对称型周期 n-2运动(或者对称不动点)只能有音叉

( a) r 1 = r 2 = 0. 8

分岔# 但是对于由对称的周期轨道通过音叉分岔

而形成的两个反对称的周期轨道,则分别有一个

同步的周期倍化序列# 随着控制参数的持续变

化, 通向混沌之路可以概括为:对称不动点 y一对
反对称不动点 y一对反对称的混沌吸引子 y一个
对称的混沌吸引子# 如果 r 2 X r1, 对称系统演变

为非对称系统,音叉将会演变为两个独立的分支:

其中一支没有分岔,稳定性也没有变化;另外一支

为鞍结分岔# 

      ( b) r 1 = 0. 8, r 2 = 0. 805              ( c) ( a)、( b)的组合

图 6 从对称到非对称的演变
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Symmetry, Cusp Bifurcation and Chaos of an Impact

Oscillator Between Two Rigid Sides

YUE Yuan,  XIE Jian-hua

( Depar tment of Applied Mechanics and En gin eer ing , Southwest J iaotong Un iv er sit y ,

Chengdu 610031, P . R . China )

Abstract: Both the symmetric period n-2 motion and asymmetric one of a one-degree-o-f freedom im-

pact oscillator were considered. The theory of bifurcations of the fixed point was applied to such

model, and it was proved that the symmetric periodic motion only has pitchfork bifurcation by the

analysis of the symmetry of the Poincar�map. The numerical simulation shows that one symmetric

periodic orbit could bifurcate into two antisymmetric ones via pitchfork bifurcation. While the control

parameter changes continuously, the two antisymmetric periodic orbits will give birth to two syn-

chronous antisymmetric period-doubling sequences, and bring about two antisymmetric chaotic attrac-

tors subsequently. If the symmetric system is transformed into asymmetric one, bifurcations of the

asymmetric period n-2 motion can be described by a two-parameter unfolding of cusp, and the pitch-

fork changes into one unbifurcated branch and one fold branch.

Key words: periodic motion; Poincar�map; symmetry; pitchfork bifurcation; chaotic attractor;

cusp
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