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摘要:  根据冲击接触计算模型所需满足的基本控制方程和非线性互补条件, 应用非线性互补问

题与约束优化的等价关系将非线性互补接触问题转变成一个非线性规划问题,系统地推导建立了

冲击接触问题的一种双共轭投影梯度计算方法# 增广 Lagrange乘子法克服了罚函数要求减小迭代

步长以达到计算稳定的限制,即使对于冲击接触问题亦可以采用较大迭代步长, 在形成的与原互

补问题等价的无约束规划模式下,应用双共轭投影梯度算法提高非线性搜索速度和计算效率# 算

法模型计算结果表明,所建立的双共轭投影梯度计算理论及方法是正确有效的# 

关  键  词:  冲击接触问题;  Lagrange乘子法;  双共轭投影梯度;  数值算法

中图分类号:  O343. 3    文献标识码:  A

引   言

冲击接触问题经时空离散后得到的基本控制方程由两组方程构成,一组是任何动力体系

都必须满足的动力学基本方程(针对接触体系的变量特点,其中自然包含接触作用因素, 因而

变量数通常较一般动力学问题为多) ,其次为描述接触问题时所独有的接触约束方程# 然而对

接触约束方程亦存在两种类型,一类是以等式形式表示的约束条件, 另一类则是以不等式形式

提出的约束方程[ 1- 2]# 从求解接触问题的角度考虑,这类问题属于具有约束的非线性方程的求

解问题# 消除约束条件, 将有约束方程转换成常规的无约束方程进行求解是计算此类问题的

关键# 罚函数法[ 3]和 Lagrange乘子法[ 4]是众所周知的两种接触问题基本算法# 如文献[ 5]所

指出,上述两类施加接触约束的算法各自存在局限性, 为了避免动力接触问题罚函数法由于满

足表面接触条件所带来的数值解的振荡,及常规 Lagrange 乘子法与显式积分算法不相容的缺

点,文献[ 6]提出一种避免罚函数法和Lagrange 乘子法在接触问题显、隐式时程积分计算中所

产生的使用限制的一种新算法 ) ) ) 增广 Lagrange双共轭梯度算法# 本文对此算法加以改进,

在保持原有算法优点的前提下,进一步改善此类算法的计算效益与精度# 

冲击接触问题数学模型中接触面上的法向接触力(或压应力)与接触面的间隙这两者之间

形成互补关系, 亦即其中一量非零时,则另一量必为零,两个量不能同时为零;同样切向力与摩

擦关系之间构成另一互补关系# 接触力与对应位移之间这种关系一般被称为NCP 问题, 即非
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线性互补问题 ( non- linear complementarity problem) [ 7] # 接触问题中的 NCP 函数通过引入增广

Lagrange乘子将其转化为等价的无约束优化问题, 而对应的无约束优化解采用双共轭投影梯

度法搜索获得# 本文算法提出基于下面两个基本考虑,一是主算法与时程积分的相容性,使增

广Lagrange乘子法可以适用于显式时程积分;其次是计算效率和精度,计算中可以选取较大的

时间步长,并且不致因增大时间步长导致精度下降# 

1  接触问题的时空离散形式

冲击接触问题的一般描述为:

动力平衡方程

  #̈ R( x, t ) + f ( x, t ) = Q&u ( x, t ) ,   x I 8;

边界条件

  u ( x, t ) = U( x, t ) , R( x, t ) #n = p ,   x I #;

初值条件

  u
0
( x, 0) = �U( x , 0) , v

0
( x, 0) = �U

#

( x, 0) ,   x I 8 ;

接触约束条件

  un ( x, t ) - gn( x, t ) [ 0, RS( x, t ) - L | Rn( x, t ) | [ 0,

  Rn( x, t ) [ 0, Rn( un( x, t ) - gn( x, t ) ) = 0,   x I #c;

积分弱形式

  Q8
R( u) : E( v - Ûu)d 8 + Q8

( Q&u - f )#( v- Ûu) d 8 -

    Q#
f

p#( v- Ûu) d # - Q#
c

( Rn - RS) #( v - Ûu )d # = 0# 

上述各式中,物理量含义分别为: R、E为应力和应变张量, u、v为质点位移和速度向量, f、p为

体积力和面力, gn为法向接触间隙, RS、Rn为切向和法向接触力, �U、�U
#

为初位移和初速度, U为

已知边界位移, Q、L为材料密度、摩擦因数; n 为单位外法线向量# 8为研究区域, #为边界表

面; #c为接触表面# 

分别采用有限元和前增量差分法[ 5]对上述冲击接触问题进行时空离散化后,动力接触体

系所需满足的方程为

  

1

$t
2M$u

( n+ 1)
= P( R( n)

) + cP ( R( n)
c ) - M&u( n+ 1)

,

Ûu ( n+ 1)
= �u

# ( n+ 1)
+

1
2$t

$u
( n+ 1)

, &u( n+ 1)
= �u

&( n+ 1)
+

1

$t
2$u

( n+ 1)
,

x
( n+ 1)

= x
( n)

+ $u
( n)# 

( 1)

同时必须满足以下约束互补条件(以下压应力取为正) :

  �g ( x ) \ 0, Rn \ 0, Rn�g = 0, �g = un - gn ,

  5 = LRn - RS \ 0, �u
#

= N
5 5
5�RS ,   N \ 0, N5 = 0# 

上列式中物理量和符号含义为, M为质量矩阵, $t为时间增量, $u为位移增量, &u为加速度向
量, Ûu 为速度向量, x为位置矢径, �u

#
为预测速度, �u

&
为预测加速度, R( n)

c 为第 n步迭代时的表面

接触力, �g 为法向接触间隙, �u
#

S为切线滑移速度, N为互补参数, 5 为摩擦势函数# 上角标表示
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离散的时间步数# 为表达清晰起见,以下省略物理量符号上的波浪号# 

2  本构关系和接触间隙

式( 1)第 1项中 P ( R( n)
) 由 3部分构成, 即如下式

  P( R( n)
) = 6

e
Q8

e N
T
fd 8 + Q#

e

f

N
T
pd # - 6

e
Q8

eB
T Rd 8,

而cP ( Rc) 则为

  cP( Rc) = 6
e

( G
T
Rc) = 6

e

[ G
T
nRn + G

T
S RS]

上两式中, B为应变位移矩阵, G为接触约束矩阵, Gn、GS是约束矩阵的法向与切向分矩阵, N

为形函数矩阵,符号 e表示单元号# 其余量含义与上面相同# 由上面公式可知, P( R)包含内

力荷载项和外力荷载项, 外力荷载项由作用在接触体上的体积力和面力确定,内力荷载项取决

于物体的变形状态和材料本构关系#  cP( Rc) 依赖于接触体的几何构形和接触作用力,而与

材料本构关系没有显式的直接关系# 

针对冲击接触问题采用粘塑性率形式本构关系是恰当的[ 7]# 根据热力学最大耗散能原

理,可以推出粘塑性介质率形式本构方程和广义硬化方程
[ 8]

  ÛR = C ÛE- 7
5 5
5 R , F= 7

5 5
5 X,

式中, ÛR、ÛE分别为应力率、应变率张量, C为弹性模量矩阵; 7、5 分别为粘塑性函数和塑性势

函数, R为 Cauchy应力# ( F, X) 是一对功共轭的内变量,两者之间存在如下关系:

  ÛF= -
52 5
5 X2

ÛX = - DÛX,

上式中 D叫做硬化模量矩阵# 通过对上列率相关的本构方程和广义硬化方程进行增量梯度

积分, 给出对应的对称形式切线模量和增量形式粘塑性本构关系式[ 7]# 本文采用常用的几何

非线性关系,即 Cauchy 应力率与变形率之间的关系# 

约束矩阵 G 的形成,根据进入接触状态下接触点对的情况决定,通过接触搜索算法求出

接触对的位置, 从而给出接触间隙向量 g = GX , X 为由所有的接触点位置坐标所构成的列向

量,其含义在文献[ 6] 中已作说明# 约束矩阵 G与其法向与切向分矩阵Gn、GS之间关系为

  Gn = 0TG, GS = ( I - 0 0T ) G

式中, I是一个Ndim @ N dim( N dim = 空间维数( N = 2或3) @ 接触点对数( J c) ) 的单位对角矩阵;

0 I R
N
dim @ R

J
c的一个拟对角矩阵,其前面第 i个主对角元素为第i 个接触点的单位外法线向

量,最后一个主对角元素为零# 

3  双共轭投影梯度算法实现步骤

问题描述  寻求应力解 R( k)
, 满足基本方程( 1) , 并符合以下接触互补条件:

  
R

( k)
n \ 0, g

( k )
n \ 0, R

( k)
n g

( k )
n = 0,

5 ( k ) \ 0, g
( k )
S \ 0, 5 ( k)

g
( k )
S = 0# 

( 2)

接触点对间的法向接触力 R(k )
n 必须为压力,法向间隙g

( k)
n 满足非穿透性条件,法向接触力 R( k )

n

与法向间隙 g
(k )
n 不能同时为零或同时非零,故存在上述的互补关系# 式(2) 第 2行表示摩擦

势函数 5 与切向滑动gS位移之间的互补关系式# 
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实质上互补条件( 2)仅是求解离散方程( 1)中的控制条件, 亦即冲击接触问题所需满足的

特定的接触压应力条件、非穿透性条件、Coulomb摩擦条件的集成# 假定当前迭代求解步基本

方程( 1)的解已知,即当前接触体构形确定,通过接触搜索方法搜索接触点对配对方式,接触部

位离散结点(接触点对)在两次相邻迭代步之间的法向和切向间隙表达成当前各应力和位移分

量的函数关系# 用位移增量表达的间隙向量的形式为

  g
( k+ 1)
n = g

( k)
0 + G

( k )
n $u( k )

( R) , g
(k+ 1)
S = G

( k )
S $u( k )

( R) , ( 3)

其中, gn、g0、gS分别为法向的当前、初始间隙和切向间隙; Gn、GS为由接触点对位置坐标确定

的法向和切向接触分矩阵; $u为当前增量步的位移增量,它显然是当前应力和位移值的函数,

同时也包含当前接触力作用项# 迭代求解基本控制方程(1) 得出位移增量的试探解 $u, 迭

代求解时引入增广Lagrange 乘子,将接触间隙关系式( 3)和互补关系( 2)联系起来, 就构成接触

互补方程的退化的增广 Lagrange 双共轭投影梯度计算模式[ 9- 11]# 

退化的增广 Lagrange双共轭投影梯度算法具体执行步骤如下:

第一步  置迭代数 k = 0# 设定初始Lagrange乘子和初应力值 K(k )
S 、R

( k )
(上标 k 表示迭

代步数,下同) , 计算(或者设定) 当前接触应力(法向和切向) 和互补值 R( k)
n 、R

( k )
S 、5

( k)# 

第二步  在初始应力、位移已知情况, 由离散方程( 1)求出位移增量 $u, 再代入公式(3)

计算出接触间隙 g
( k )

= g0+ g( Rc , R
( k)

) , Rc为接触力# 

第三步  互补条件采用Lagrange 乘子将原接触问题转化为无约束优化问题, 与互补条件

等价的优化问题的增广 Lagrange 乘子更新采用下式计算[ 9-10] :

  K
( k)
S = max 0, K( k- 1)

S - XS5
( k- 1)

第四步  子问题:确定 R( k ) 使之满足:

  g
* ( k )

=

0,   当 g
( k )
n > 0和 R

( k )
n = 0,

g
( k )

+
R( k )
S

R( k)
S

max 0, K( k )
S - XS5

( k- 1)
,   其它,

  g
* ( k )

= 0# 

子步 1  置子步迭代数 j = 0, 计算

  R( j )
= R( k )

, g
( j )

= g
( k )

,

  I ( g
( j )
n , R

( j)
n ) =

1,   当 g
( j)
n > 0 和 R( j )

n = 0,

0,   其它,

  g
* ( j)

=

0, 当 I ( g
( j )
n , R( j)

n ) = 1,

g
( j)

+
R( j )
S

R( j )
S

max 0, K( k )
S - XS5

( j )
,   其它# 

子步 2  内层增量迭代计算# 计算 $R( k) 满足增量计算式

  (5g * ( j )
/5 R( j )

) $R
( j )

= - g
* ( j)# 

内层迭代步 1  置迭代数 l = 0, 给出双共轭梯度法计算的初始值

  R
( l)

= R
( j )

,
g
* ( l)

�g
* ( l) =

g
* ( j )

�g
* ( j ) # 

内层迭代步 2  ( l \ 1)

  Q( l )
= 23�g * ( l)

, g
* ( l )4, B( l )

= Q( l)
/ Q( l- 1)

;
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d

( l )

�d
( l ) = -

g
* ( l )

�g
* ( l ) + B

( l) d
( l- 1)

�d
( l- 1) , B

( l )
= Q

( l)
/ Q

( l- 1)
;

  
d

( l )

�d ( l )
= -

g
* ( l )

�g * ( l )
+ B( l) d

( l- 1)

�d ( l- 1)
, C( l )

= 23�d ( l )
,
5g * ( j )

5 R( j ) d
( l ) 4;

  A
( l)

= Q
( l )

/ C
( l )

, A
( l)
max = min - R( l )

n / d
( l)
n | d

( l)
n < 0 ,

  A( l)
min = max - R( l )

n / d
( l)
n | d

( l)
n > 0 ,

  A( l)
=

A
( l)
min,   当 �A( l)

< A
( l )
min,

�A
( l)

,   当 A
( l)
min < �A

( l )
< A

( l )
max,

A( l)
max ,   当 �A( l )

> A( l )
min;

  g
( l+ 1)

= g
( l)

+ A( l) 5 g ( j )

5R( j) d
( l)

,

  
g
* ( l+ 1)

�g* ( l+ 1)
=

g
* ( l)

�g * ( l)
+ A( l ) (5g* ( j )

/5 R( j )
) d

( l )

(5g* ( j )
/5 R( j )

)
T�d ( l )

; R( l+ 1)
= R( l)

+ A( l)
d

( l )# 

上列式中3* , * 4表示内积# 

内层迭代步 3  如果 | g
* ( l+ 1)

| < E,或者 A( l )
= A( l )

min,又或者 A( l )
= A( l )

max, 则

  R( j+ 1)
= R( l+ 1)

, g
( j+ 1)

= g
( l+ 1)

,

否则

  l z l + 1# 

返回内层迭代步 2# 

子步 3  计算

  J ( A( l )
, A( l)

min, A
( l )
max , R

( j+ 1)
n ) =

1,   当 A( l )
= A( l )

min或 A( l )
= A( l )

max和 R( j+ 1)
n = 0,

0,   其它;

  g
( j+ 1) z g

( j+ 1)
- g (0, R( j+ 1)

) ,

        当 R( j+ 1) I R( j+ 1)
| J ( A( l )

, A( l )
min, A

( l)
max , R

( j+ 1)
n ) = 1 ;

  R
( j+ 1) z 0,   当 R

( j+ 1) I R( j+ 1)
| J ( A( l)

, A( l )
min, A

( l )
max , R

( j+ 1)
n ) = 1 ;

  g
* ( j+ 1)

=

0, 当 I ( g
( j+ 1)
n , R( j+ 1)

n ) = 1,

g
( j+ 1)

+
R

( j+ 1)
S

R( j+ 1)
S

max 0, K( k )
S - XS5

( j+ 1)
,   其它# 

子步 4  如果 | g
* ( j+ 1)

| < E则

  R
( k+ 1)

= R
( j+ 1)

, g
( k+ 1)

= g
( j+ 1)

,

否则

  j z j + 1# 

返回子步 2# 

第五步  如果
  R( k+ 1)

n \ 0, g
( k+ 1)
n \ 0, R( k+ 1)

n g
( k+ 1)
n = 0,

  U( k+ 1) \ 0, g
( k+ 1)
S \ 0, U( k+ 1)

g
( k+ 1)
S = 0# 

终止,否则

  k z k + 1# 

回到第三步继续计算# 
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上面计算中 5g * ( j )
/5 R( j) 通过下式进行计算:

  5g * ( j )

5 R( j ) =

0,   当 I ( g
( j)
n , R( j )

n ) = 1,

5 g
5 R- XS L

R( j )
S

R( j )
S
n
T

-
R( j)
S

R( j )
S

R( j )
S

R
( j)
S

T

+

  I - nn
T

-
R( j )
S

R( j )
S

R( j )
S

R
( j )
S

T
K( l )
S - XS5

( j )

R
( j )
S

,   其它;

  5g * ( j )

5 R( j )

T

=

0, 当 I ( g
( j )
n , R( j )

n ) = 1,

5 g
5R - XS Ln

R( j )
S

R
( j )
S

T

-
R( j )
S

R( j )
S

R( j)
S

R
( j )
S

T

+

  I - nn
T

-
R( j)
S

R( j )
S

R( j)
S

R
( j )
S

T
K( l )
S - XS5

( j )

R( j )
S

,   其它# 

4  计 算实 例

三维冲击接触问题有限元程序 CIA3D[ 11]已将退化的增广 Lagrange双共轭投影梯度算法组

合进去# 下面采用CIA3D程序计算 2个可变形弹塑性接触体的冲击接触计算实例检验本文算

法的可行性和有效性# 

一个长 L = 0. 1 m,半径 R = 0. 15m的半圆柱形理想弹塑性体以 v0 = 100m/ s的极高速

冲击一理想弹塑性长方形体, 长方体的几何尺寸为 0. 436 m @ 0. 2 m @ 0. 1 m# 长方体底部位移

被完全约束住, 其余 5个面是自由的# 由于对称性,只考虑 1/ 2结构并将其剖分为 52个单元,

对称面上的结点水平位移被约束住# 长方体和半圆柱的弹塑性材料参数见表 1# 
表 1 二种理想弹塑性材料参数

力学参数 弹性模量 E / Pa 泊松比 M 密度 Q / (kg/m3) 屈服强度 Ry / Pa

半圆柱 2. 0E+ 11 0. 30 7. 8E+ 3 1. 0E+ 8

长方体 4. 14E+ 1 0. 33 7. 25E+ 3 1. 1E+ 7

图 1 对应时间 t = 8 @ 10- 4 s的变形图     图 2  对应时间 t = 5. 6 @ 10- 3 s的变形图

  冲击接触计算基本由时程积分、接触搜索和互补方程求解 3大部分构成,接触搜索和互补

方程求解约占 80%以上的计算机时# CIA3D中接触搜索采用文献[ 11]给出的算法; 退化的增

广Lagrange 双共轭投影梯度算法在单一步长内与罚函数法比较耗时较多,但就整个计算时段

而言, 由于可以采用大步长进行计算,效率还是明显优于罚函数法,通常罚函数法计算冲击接

触问题时, 时间步长一般取量级 10- 5 s, 本算例所取(稳定)时间步长可达量级 10- 3 s, 甚至更
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大# 而常规Lagrange法与冲击接触问题的显式积分不相容# 

图 3 对应时间 t = 1. 2 @ 10- 2 s 的变形图    图 4  对应时间 t = 1. 6 @ 10- 2 s的变形图

 图 5 接触结点等效应力�R和 t曲线

图 1至图4示出对应于各个时刻的变形情况# 

从半圆柱体以高速冲击接触到长方体出现弹塑性

大变形直到回弹各个变形阶段,注意到长方体材

料的强度比半圆柱的低一个量级, 因而在变形中

大变形发生在长方体,半圆柱体变形量较小# 

图5示出半圆柱对称接触面上结点的等效应

力随时间的变化曲线# 半圆柱形弹塑性体以高速

冲击长方形体之后, 接触局部很快就进入塑性变

形,进入第一次塑性加载阶段, 持续时间很短约

1ms;卸载之后, 由于冲击惯性又进入第二次时间

更短的塑性屈服状态, 随后弹性回弹脱离接触全

面卸载# 

冲击接触问题常规算法为罚函数法,罚系数和时程积分、接触穿透相冲突, 罚系数大,穿透

小,但时程积分步长小;反之则相反# 罚函数法的计算精度受到限制# 此外, 罚函数法只能用

于显式时程积分计算中, 本文算法则可避免罚函数法的上述缺陷# 

5  结   语

冲击接触问题互补方程计算方法的优劣一般体现在算法的效率、精度和适用性等方面,效

率比较对于非线性接触问题有明确的结果# 非线性冲击接触问题普遍缺乏基准实例, 算法的

数值精度比较, 一般通过其计算结果的合理性体现# 冲击接触问题互补方程的计算和时程积

分相互关联,同时材料及其变形特点也决定算法采用, 退化的增广 Lagrange 双共轭投影梯度综

合上述接触冲击问题的各个因素, 在时程积分中可以取较大步长,并且可以应用于计算大变形

的非线性材料的冲击接触课题中# 
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Abstract: Based on the numerical governing formulation and non-linear complementary conditions of

contact and impact problems, a reduced projection augmented Lagrange b-i conjugate gradient method

was proposed for contact and impact problems by translating non-linear complementary conditions in-

to equivalent formulation of non-linear programming. For contac-t impact problems, a larger time-step

can be adopted arriving at numerical convergence compared with penalty method. By establishment of

the impac-t contact formulations which are equivalent with original non-linear complementary cond-i

tions, a reduced projection augmented Lagrange b-i conjugate gradient method is deduced to improve

precision and efficiency of numerical solutions. A numerical example shows that the algorithm sug-

gested is valid and exact.

Key words: contact and impact problem; reduced projection augmented Lagrange b-i conjugate grad-i

ent; numerical method
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