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摘要:  利用常微分方程的连续有限元法, 对非线性 Hamilton系统证明了连续一次、二次有限元法

分别是 2 阶和 3 阶的拟辛格式,且保持能量守恒; 连续有限元法是辛算法对线性 Hamilton 系统, 且

保持能量守恒# 在数值计算上探讨了辛性质和能量守恒性, 与已有的辛算法进行对比, 结果与理

论相吻合# 
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引   言

Hamilton系统是动力系统的重要体系, 关于 Hamilton系统的长期模拟, 近年来吸引了许多

学者的兴趣# 辛格式和能量守恒是 Hamilton系统的重要特征# 冯康[ 1-2]和他的研究小组提出

了Hamilton系统的辛几何算法,即算法的每一步进都是辛变换; J. M. Sanz-Serna
[ 3]
研究了Hami-l

ton系统的辛 Runge-Kutta 格式; A. Aubry, P. Chartier[ 4]利用根树理论构造了拟辛的 Runge-Kutta

方法; Simo, Gonzalez[ 5]等人研究了辛算法的稳定性; Marsden, Ort iz, Kane[ 6]等利用变分方法研

究了力学系统的辛能量动量守恒性; Bridges, Reich [ 7]等利用Lagrange 变换研究Hamilton系统的

多辛格式# 对线性Hamilton系统辛算法能保持能量守恒,但对非线性的Hamilton系统,能量为

近似守恒# 

本文利用连续有限元法研究了Hamilton系统的能量守恒和拟辛特征# 第 1节利用常微分

方程的连续有限元法,证明了Hamilton系统保持能量守恒; 第 2节证明了非线性Hamilton 系统

连续一次有限元法是 2阶的拟辛格式, 特别的,对线性Hamilton系统线性元是辛格式, 且保持

能量守恒# 第 3节证明了非线性 Hamilton系统连续二次有限元法是 3阶的拟辛格式, 对线性

Hamilton系统二次元是辛格式,且保持能量守恒# 第 4节的数值试验结果与理论一致# 

1  常微分方程的连续有限元法及守恒性

在区间 J = [ 0, T ] 上考虑一阶常微分方程初值问题
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  du
d t

= uc = f ( t , u) , u(0) = u0# ( 1)

将 J 作拟一致剖分J
h
: t 0 = 0 < t1 < t 2 < , < tN = T, 单元 Ij = ( tj- 1, tj ) , 最大步长 h =

maxhj , hj \ Ch , 1 [ j [ N# 常数 C 与j、h无关# 在此剖分上记连续且分片 m 次有限元空间

  S
h
= w | w I C( J ) , w | I

j
I Pm # 

解初值问题时可逐层单元求解# 连续有限元空间 S
h
中的元素 U在每个单元 I j 上是m 次多项

式,有 m+ 1个参数,但在左端点的值 U( tj- 1) = Uj- 1已知,故在 Ij 上只有m 个自由度# 定义

m 次连续有限元解 U I S
h 在每个单元I j 上满足

[ 8-9] :

  QI
j

( Uc- f ( t , U) ) v dt = 0, v I Pm- 1, U( 0) = u0# ( 2)

即在单元 I j 上与任意 m - 1次多项式 Pm- 1正交# 若取 w I S
h
,其导数 wc是 m- 1次多项式# 

这里 v 在I j 上是m - 1次多项式,实际计算时可以取 v = ( t - tj- 1)
i
, i = 0, 1, ,, m- 1# 

引理 1[ 9-10]  微分方程的 m 次连续有限元在单元节点 tj 上有超收敛

  ( u - U) ( tj ) = O( h
2m
) +u +m+ 1, ] # ( 3)

考虑有限维自治的Hamilton正则系统H ( p , q) :

  pc= - Hq , qc= Hp# ( 4)

其中 p = ( p 1, p 2, ,, pn )
T
, q = ( q1, q 2, ,, qn)

T
,T 表矩阵的转置# 应用到力学, p、q、H 分别

表示动量、位移和能量,记 5H 是方程( 4)的相流# 

令 z =
p

q
, 式(4) 可表为 zc= J

- 1
Hz , 其中 J =

0 In

- In 0
, In为n阶单位矩阵, Hz =

Hp

Hq
# 

记Sp(2n) 表所有辛阵组成的辛群,若 S I Sp( 2n ) ,则矩阵 S 满足S
T
JS = J# 

定义 1[ 1]  一个变换 z y ẑ 称为R
2n 上正则变换, 如果对于每一个点 z 它的 Jacobi矩阵

5 ẑ /5 z = S 是辛矩阵# 

引理 2[ 1]  矩阵 S = M
- 1
N I Sp(2n) ,当且仅当MJM

T
= NJN

T# 

定义 2[ 4]  应用到 Hamilton系统步长为 h 的单步法称为具有 s 阶的拟辛算法是它的相流

5H 满足 5
cT
HJ 5

c
H = J + O( h

s+ 1
)# 其中 5

c
H 是它的 Jacobi矩阵# 

记方程组 zc = J
- 1
Hz 的m 次连续有限元 Z =

P

Q
, 则满足正交关系

  QI
j

( Zc+ JHz ) vdt = 0, Z(0) = z(0)# ( 5)

取 v =
Qc

Pc
, 得

  
QI

j

( Pc+ Hq( P , Q) ) Qcdt = 0, P (0) = p 0,

QI
j

( Qc- Hp( P, Q) )Pcdt = 0, Q(0) = q0# 
( 6)

两式相减得
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  QI
j

(HqQc+ HpPc)dt = QI
j

d
dt
H ( P , Q) dt = 0# ( 7)

故在任何节点 tj 上, H (P ( tj ) , Q( tj ) ) = H ( p 0, q0)# 

定理 1  用任意次连续有限元求解Hamilton方程组,其能量是守恒的# 

2  一般Hamilton系统的连续一次有限元法和拟辛格式

考虑一般Hamilton系统

  z
c
t = - JHz ( z) , z (0) = z0, ( 8)

z 的一次连续有限元Z = Z( t ) = l 1( t ) Zj- 1+ l 2( t ) Zj , t I ( tj- 1, tj )# 其中形函数满足 l 1+ l 2

= 1# 

在区间 ( tj- 1, tj ) 上定义 Z 满足

  ( Zc, 1) = - J ( Hz( Z) , 1)# ( 9)

左式积分得 Zj - Zj- 1 = - J ( Hz ( Z) , 1)# 对 Zj- 1求偏导得

  
5Zj

5Zj- 1
= I - J( Hzzl 1, 1) - J ( Hzzl 2, 1)

5Zj

5Zj- 1
# 

即

  
5Zj

5Zj- 1
= ( I + J( Hzzl 2, 1) )

- 1
( I - J( Hzzl 1, 1) )# ( 10)

由 l 1+ l 2 = 1,记 M = I + J ( Hzzl 2, 1) , N = I - J( Hzzl 1, 1) , 可得

  NJN
T
= MJM

T
- J ( Hzzl1, 1) J (Hzz, 1) J + J ( Hzz, 1)J ( Hzzl 2, 1)# 

取 t = hj x / 2 + ( tj- 1+ tj ) / 2,则 l 1 = (1- x ) / 2, l 1 = (1+ x ) / 2, 可得

  ( Hzzl 1, 1)J ( Hzz , 1) - ( Hzz , 1) J( Hzzl 2, 1) =

    
- h

2
j

8
( ( Hzz x , 1) J ( Hzz , 1) + ( Hzz , 1) J( Hzz x , 1) )# 

此等式左端积分在区间 ( tj- 1, tj ) , 右端积分在区间( - 1, 1)# 

考虑分部积分

  Q
1

- 1
Hzz xdx = Q

1

- 1
Hzzd

x
2
- 1
2

= -
hj

4Q
1

- 1
(1 - x

2
) HzzzJ Hzdx , ( 11)

若 H 有三阶偏导数, 则

  NJN
T
= MJM

T
-

h
3
j

32
J( ( (1- x

2
) Hzzz , JHz) J ( Hzz, 1) -

    ( Hzz , 1) J ( (1- x
2
) Hzzz , JHz ) ) J = MJM

T
+ O( h

3
j ) A# 

由定义1,引理 2得

  
5Zj

5Zj- 1

T

J
5Zj

5Zj- 1
= J + O( h

3
j ) B# ( 12)

由定义2、引理 1可证明定理 2# 

定理 2  一次元是 2阶的拟辛算法对一般的 Hamilton系统,即

  
5Zj

5Zj- 1

T

J
5Zj

5Zj- 1
= J + O( h

3
) S ,

具有 2阶精度,且保持能量守恒# 

特殊的,对线性的Hamilton系统
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H ( z) = (1/ 2) zT L z , LT = L# 则 Hzz = L, ( Lx , 1) J ( L, 1) 为零阵,由以上分析得 NJN
T

= MJM
T
, 即对线性的Hamilton系统一次连续有限元是辛格式,且保持能量守恒# 

3  一般Hamilton系统的连续二次有限元法和拟辛格式

Z是 z 的二次连续有限元:

  Z = Z( t ) = l 0( t ) Zj- 1+ l 1( t ) Z j- 1/ 2+ l2( t ) Zj ,   t I ( tj- 1, tj )# 

其中形函数满足 l 0+ l 1+ l 2 = 1,故 l
c
0+ l

c
1+ l

c
2 = 0,记(#) 为区间[ tj- 1, tj ] 上的内积,考虑基

函数

  q1 =
( l

c
2, l

c
2) l

c
1- ( l

c
1, l

c
2) l

c
2

( l
c
1, l

c
1) ( l

c
1, l

c
2) - ( l

c
1, l

c
2)
2, q2 =

( l
c
1, l

c
1) l

c
2- ( l

c
1, l

c
2) l

c
1

( l
c
1, l

c
1) ( l

c
2, l

c
2) - ( l

c
1, l

c
2)
2,

它满足 ( q1, l
c
1) = 1, ( q2, l

c
2) = 1, ( q 1, l

c
2) = 0, ( q 2, l

c
1) = 0, 二次连续有限元在单元 I j 上满足

  ( Zc, q1) = - J ( Hz( Z) , q1) , ( Zc, q2) = - J ( Hz( Z) , q2)# ( 13)

将 Zc = l
c
0Zj- 1+ l

c
1Zj- 1/ 2+ l

c
2Zj 代入式( 13) ,由形函数性质,可得

  Zj- 1/ 2 = Zj- 1- J( Hz ( Z) , q 1) , Zj = Zj- 1- J (Hz ( Z) , q2)# ( 14)

对 Zj- 1 求偏导得

  

5Zj- 1/ 2

5Zj- 1
= I - J Hzzl0 + Hzzl 1

5Zj- 1/ 2
5Zj- 1

+ Hzzl 2
5Zj

5Zj- 1
, q1 ,

5Zj

5Zj- 1
= I - J Hzzl 0+ Hzzl 1

5Zj- 1/ 2

5Zj- 1
+ Hzzl 2

5Zj

5Zj- 1
, q 2 # 

( 15)

整理得

  
( I + J( Hzzl 1, q1) )

5Zj- 1/ 2
5Zj- 1

+ J( Hzzl 2, q 1)
5Zj

5Zj- 1
= I - J( Hzzl 0, q1) ,

J( Hzzl 1, q2)
5Zj- 1/ 2

5Zj- 1 + ( I + J ( Hzzl 2, q2) )
5Zj

5Zj- 1
= I - J( Hzzl 0, q2)# 

( 16)

类似的可得

  
5Zj

5Zj- 1
= M

- 1
N ,

其中

  M = I + J( Hzzl 2, q2) - J( Hzzl 2, q1) ( I + J( Hzzl 1, q 1) )
- 1
J ( Hzzl 1, q2) ,

  N = I - J ( Hzzl 0, q2) - ( I - J ( Hzzl 0, q1) ) ( I + J ( Hzzl 1, q1) )
- 1
J( Hzzl 1, q2)# 

由 l 0+ l 1+ l 2 = 1得

  N = M- J ( Hzz, q 2) + J ( Hzz , q1) ( I + J( Hzzl 1, q1) )
- 1
J ( Hzzl 1, q2)# 

记

  A = ( Hzz , q 1) , B = (Hzz, q 2) , C = ( Hzzl 1, q1) ,

  D = ( Hzzl1, q 2) , E = (Hzzl 2, q1) , F = ( Hzzl 2, q2) ,

可得

NJN
T
= MJM

T
+ J( FJB + BJF + DJ ( I - CJ )

- 1
A + A( I + JC)

- 1
JD - BJB +

  BJDJ ( I - CJ)
- 1
E - E( I + JC)

- 1
JDJB + FJDJ( I - CJ)

- 1
A -

  A( I + JC)
- 1
JDJF + A( I + JC)

- 1
JDJB - BJDJ( I - CJ)

- 1
A -

  E( I + JC)
- 1
JDJDJ ( I - CJ)

- 1
A - A( I + JC)

- 1
JDJDJ( I - CJ )

- 1
E +
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  A( I + JC)
- 1
JDJDJ ( I - CJ)

- 1
A) J# ( 17)

取 l 0、l 1、l2 为Lagrange 型基函数, 进行坐标变换:

  t =
hj
2
x +

tj- 1 + tj
2

,   x I [- 1, 1] , q 1 =
2 - 3x
4

, q2 = 1,

得

  A =
hj
2

Hzz ,
2- 3x
4

=
hj
2
A1, B =

hj
2
( Hzz , 1) =

hj
2
B1,

  C =
hj
2 Hzz (1- x

2
) ,
2 - 3x
4 =

hj
2 C1, D =

hj
2 ( Hzz (1- x

2
) , 1) =

hj
2 D1,

  E =
hj

2
Hzz

x
2
+ x
2

,
2- 3x
4

=
hj

2
E1, F =

hj

2
Hzz

x
2
+ x
2

, 1 =
hj

2
F1# 

此处积分在标准区间[ - 1, 1]# 由式( 17) , 可得

NJN
T
= MJM

T
+

h
2
j

4
J ( F1JB1+ B1JF1+ D1J( I - CJ )

- 1
A1+ A1( I + JC)

- 1
JD1-

  B1JB1) J +
h
3
j

8
J( B1JD1J( I - CJ)

- 1
E1- E1( I + JC)

- 1
JD1JB1+ F1JD1J ( I -

  CJ)
- 1
A1 - A1( I + JC)

- 1
JD1JF1+ A1( I + JC)

- 1
JD1JB1-

  B1JD1J( I - CJ)
- 1
A1) J +

h
4
j

16J (- E( I + JC)
- 1
JD1JD1J( I -

  CJ)
- 1
A1 - A1( I + JC)

- 1
JD1JD1J( I - CJ)

- 1
E1+

  A1( I + JC)
- 1
JD1JD1J ( I - CJ )

- 1
A1)J# ( 18)

利用分部积分, 和Hamilton方程 z
c
t = - JHz , 得

  Q
1

- 1
Hzz x

2
-
1
3
dx = Q

1

- 1
Hzzd

x
3
- x
3

= -
1
3Q

1

- 1
( x

3
- x ) Hzzz

dz
dx
dx =

    
hj
6Q

1

- 1
( x

3
- x ) Hzzz JHzdx =

hj
6Q

1

- 1
Hzzz JHz d

x
4

4
-

x
2

2
+
1
4

= O( h
2
j ) G2# ( 19)

故

F1JB1+ B1JF1+ D1J ( I - CJ )
- 1
A1+ A1( I + JC)

- 1
JD1- B1JB1 =

  Hzz
x
2
+ x
2

, 1 J (Hzz, 1) + ( Hzz , 1)J Hzz
x
2
+ x
2

, 1 +

  (Hzz(1 - x
2
) , 1) J( I - CJ )

- 1
Hzz ,

2- 3x
4

+

  Hzz ,
2- 3x
4

( I + JC)
- 1
J (Hzz(1 - x

2
) , 1) - ( Hzz , 1) J( Hzz , 1) =

  Hzz
x
2

2
-
1
6

, 1 J( Hzz , 1) + ( Hzz , 1) J Hzz
x
2

2
-
1
6

, 1 +

  Hzz
1
3
- x

2
, 1 J( I - CJ)

- 1
Hzz ,

2 - 3x
4

+

  Hzz ,
2- 3x
4 ( I + JC)

- 1
J Hzz

1
3 - x

2
, 1 + Hzz

x
2 , 1 J( Hzz , 1) +

  (Hzz, 1) J Hzz
x
2 , 1 + Hzz

2
3 , 1 J( I - CJ)

- 1
Hzz ,

2 - 3x
4 +

  Hzz ,
2- 3x
4 ( I + JC)

- 1
J Hzz

2
3 , 1 -

2
3 ( Hzz, 1)J ( Hzz , 1) =
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  O( h
2
j ) G3+ Hzz

x
2
, 1 J ( Hzz , 1) + ( Hzz , 1) J Hzz

x
2
, 1 +

  Hzz
2
3
, 1 J ( I - CJ )

- 1
Hzz ,

1
2

+ Hzz
2
3
, 1 J ( I - CJ )

- 1
Hzz,

- 3x
4

+

  Hzz
1
2
, 1 ( I + JC)

- 1
J Hzz ,

2
3
, 1 + Hzz ,

- 3x
4

( I + JC)
- 1
J Hzz ,

2
3
, 1 -

  1
3
( Hzz, 1) J ( Hzz , 1) -

1
3
( Hzz , 1) J (Hzz, 1) =

  O( h
2
j ) G3+ Hzz

x
2
, 1 JC( I + JC)

- 1
J( Hzz , 1) +

  (Hzz, 1) J ( I - CJ)
- 1
(- CJ ) Hzz

x
2
, 1 +

  Hzz
1
3
, 1 J ( I - CJ )

- 1
CJ( Hzz , 1) +

1
3
( Hzz , 1) (- JC) ( I + JC)

- 1
J( Hzz , 1) =

  O( h
2
j ) G4+

1
3
( Hzz , 1) J( ( I - JC)

- 1
C - C( I + JC)

- 1
) J( Hzz, 1) =

  O( h
2
j ) G4 +

1
3 (Hzz , 1) J( I - JC)

- 1
( C( I + JC) - ( I - CJ) C) ( I + JC)

- 1
J (Hzz , 1) =

  O( h
2
j ) G4+

h
2
j

6
( Hzz , 1) J( I - CJ )

- 1
C1JC1( I + JC)

- 1
J ( Hzz , 1) = O( h

2
j ) G5# ( 20)

同理可得

B1JD1J( I - CJ)
- 1
E1- E1( I + JC)

- 1
JD1JB1+ F1JD1J ( I - CJ)

- 1
A1-

  A1( I + JC)
- 1
JD1JF1 + A1( I + JC)

- 1
JD1JB1-

  B1JD1J( I - CJ) A1 = O( hj ) G6# ( 21)

由式( 18)、式( 20)、式( 21) ,得

  NJN
T
= MJM

T
+ O( ( hj )

4
) Q# ( 22)

故

  
5Zj

5Zj- 1

T

J
5Zj

5Z j- 1
= J + O( h )

4
S# ( 23)

综上所述,由引理 1、2,我们已证明了下面的定理 3# 

定理 3  连续二次有限元法是 3阶的拟辛算法对一般的Hamilton系统,即

  
5Zj

5Zj- 1

T

J
5Zj

5Z j- 1
= J + O( h

4
) S ,

有4阶精度,且保持能量守恒# 

类似地,对线性的Hamilton系统有 Hzz = L, 由式( 18)可证明

  NJN
T
= MJM

T# ( 24)

即对线性Hamilton系统二次元是辛格式,且保持能量守恒# 

4  Hamilton系统的连续有限元法的数值实验

利用连续二次元求解非线性Huygens振子

  H = p
2
- q

2
+ p

4
, ( 25)

对应正则方程

  pc = 2q - 4q3, qc = 2p ; p 0 = 0, q 0 = 1. 1# ( 26)
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图 1  二次元,前、中、后 1 000个点的相空间 ( p , q )  图 2 二次元法, h = 0. 2, K = 106, 能量误

轨道图 ( h = 0. 1, K = 107, T = [ 0, 106 ] ) 差曲线和相空间 ( p , q) 曲线图

  图 3  4阶辛格式, h = 0. 2, K = 106, 最后     图 4  4阶辛格式, h = 0. 2, K = 106, 能

和中间 1 000个点的能量误差图 量误差和相空间 ( p , q ) 曲线图

从图 1可看出连续二次有限元法能长时间的保持非线性Huygens振子的轨道稳定性# 

在图2至图4中分别用二次元和4阶辛格式[ 1]求解此系统,其中积分步数 K = 106,步长 h

= 0. 2,积分区间 T = hK ,能量误差 e = Hh - H# 

从以上各图可看出:当 T = 2 @ 105, h = 0. 2, 用二次元计算的能量误差仅有 10- 14,且相空

间轨道保持不变# 二次元法是拟辛算法,当积分步长较大时, 能较长时间保持非线性Hamilton

系统相空间轨道稳定性和能长时间保持能量守恒;当步长 h = 0. 2时, 4阶辛格式在节点的能

量误差相对较大,在 0~ 10
- 3
之间周期摆动# 

考虑A2B型分子反应系统的Hamilton函数
[ 11]

H ( p , q) = 2p
2
1+ p

2
2+ 5P

2
(D

2
- 5D + 6. 5) + 4D

- 1
+ 0. 5P

2
( | q2 | - 1. 5)

2
+ | q 2 |

- 1
,

D = ( q
2
1+ q

2
2)
1/ 2# 

经典轨迹的正则方程
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  图 5 线性元, h = 0. 01, K = 2 @ 105, 最后

1 000个点的运动轨迹和能量曲线图

dp 1
dt = -

5H
5 q1,

dp 2
dt = -

5H
5 q2,

dq1
dt =

5H
5p 1,

dp 2
dt =

5H
5p 2# 

( 27)

初始条件

q 1(0) = 3, q 2( 0) = 3/ 2, p 1 = 0, p 2 = 0# 

取步长 h = 0. 01,时间单位= 4. 45 @ 10- 14s,

分别采用一次元、二次元、4 阶辛格式[ 10]法计算

A2B型分子反映系统在分子平面上的运动轨迹和

总能量误差 e = Hh - H# 

从图 5至图 7可见, 在较长时间, 步长 h =

0101较大时,连续有限元法能较好的保持 A2B型

微观反映系统经典运动轨迹, 能量误差仅为

10- 9,且能量能保持守恒# 这为分子动力学的数值计算提供一种较好的方法# 由 4阶辛格式

计算出的能量误差相对较大, 在0~ 10
- 3
之间周期摆动# 

  图 6  二次元, h = 0. 01, K = 108 , 最后 1 000  图 7 4阶辛格式, h = 0. 01, K = 108 , 最后

个点的运动轨迹和能量误差图 1 000个点的运动轨迹和能量误差图

5  结   论

从上面的分析和数值实验我们可得出连续有限元算法的主要特点:线性元和二次元分别

是2阶和3阶的拟辛格式对一般的 Hamilton系统,且保持能量守恒# 对线性系统, 连续有限元

法是辛格式,且保持能量守恒# 用连续有限元法求解Hamilton系统也有较好的效果# 
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Continuous Finite Element Methods of Hamilton Systems

TANG Qiong1, 2,  CHEN Chuan-miao1

( 1. College of Mathem atics and Com puter Scien ce , Hun an Normal Univer sity ,

Changsha 410081, P . R . China ;

( 2. Departm ent of Informa tion and Com puting Scien ce , Hun an Univ er sity of Technolo gy ,

Zhuzhou , Hunan 412008, P . R . China )

Abstract: By applying the continuous finite element methods of ordinary differential equations, the

linear element methods are proved have pseudo- symplectic scheme of order 2 and the quadratic ele-

ment methods have pseudo-symplectic scheme of order 3 respectively for general Hamiltonian sys-

tems, as well as energy conservative. The finite element methods are proved to be symplectic as well

as energy conservative for linear Hamiltonian systems. The numerical results are in agreement with

theory.

Key words: Hamiltonian system; continuous finite element method; pseudo-symplectic; energy con-

servation
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