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摘要:  将一个各向异性液体-多孔饱和介质的弹性动力分析,归结为一个横观各向同性液体-多孔

饱和介质在机械荷载作用下的变形问题# 自然界中有些物理问题,仅在一个方向发生变形, 例如,

与变形结构和变形柱有关的问题# 土力学中, 通常假设只有竖向沉降, 从而归结为一维多孔弹性

模型# 采用各向异性液体-多孔饱和介质的一维变形模型, 研究了在不同时间和距离下扰动的变

化# 给出了在不同类型荷载作用下,介质的各向异性对位移分布和应力分布的影响# 

关  键  词:  弹性动力学;  各向异性;  液体-多孔饱和介质;  Laplace变换;  集中脉冲荷载

中图分类号:  O343. 6; O357. 3; P315    文献标识码:  A

引   言

液体-多孔饱和介质中各种现象的研究,因其在各种工程领域(如土动力学、地球物理学、

地震工程,等)中的重要作用, 而受到越来越多的关注# 许多作者对这类介质,在不同领域中的

许多结论和应用作了大量研究# 例如, Armero 和Callari[ 1] , Fellah和Depollier[ 2] , Tajjudin和 Red-

dy
[ 3]

, Schanz和 Pryl
[ 4]

, Tajjudin和 Reddy
[ 5]

, Santos, Ravazzoli和 Geiser
[ 6]

, Tajjudin和 Shah
[ 7]

, S. L .

Shen, L. Z. Chen和 E. Pan[ 8] ,等# 

地质材料, 例如海底,通常被看成是各向异性的# 因为当部分材料熔化以后再结晶, 成为

各向异性的隆起# Sharma和 Gogna
[ 9]
研究了各向异性液体-多孔饱和固体中波的传播# Sun,

Bank-s Lee和 Peng[ 10]讨论了各向异性周期性层状流体-多孔饱和介质中波的传播# Dey 和

Sarkar[ 11]对受初应力作用的各向异性多孔介质中的扭转表面波进行了研究# Altay 和 Dokme-

ci
[ 12]
讨论了各向异性多孔介质运动的控制方程# He和 Huang

[ 13]
利用连续介质力学和空间平

均方法,导出了横观各向同性液体-饱和多孔弹性介质的基本方程# 

对自然界中的某些物理问题, 采用一维近似是恰当的# 然而,另外有一些类型的问题,无

法获得它们的一般解,需要采用一维近似,获得一个简化的模型, 又减少参数的数量# 因为一
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维形式的解有助于进一步给出一般解, 或者显示出该问题的某些重要特征# 因此,采用一维近

似是适当的, 很多作者已经用一维近似研究了各种多孔弹性介质问题# Vgenopoulou 和

Beskos[ 14]研究了多孔弹性土柱的一维动力学问题以及土力学中的钻孔问题# Cui等人[ 15]观察

了材料的各向异性对横观各向同性材料一维固结问题的影响# Schanz和 Cheng[ 16]讨论了一维

多孔弹性柱中瞬态波的传播# Schanz和Cheng[ 17]研究了一维多孔粘弹性柱中动荷载的响应# 

Stover, Ge和 Screaton[ 18]用一维分析方法, 讨论了多孔塑性和粘性固结问题# Zhang, Roegiers和

Bai
[ 19]
给出了双孔隙率、非等温、一维固结问题的弹塑性分析# 

本文讨论一个各向异性液体-多孔饱和介质的变形问题的一维近似解, 给出材料各向异

性、时间、到荷载作用点距离以及扰动源对该问题的影响# 应用 Laplace变换来求解该问题的

近似特征值,利用数值反演技术进行 Laplace 逆变换# 分析了横观各向同性液体-多孔饱和介

质,在脉冲荷载或连续荷载作用下的位移和应力# 给出了一个各向异性多孔弹性介质特定模

型的结果,并通过图形进行了讨论# 

1  基 本方 程

Biot[ 20]给出了如下不计体力、无耗散的、液体-多孔饱和介质的运动方程:

  Rij , j =
52

5 t2
( Q11ui + Q12Ui ) , ( 1)

  R, i =
52

5 t2
( Q12u i + Q22Ui ) ,   i , j = 1, 2, 3, ( 2)

其中 Rij 为固体中的应力分量, R= - BP 为液体中的应力( P为流体中的压力, B为孔隙率) ; ui、

Ui ( i = 1, 2, 3) 分别为夺孔介质中固体部分、液体部分中的位移矢量分量; Q11、Q12、Q22 为动力

系数,它们与固体质量密度 Qs 和流体质量密度 Qf有如下关系:

  Q11+ Q12 = (1- B) Qs, Q12+ Q22 = BQf, ( 3)

从而,整体材料的质量密度为

  Q= Q11+ 2Q12+ Q22 = Qs+ B( Qf - Qs )# ( 4)

Biot
[ 21]
给出了关于 z 轴对称的,横观各向同性液体-多孔饱和固体的应力-应变关系

  

R11 = 2Ne11+ A ( e11 + e22) + Fe33+ ME,

R22 = 2Ne22+ A ( e11 + e22) + Fe33+ ME,

R33 = Ce33+ F ( e11+ e22) + QE,

R23 = Le23, R13 = Le13, R12 = Le12,

R = M( e11+ e22) + Qe33+ RE,

( 5)

其中

  eij =

5u i

5xj
,   当 i = j ,

5u i

5xj
+

5 uj
5x i

,   当 i X j ,

E=
5U1

5x +
5 U2

5y +
5U3

5z , ( 6)

A、N、F、M、C、Q、L 和R为横观各向同性液体-多孔饱和固体的弹性常数# 这些弹性常数可以

通过如下关系

  F = A, M = Q, L = N , C = A + 2N , ( 7)

退化为各向同性液体-多孔饱和固体的弹性常数# 
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将方程( 5)和( 6)代入方程( 1)和( 2) ,可得到横观各向同性液体-多孔饱和固体以分量形式

给出的场方程

  

( A + 2N )
52

u

5 x2
+ N

52u
5y 2 + L

52
u

5z 2
+ (A + N)

52
v

5x5y + ( F + L )
52

w
5x5z +

  M
52

U
5x 2 +

52V
5x5y +

52
W

5x5z =
52

5t 2
( Q11u + Q12U) ,

M
52

u

5x 2 +
52

v
5x5y + Q

52
w

5x5z + R
52 U
5x 2 +

52V
5x5y +

52
W

5x5z =
52

5t 2
( Q12u + Q22 U) ,

N
52v
5x 2 + (A + 2N )

52v
5y 2 + L

52
v

5z 2
+ (A + N )

52
u

5x5y + ( F + L )
52w
5y5z +

  M
52

U
5x5y +

52
V

5y 2 +
52

W
5y5z =

52

5t 2
( Q11 v + Q12V) ,

M
52u
5x5y +

52
v

5y 2 + Q
52w
5y5z + R

52
U

5x5y +
52

V

5y 2 +
52

W
5y5z =

52

5 t2
( Q12v + Q22V) ,

L
52

w

5x 2 +
52
w

5y 2 + C
52w
5z 2

+ ( F+ L )
52u
5x5z +

52
v

5 y5z +

  Q
52

U
5x5 z +

52V
5y5z +

52
W

5z 2
=

52

5t 2
( Q11w + Q12W) ,

M
52

u
5x5z +

52 v
5y5z + Q

52
w

5z 2
+ R

52
U

5x5z +
52

V
5y5z +

52
W

5z 2
=

52

5t 2
( Q12w + Q22W) ,

( 8)

其中 ( u1, u2, u3) = ( u, v, w ) 和( U1, U2, U3) = ( U, V, W) 分别表示多孔介质体固体部分和液

体部分的位移分量# 

2  数 学描 述

考虑一无限大,关于 z 轴对称的,均匀的横观各向同性的液体- 多孔饱和介质, z 轴方向取

为竖直向下# 研究一维柱中的扰动, 柱中固体部分和流体部分的运动均限于竖直方向,即沿 z

轴方向# 荷载为时间 t的函数,作用在无限大介质内部的某些点上,并将该点取为原点, 即力

沿 z 轴作用在直角坐标系的原点# 

3  方程的求解

一维形式的场方程( 8)成为

  

C
52w
5z 2

+ Q
52W
5z 2

=
52

5t 2
( Q11w + Q12W) ,

Q
52

w

5z 2
+ R

52W
5z 2

=
52

5t 2
( Q12w + Q22W)# 

( 9)

为了将场方程( 9)化为无量纲形式,我们取一具有长度量纲的量 h, 并如下定义无量纲

量:

  wc=
w
h
, Wc=

W
h
, zc=

z
h
, tc= Xt , R

c
zz =

Rzz
C

, Rc=
R
C

, ( 10)

其中 X为角频率# 将式( 10)中的量代入方程( 9) ,省去字母的撇号/c0, 得到
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52
w

5 z2
+ a

2 52W
5z 2

= A11
52w
5 t 2

+ A12
52

W
5t 2

,

a
2 52

w

5z2
+ b

2 52
W

5z2
= A12

52
w

5t 2
+ A22

52W
5 t2

,

( 11)

其中

  
a
2
=

Q
C
, b

2
=

R
C

, A11 = H 0R11, A12 = H 0R 12, A22 = H0R22,

H 0 =
h
2
X
2
Q

C
, R 11 =

Q11
Q
, R12 =

Q12
Q
, R22 =

Q22
Q

# 
( 12)

在方程( 11)中,定义关于 t 的 Laplace变换

  �w ( z , p ) , �W ( z , p ) = Q
]

0
w ( z , t ) , W( z , t ) e

- p t
dt , ( 13)

从而得到一组包含两个齐次方程的方程组,记作

  A0 &Y+ B0Y = 0, ( 14)

其中

  
Y = [ �w , �W]

T
, A0 =

1 a
2

a
2

b
2

, B0 = -
d11 d12

d12 d22
,

d11 = A11p
2
, d12 = A12p

2
, d22 = A22p

2
,

( 15)

式中字母上的点/ #0,表示对 z 的导数# 为了求解该方程组,设

  Y( z , p ) = X( p ) ek z# ( 16)

将式( 16)代入式( 14) , 得到特征方程

  det( k
2
A0+ B0) = 0, ( 17)

简化后得

  ( b
2
- a

4
) k

4
- ( d11 b

2
+ d 22- 2d12a

2
) k

2
+ ( d 11d22 - d

2
12) = 0# ( 18)

方程( 18)是关于 k
2
的二次方程,可求解得

  k
2
1 =

- A 1+ A
2
1- 4A 2

2
, k

2
2 =

- A 1 - A
2
1- 4A 2

2
, ( 19)

其中

  A 1 = -
d11 b

2
+ d22 - 2d12a

2

b
2
- a

4 , A 2 =
d11d22- d

2
12

b
2
- a

4 # ( 20)

与特征值 ? k 1和 ? k 2相关的特征向量为

  
X

T
i = [ 1  mi ] ,    k = ki ; i = 1, 2,

X
T
i+ 2 = [ 1  mi ] ,   k = - ki ; i = 1, 2,

( 21)

其中

  mi =
d 11- k

2
i

k
2
ia

2
- d12

=
d12- k

2
ia

2

k
2
ib

2
- d 22

,   i = 1, 2# ( 22)

变换域内横观各向同性液体-多孔饱和介质中一维问题的一般解可写为

  Y( z , p ) = B1X1e
k
1
z
+ B2X2e

k
2
z
+ B 3X3e

- k
1
z
+ B4X4e

- k
2
z
, ( 23)

其中 Bi ( i = 1, 2, 3, 4) 为任意常数,可由边界条件确定# 

通过式( 10)、式( 12)和式( 13) ,得到式( 5)和式( 6)的一维无量纲变换式, 并利用式( 23)得

到所考虑介质在变换域中的位移分量和应力分量:
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当 z \ 0

  

�w = B3e
- k

1
z
+ B4e

- k
2
z
, �W = m1B 3e

- k
1
z
+ m2B4e

- k
2
z
,

�R33 = - (1+ a
2
m1) k1B3e

- k
1
z
- (1 + a

2
m 2) k 2B4e

- k
2
z
,

�R = - ( a
2
+ b

2
m1) k 1B3e

- k
1
z
- ( a

2
+ b

2
m2) k2B 4e

- k
2
z# 

( 24)

当 z [ 0

  

�w = B1e
k
1
z
+ B 1e

k
2
z
, �W = m1B1e

k
1
z
+ m2B2e

k
2
z
,

�R33 = (1+ a
2
m1) k 1B1e

k
1
z
+ (1 + a

2
m2) k 2B2e

k
2
z
,

�R = ( a
2
+ b

2
m1) k1B 1e

k
1
z
+ ( a

2
+ b

2
m2) k2B 2e

k
2
z# 

( 25)

4  边 界条 件

设荷载 f ( t ) 作用在坐标系原点,于是本问题 z = 0处的边界条件为

  
w (0

+
, t ) - w (0

-
, t ) = 0, W(0

+
, t ) - W(0

-
, t ) = 0,

R33(0
+
, t ) - R33(0

-
, t ) = - f ( t ) , R(0+ , t ) - R(0- , t ) = f ( t )# 

( 26)

利用式( 10)、式( 12)和式( 13) , 边界条件( 26)变换为(省去字母的撇号/c0)

  
�w (0+ , p ) - �w (0- , p ) = 0, �W (0+ , p ) - �W(0- , p ) = 0,

�R33(0
+
, p ) - �R33(0

-
, p ) = -

�f ( p )
C

, �R(0
+
, p ) - �R(0

-
, p ) =

�f ( p )
C

# 
( 27)

将由式( 24)和式( 25)给出的变换后的位移和应力,代入变换后的边界条件( 27) ,得到由包

含4个未知数 B1、B2、B3、B4的 4个方程构成的方程组,并解得

  
B1 = -

( a
2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
)m 2

2k1$
�f ( p )
C

= B 3,

B2 =
( a

2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
) m1

2k2$
�f ( p )
C

= B 4,

( 28)

其中   $ = ( b
2
- a

4
) (m2 - m1)# 

因此,借助式( 28) , 方程组( 24)和方程组( 25)给出了在变换域中,无限横观各向同性液体-

多孔饱和介质在任意荷载作用下, 一维柱问题的位移分量和应力分量# 对它进行逆变换,给出

了物理域中的位移和应力# Laplace逆变换将通过数值方法进行,将在下节介绍# 

5  Laplace逆变换

Laplace变换场是 z 的函数,是变换参数 p 的函数, 因此可表示成�<( z , p )# 若固定 z 值,在

函数�<( z , p ) 表达式(24) 和式(25) 中又可以看作某函数 g ( t ) 的 Laplace 变换 �g ( p )# 按照

Honig 和Hirdes[ 22]的做法, Laplace 变换函数 �g ( p ) 可以如下反演得到# 

函数 g( t ) 如下求得

  g( t ) =
1

2PiQ
S+ i ]

S- i ]
ep t�g ( p )dp , ( 29)

其中 S 是一个任意实数,它大于所有单个 �g ( p ) 的实部# 取 p = S + iy , 得到

  g( t ) =
eSt

2PiQ
]

- ]
eity�g ( S + iy )dy# ( 30)

现取 e- St
g ( t ) 为 h( t ) ,并在[ 0, 2l ] 上展开为Fourier 级数,得到近似表达式

  g( t ) = g ] ( t ) + E D, ( 31)
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其中

  
g ] ( t ) =

S0

2
+ 6

]

j = 1

S j ,   0 [ t [ 2l ,

Sj =
eSt

l
Re eijPt/ l�g S +

ijP
l

,

( 32)

ED 为离散误差, 可通过选择足够大的 S ,使 E D变得任意小# 

由于无穷级数( 32)可以仅取有限项( J 项)相加,这样得到 g( t ) 的近似值为

  gJ ( t ) =
S 0

2
+ 6

J

j= 1

Sj ,   0 [ t [ 2l# ( 33)

在利用上式估计 g( t ) 时,我们引入截断误差 ET, 将它加入离散误差构成总近似误差# 利

用/ Korrecktur法0减小离散误差,同时利用/ :- 算法0来减少截断误差,从而加快收敛速度# 

根据Honig 和Hirdes的文献[ 22] , Korrecktur 法对函数 g( t ) 的估计式为

  g( t ) = g ] ( t ) - e- 2Sl
g ] (2l + t ) + E

c
D,

其中

  | E
c
D | n | E D | # 

因此 g( t ) 的似近值变为

  gJ
j
( t ) = gJ( t ) - e- 2Sl

gJc(2l + t ) , ( 34)

其中 Jc为整数,且 Jc < J# 

下面将介绍 :- 算法,利用该算法可使级数(33) 收敛加速# 设 J 为自然数, sm = E
m

j= 1S j

为方程(33) 部分和序列# 定义 :- 序列为

  : 0, m = 0, : 1, m = sm ,

  : n+ 1, m = : n- 1, m+ 1 +
1

:n, m+ 1 + : n, m
,   n, m = 1, 2, 3, ,

序列 : 1, 1, : 3, 1, ,, :J , 1收敛于 g( t ) + ED- S0/ 2,其收敛速度快于部分和序列 sm( m = 1, 2,

3, ,)# 实际上,式(34) 的 Laplace逆变换和 :- 算法同时进行# 根据Honig 和Hirdes[ 22]提出的

判据来选定 S 和 l 的值# 

利用这一数值反演技术, 数值地确定物理域中的位移分量和应力分量# 

6  应   用

为了直观地说明该方法的应用及其解,我们考虑两种不同类型的荷载:

情况( � )  脉冲荷载作用,即 f ( t ) = F0D( t ) ,其中 D( t ) 为DiracD函数, F0为力的大小# 

设 F
c
0 = F 0/ C , 略去撇号/c0后,式( 28)变成

  
B1 = -

( a
2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
)m 2

2k1$
F0 = B 3,

B2 =
( a

2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
) m1

2k2$
F 0 = B4# 

( 35)

因此,利用上式后,公式( 24)和公式( 25)表示了变换域中脉冲荷载作用下的位移分量和应

力分量# 

情况( � )  连续荷载作用,即 f ( t ) = F0H( t ) ,其中H( t )为Heaviside单位阶梯函数, F0为

力的大小# 设 F
c
0 = F0/ C, 略去撇号/c0后, ( 28)式变为
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B1 = -

( a
2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
)m 2

2k1$
F 0

p
= B3,

B2 =
( a

2
+ 1) + ( a

2
+ b

2
) m1

2k2$
F 0

p
= B4# 

( 36)

因此,利用上式,公式( 24)和公式( 25)就表示了变换域中连续荷载作用下的位移分量和应

力分量# 

7  数值结果和讨论

对一个特定模型,利用上述数值反演技术,再分别计算多孔介质体的固体部分、液体部分

的位移分量和应力分量# 该模型中的弹性常数取为

  A = 0. 443 @ 1010N/m2
, F = f 0A , Q = 0. 074 3 @ 1010N/m2

, M = m0Q,

  N = 0. 276 5 @ 1010 N/ m2
, L = l 0N, R = 0. 032 6 @ 1010 N/m2

, C = F + 2L# 

当取 f 0 = m0 = l 0 = 1. 0时,上述弹性常数变成了各向同性的媒油-饱和砂岩的弹性常数

(见 Fatt, 1959)# 

动力系数取为

Q11 = 1. 926 @ 103 kg/ m3
, Q12 = - 0. 002 14 @ 103 kg/ m3

, Q22 = 0. 215 34 @ 103 kg/ m3
,

孔隙率取 B= 0. 26# 再设

  h
2
X
2
Q

C
= 1. 0,

F 0

C
= 1. 0# 

若取 f 0 = 1. 5, m0 = 1. 2, l 0 = 2. 0, 按各向异性体进行数值计算,当然也可以取其它值# 

针对横观各向同性液体-多孔饱和固体以及各向同性液体-多孔饱和固体两种介质情况,

对不同时间值,即 t = 0. 1, t = 0. 2, t = 0. 5,相对于深度 z 进行扰动计算# 图 1至图 4显示了

脉冲荷载作用时(即情况( � ) )的结果,图 5至图 8显示了连续荷载作用(即情况( � ) )的结果

# 

    图 1  脉冲荷载作用时固体              图 2 脉冲荷载作用时流体

部分位移 w 的分布 部分位移 W的分布

我们发现, 两种情况下,在最小深度 z = 0, t 也取最小值时, 位移和应力的绝对值最大# 

这说明,荷载刚加载时,冲击也最大# 随着时间的推移,位移和应力逐渐减小,并且伴随振荡,
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最终趋于 0# 随着深度的增加,即到荷载作用点距离的增加, 所有分布曲线趋于无扰动,并最

终变为0# 这意味着,位移曲线和应力曲线满足辐射条件( radiation conditions)# 

比较两种情况下材料各向异性的影响,是位移和应力数量级的增大或减小,但增减幅度很

小# 然而脉冲荷载作用时对应力分布的影响较为显著# 

      图 3  脉冲荷载作用时固体            图 4 脉冲荷载作用时流体

部分应力 Rzz 的分布 部分应力R 的分布

     图 5  连续荷载作用时固体             图 6 连续荷载作用时流体

部分位移 w 的分布 部分位移 W的分布

比较两种情况下位移和应力的数量级,它们通常处于相同的值域范围# 在两种情况下,流

体部分中的位移比对应固体部分中的位移大得多,即, 介质中流体部分的扰动比固体部分的扰

动大得多# 

8  结   论

本文分析了横观各向同性液体-多孔饱和介质,在脉冲荷载或连续荷载作用下的一维变形

问题# 得到如下结论: 介质中产生的扰动受到介质的各向异性、时间、离荷载作用点的距离

以及荷载性质的影响# 曲线的走向显示了液体-多孔饱和介质的性质,并满足问题所要求的条

件# 
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      图 7  连续荷载作用时固体            图 8 连续荷载作用时流体

部分应力 Rzz 的分布 部分应力R 的分布
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Elastodynamic Analysis of an Anisotropic Liquid-Saturated

Porous Medium Due to Mechanical Sources
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( 1. Depa rtm ent of Mathema tics , Kurukshetra Univer sity , Kurukshetr a-136 119, India ;

2. Depar tm ent of Ma thematics , Guru Jam bheshwa r Univer sity of Scien ce an d Technology ,

Hisar-125 001, In dia ;

3. Depar tment of Mathema tics , Mahar shi Dayanand Univer sity , Rohtak-124 001, India )

Abstract: Elastodynamic analysis of an anisotropic liquid- saturated porous medium has been made to

study a deformation problem of a transversely isotropic liquid- saturated porous medium due to me-

chanical sources. Certain physical problems are of the nature, in which the deformation takes place

only in one direction, e. g. , the problem relating to deformed structures and columns. In soil mechan-

ics, assumption of only vertical subsidence is often invoked and this leads to the one dimensional

model of poroelasticity. By considering a model of one-dimensional deformation of anisotropic liquid-

saturated porous medium, the variations in disturbances were observed with reference to time and

distance. The distribution of displacements and stresses are affected due to anisotropy of themedium,

and also due to the type of sources causing the disturbances.

Key words: elastodynamic; anisotropic; liquid- saturated porous; Laplace transform; impulsive and

concentrated source
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