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摘要:  将 Faltinsen等提出的多维模态理论应用到求解圆柱贮箱液体非线性晃动问题中# 根据

Narimanov-Moiseiev的三阶渐近假设关系, 通过选取主导模态以及确定它们的阶次关系, 将一般形式

的无穷维模态系统降为五维渐近模态系统,即描述自由液面波高的广义坐标之间相互耦合的二阶

非线性常微分方程组# 通过对这个模态系统的数值积分, 得到了与以前的理论分析和实验结果相

吻合的非线性现象# 研究结果表明,多维模态方法是用来求解液体非线性晃动动力学的一个很好

的工具# 在我们的下一步工作中,将继续发展这种方法,用来研究更为复杂的晃动问题# 
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引   言

部分充于光滑运动贮箱中的液体将相对于其平衡自由液面做大幅波运动,即液体晃动# 

在这种情况下, 工程中常用的刚化液体模型和线性晃动理论[ 1]都将不再适用# 已有很多研究

者采用数值模拟的方法来分析贮箱中的液体运动,包括 FDM
[ 2]
、FEM

[ 3- 4]
、BEM

[ 5]
、ALE

[ 6-8]
等# 

虽然数值方法在处理诸如大幅晃动、碎浪等解析方法难以处理的问题时非常有效,但是由于它

们不能进行长时间的模拟以及不能用来描述液体稳态波行为,因此虽然烦琐并且只能针对一

些简单形状贮箱,但是发展解析或半解析的模态方法还是必要的# 

液体非线性晃动的模态方法都是将未知的自由液面波高函数和液体速度势函数通过固有

模态展开为广义 Fourier 级数,然后将它们代入到原始的自由边界值问题或其等价变分问题

中,得到广义坐标相互耦合的无穷维数非线性常微分方程组,即模态系统# Narimanov[ 9]大概是

第一个用来研究如何得到模态系统的人,他假设主导模态和次模态之间为三阶渐近关系,这与

后来Moiseiev[ 10]提出的理论一致# 文献[ 11]至文献[ 13]在他们的研究中应用了Narimanov-Mo-i

seiev三阶渐近假设, 所得结果与实验吻合得非常好# 另外一个得到模态系统的方法是由

Miles[ 14- 15]提出的平均化方法,其基于压力积分变分原理# 与 Narimanov-Moiseiev的渐近假设不
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同,这种方法只考虑主导模态的作用,将渐近模态系统降为主导模态慢变系数相耦合的Hami-l

ton系统# 

但是上面这些方法要么需要大量烦琐的公式推导(随模态维数的增加而成指数增长) ,要

么在某些情况下不能用来解释实验中观察到的非线性现象(由于忽略了次模态的影响)# 最

近, Faltinsen以及他的合作者[ 16- 17]提出了多维模态方法, 用来分析二维和三维矩形贮箱中的液

体非线性晃动问题# 在我们看来, 这种方法是到目前为止用来求解液体非线性晃动动力学最

好的工具,可看作是数值方法和低维模态方法之间的桥梁# 

在这篇文章中, 我们首次将多维模态方法应用到圆柱贮箱液体非线性晃动问题中# 相对

于矩形贮箱,关于圆柱贮箱液体非线性晃动的理论研究非常有限# 其中一个原因是对于圆柱

贮箱,固有晃动模态为 Bessel函数,与矩形贮箱的三角函数相比,其公式推导要烦琐得多# 

1  一般形式模态系统

1. 1  问题描述

我们考虑刚性运动贮箱中无粘、无旋、不可压液体的波运动# 令 OcX YZ 为绝对坐标系,

Oxyz 为与贮箱固连的运动坐标系且其Oxy 平面与未扰动自由液面相互重合, 原点 O位于贮箱

中心# Oxyz 系相对OcXYZ系以速度 v0( t ) = ( v01, v02, v03)、角速度 X( t ) = ( X1, X2, X3) 运动,

则描述箱中液体非线性晃动的自由边界值问题为

  ¨2 5 = 0,   V( t ) 中, ( 1)

  5 5
5T = v0#T+ ( X @ r) #T,   2( t ) 上, ( 2)

  5 5
5T = v0#T+ ( X @ r) #T+

Gt

1 + G2x + G2y
,   S( t ) 上, ( 3)

  5 5
5t

+
1
2

( ¨5)
2
- ¨5#( v0+ X @ r) + U = 0,   S( t ) 上, ( 4)

  QV( t )
dV = const, ( 5)

其中, V( t ) 为液体区域, 2 ( t ) 为与液体接触的贮箱壁表面, S ( t ) 为自由液面, T= ( T1, T2, T3)

为 V( t ) 边界的外法线方向, r 为流体质点相对于O点的位置向量, U( x , y , z , t ) 为重力势能,

5( x , y , z , t ) 为液体绝对速度势, G( x , y , t ) 为自由液面波高函数# 

为了得到上述自由边界值问题的唯一解必须定义初始条件, 它们确定了初始液体形状和

速度势

  G( x , y , t 0) = G0( x , y ) , ( 6)

  5( x , y , z , t 0) = 50( x , y , z ) , ( 7)

其中, G0( x , y ) 和 50( x , y , z ) 为给定函数# 

1. 2  一般形式模态系统

对联合模态方法和压力积分变分原理, Faltinsen等人[ 16]得到了一般形式的模态系统# 然

而,在这里为了描述圆柱贮箱液体晃动的方便,其模态系统须在柱坐标系中表达# 

将初始-边界值问题( 1)至边界值问题( 7)的解表示为:

  5( x , y , z , t ) = v0#r + X# 8 + 6
]

n= 1

Rn( t ) Un( x , y , z ) , ( 8)
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  G( x , y , t ) = 6
]

i= 1

Bi ( t ) Gi ( x , y ) , ( 9)

其中, Un( x , y , z ) 为一满足 Laplace 方程和零值 Neumann 固壁边界条件的完备谐函数系, 而

Gi ( x , y ) 为一满足体积守恒条件QS
0

Gi ( x , y )dS = 0的完备正交函数系, S0 为静止状态液体自

由液面, Bi ( t ) 和 Rn( t ) 称为广义坐标或模态函数, 8 ( x , y , z , t ) 称为Stokes-Zhukovsky势函数,

定义为下列Neumann边界值问题的解:

  ¨2 8 = 0,     V( t ) 中, ( 10)

  5 8
5 T = r @ T,   2( t ) + S ( t ) 上# ( 11)

则模态函数 Bi ( t ) 和 Rn( t ) 相互耦合的无穷维非线性常微分方程组,即模态系统为

  ÛA n - 6
k

A nkRk = 0,   n = 1, 2, ,, ( 12)

  6
n

ÛRn
5A n

5Bi
+

1
2 6n

6
k

RnRk
5A nk

5Bi
+ X1

5 V 1
5Bi

+ X2
5 V 2
5Bi

+ X3
5 V3
5Bi

+

    ÛX1
5 C1
5Bi

+ ÛX2
5C2
5Bi

+ ÛX3
5C3
5Bi

+ (Ûv 01- g1+ X2v03- X3v02) Ki1+

    ( Ûv02- g2+ X3 v01- X1v 03) Ki2+ ( Ûv 03- g3+ X1v02- X2v01) Ki3Bi -

    d
dt

X1
5 V 1
5Bi

+ X2
5 V2
5Bi

+ X3
5 V3
5Bi

-
1
2 X

2
1
5J 11
5Bi

-
1
2 X

2
2
5J 22
5Bi

-

    1
2 X

2
3
5J 33
5Bi

- X1 X2
5J 12
5Bi

- X1X3
5J 13
5Bi

- X2 X3
5J 23
5Bi

= 0,   i = 1, 2, ,, ( 13)

其中, g = ( g1, g2, g3) 为重力加速度向量# 

为了描述圆柱贮箱中的液体晃动问题,定义与 Oxyz 系固连的圆柱坐标系OrHz , 在此坐标

系下,方程( 12)和方程( 13)中的系数表达式如下:

  

A n = QQV( t)
UndV, Ank = QQV( t)

¨Un#¨UkdV,

Ki 1 = QQS
0

r cosHGidS , Ki2 = QQS
0

r sinHGidS, Ki3 = QQS
0

G2idS,

Vi = QQV( t )

5 8 i

5 t
dV, Ci = QQV( t )

8 idV, Jij = QQS+ 2
8 i

5 8j

5TdS ,

( 14)

其中 Q为液体密度# 所有这些系数在 V( t ) 上积分,因而它们仅为 Bi ( t ) 的函数# 

1. 3  固有模态

模态 Un( x , y , z ) 和 Gi ( x , y ) 通常选择为下列谱问题的解:

  ¨2 Un = 0,    V0中, ( 15)

  
5Un

5T = 0,     20 上, ( 16)

  
5Un

5T = LnUn ,   S0上, ( 17)

  Gn ( x , y ) = Un( x , y , 0) , ( 18)

其中, V0 为静止状态流体区域, 20为位于静止自由液面下贮箱湿润内壁, 液体晃动固有频率

与特征值的关系为 R2n = Lng# 
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对于半径为 a、平均充液高度为 h的圆柱贮箱,其解为

  Lmn = JmntanhJmnh, ( 19)

  Gmn( r , H) = J mn ( Jmnr)
cos( mH) ,

sin( mH) ,
( 20)

  Umn( r , H, z ) = Jm( Jmnr )
cosh( Jmn( z + h) )

cosh( Jmnh )

cos( mH)

sin( mH)
=

    Gmm( r, H)
cosh( Jmn( z + h) )

cosh( Jmnh)
, ( 21)

其中, Jmn 满足 J
c
m( Jmna) = 0# 

2  自由晃动渐近模态系统

对于液体自由晃动情形, 无穷维模态系统具有下列形式:

  ÛA n - 6
k

A nkRk = 0,   n = 1, 2, ,, ( 22)

  6
n

ÛRn
5A n

5Bi
+

1
2 6n

6
k

RnRk
5A nk

5Bi
+ gKi3Bi = 0,   i = 1, 2, ,, ( 23)

此模态系统将根据Narimanov-Moiseiev 三阶渐近假设降为有限维形式# 

2. 1  主导模态及其阶次关系

根据线性晃动理论,第一阶反对称晃动模态 J 1( J11r ) cosH或J 1( J11r ) sinH在液体运动中为

能量最大模态, 这就意味着对于非线性晃动情形,这两阶模态必为主导模态,根据 Narimanov-

Moiseiev三阶渐近假设,其对应的模态函数满足阶次关系 O( B1) = O( B2) = E
1/ 3

, 其中 E为小

参数# 此外,对于非线性晃动,由于自由液面的非线性耦合, 还将叠加有其它次要模态, 且其

中模态 J 0( J01r )、J 2( J21r ) cos2H和 J 2( J21r ) sin2H为幅值最大模态, 高于其它次要模态至少一

个量级 (但比主模态低一个量级)# 

因而对液体的描述将保留五阶模态(包括两阶主模态和三阶次模态)# 但是可以看出,每

个模态的完整描述需要 3个指标,但是这种指标不适合于后面的理论推导, 因此作下述规定将

它们定义为单指标:

  
G1 = J 1( J1r ) cosH, G2 = J 1( J2r ) sinH, G3 = J 0( J3r ) ,

G4 = J 1( J4r ) cos2H, G5 = J 2( J5r ) sin2H,
( 24)

其中,

J1 = J2 = J11 = 1. 841 2/ a, J3 = J01 = 3. 831 7/ a , J4 = J5 = J21 = 3. 054 2/ a# 

( 25)

它们对应模态函数的阶次关系为:

  O( B1) = O( B2) = E
1/ 3

, O( B3) = O( B4) = O( B5) = E
2/ 3

; ( 26)

忽略阶次高于 E2/ 3 的模态# 

2. 2  渐近模态系统

为了得到渐近模态系统, 首先需要计算系数 Ki3、A n 和A nk# 

通过计算 Kij , 得

  K13 = K23 = QPE 14, K33 = 2QPE 16, K43 = K53 = QPE19, ( 27)

其中系数 E 列于附录# 
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系数 An 和A nk需要在瞬时流体体积V( t ) 上进行积分,因此为了计算方便,将 V( t ) 划分为

静止状态流体体积 V0 和扰动流体体积 VD( t )# 此外, VD( t ) 上的积分可表达为 Bi 的Taylor级

数# 

经过烦琐的计算, A n 展开到关于 Bi 的三阶多项式

A 1

QP
= E 14B1 +

1
2
L1(2E 1B1B3+ E2( B1B4+ B2B5) ) +

1
6
J
2
1
3
4

E 5( B
3
1+ B1B

2
2) +

  3E6B1B
2
3+

3
2 E7( B1B

2
4+ B1B

2
5) + 3E8( B1B3B4+ B2B3B5) , ( 28a)

A 2

QP
= E 14B2 +

1
2
L1(2E 1B2B3+ E2( B1B5- B2B4) ) +

1
6
J21

3
4

E 5( B
3
2+ B21B2) +

  3E6B2B
2
3+

3
2 E7( B2B

2
4+ B2B

2
5) + 3E8( B1B3B5- B2B3B4) , ( 28b)

A 3

QP
= 2E16B3+

1
2
L3( E 1( B

2
1+ B22) + 2E3B

2
3+ E 4( B

2
4+ B25) ) +

1
6
J23 3E3( B

2
1B3+

  B
2
2B3) +

3
2

E 8( B
2
1B4- B

2
2B4+ 2B1B2B5) + 2E9B

3
3+ 3E 10( B3B

2
4+ B3B

2
5) , ( 28c)

A 4

QP
= E 19B4 +

1
2
L4

1
2

E2( B
2
1- B22) + 2E4B3B4 +

1
6
J24

3
2

E7( B
2
1B4+ B22B4) +

  3
2

E 8( B
2
1B3- B22B3) + 3E10B

2
3B4+

3
4

E11( B
3
4+ B4B

2
5) , ( 28d)

A 5

QP
= E 19B5 +

1
2
L4( E2B1B2 + 2E4B3B5) +

1
6
J24

3
2

E 7( B
2
1B5 + B22B5) +

  3E8B1B2B3+ 3E10B
2
3B5+

3
4

E11( B
3
5+ B24B5) , ( 28e)

其中   L1 = L2 = L11, L3 = L01, L4 = L5 = L21# ( 29)

考虑到 6
k

A nkRk 项和 6
n
6

k

RnRk(5A nk / 5Bi ) 项需要计算到关于 Bi 的三阶多项式, 因此将

Ank展开到关于 Bi 的二阶多项式

  A 11 = QP( L1E 14+ H 1B3+ H 2B4+ H 8B
2
1+ H 9B

2
2 +

    H 10B
2
2+ H 11B

2
4+ H 11B

2
5+ H 12B3B4) , ( 30a)

  A 12 = A 21 = QP( H 2B5+ H 13B1B2+ H 12B3B5) , ( 30b)

  A 13 = A 31 = QP( H 3B1+ H 14B1B3+ H 15B1B4 + H 15B2B5) , ( 30c)

  A 14 = A 41 = QP( H 4B1+ H 16B1B3+ H 17B1B4 + H 18B2B5) , ( 30d)

  A 15 = A 51 = QP( H 4B2+ H 17B1B5- H 18B2B4 + H 16B2B3) , ( 30e)

  A 22 = QP( L1E 14+ H 1B3- H 2B4+ H 9B
2
1+ H 8B

2
2 +

    H 10B
2
3+ H 11B

2
4+ H 11B

2
5- H 12B3B4) , ( 30f )

  A 23 = A 32 = QP( H 3B2+ H 15B1B5+ H 14B2B3 - H 15B2B4) , ( 30g)

  A 24 = A 42 = QP(- H4B2- H16B2B3+ H 17B2B4- H 18B1B5) , ( 30h)

  A 25 = A 52 = QP( H 4B1+ H 16B1B3+ H 17B2B5 + H 18B1B4) , ( 30i)

  A 33 = QP(2L3E16+ H 5B3+ H 19B
2
1+ H 19B

2
2+ H 20B

2
3+ H 21B

2
4+ H 21B

2
5) , ( 30j)

  A 34 = A 43 = QP( H 6B4+ H 22B
2
1- H 22B

2
2+ H 23B3B4) , ( 30k)
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  A 35 = A 53 = QP( H 6B5+ 2H 22B1B2 + H 23B3B5) , ( 30l)

  A 44 = QP( L4E 19+ H 7B3+ H 24B
2
1+ H 24B

2
2+ H 25B

2
3+ H 26B

2
4+ H 27B

2
5) , ( 30m)

  A 45 = A 54 = QP( H 28B4B5) , ( 30n)

  A 55 = QP( L4E 19+ H 7B3+ H 24B
2
1+ H 24B

2
2+ H 25B

2
3+ H 27B

2
4+ H 26B

2
5) , ( 30o)

其中系数 H 列于附录# 

为得到 Rn, 我们首先将其表达为如下形式:

  Rn = 6
i

c iÛBi + 6
ij

cij ÛBi Bj + 6
ij k

cijkÛBi Bj Bk# ( 31)

然后利用渐近方法, 将式 ( 31)代入方程( 22) , 通过合并相同项, 便可求出系数 ci、cij 和

cijk# 考虑到最终的模态系统要保留到 O( E) 阶,因此保留 Rn 到O( E) 阶:

  R1 = D1ÛB1 + D4ÛB1B3+ D5B1ÛB3+ D6ÛB1B4+ D7B1ÛB4 + D6ÛB2B5+

     D7B2ÛB5+ D14B
2
1ÛB1+ D15ÛB1B22 + D16B1B2ÛB2, ( 32a)

  R2 = D1ÛB2 + D4ÛB2B3+ D5B2ÛB3+ D6ÛB1B5+ D7B1ÛB5 - D6ÛB2B4-

     D7B2ÛB4+ D14B
2
2ÛB2+ D15ÛB2B21 + D16B1B2ÛB1, ( 32b)

  R3 = D2ÛB3 + D8B1ÛB1+ D8B2ÛB2, ( 32c)

  R4 = D3ÛB4 + D11B1ÛB1- D11B2ÛB2, ( 32d)

  R5 = D3ÛB5 + D11ÛB1B2+ D11B1ÛB2, ( 32e)

其中系数 D 列于附录# 

将式( 27)至式( 32)代入方程( 23)并保留项数至 O( E) 阶, 我们最终得到描述圆柱贮箱液

体自由晃动的二阶非线性常微分方程组,即模态系统:

  &B1+ R
2
1B1+ K1( B1ÛB21+ &B1B21+ B1ÛB22+ B1B2&B2) + K 2( &B1B22+ 2ÛB1ÛB2B2-

    2B1ÛB22- B1B2&B2) + K 3( &B1B4 + ÛB1ÛB4+ &B2B5+ ÛB2ÛB5) -

    K 4( B1&B4+ B2&B5) + K 5( &B1B3+ ÛB1ÛB3) + K 6B1&B3 = 0, ( 33a)

  &B2+ R21B2+ K1( B2ÛB22+ &B2B22+ B2ÛB21+ B1B2&B1) + K 2( &B2B21+ 2ÛB1ÛB2B1-

    2B2ÛB21- B1B2&B1) + K 3( &B1B5 + ÛB1ÛB5- &B2B4- ÛB2ÛB4) +

    K 4( B2&B4- B1&B5) + K 5( &B2B3+ ÛB2ÛB3) + K 6B2&B3 = 0, ( 33b)

  &B3+ R20B3+ K8( ÛB21+ ÛB22) + K 10( B1&B1+ B2&B2) = 0, ( 33c)

  &B4+ R22B4+ K7( ÛB22- ÛB21) + K 9( B2&B2- B1&B1) = 0, ( 33d)

  &B5+ R
2
2B5- 2K 7ÛB1ÛB2- K 9( B2&B1 + B1&B2) = 0, ( 33e)

其中系数 K 列于附录# 

3  数值仿真及讨论

对于线性晃动, 自由液面波高响应为

  G= AJ 1( J11r ) cosHcosR1 t , ( 34)

其中, A 为波高幅值,由初始条件确定# 

对于方程组( 33) ,采用四阶 Runge-Kutta方法进行数值积分,贮箱半径 a = 1 m, 平均充液

深度 h = 1 m, 取初始线性波高作为初始条件:

  B1(0) = A , Bi (0) = 0,  i X 1, ÛBi (0) = 0,  i = 1, ,, 5; ( 35)
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A 分别取为 0. 02 m, 0. 1 m, 0. 4 m# 

  图 1 A = 0. 02 m 时 r = 1, H= 0 处的

自由液面波高响应时间曲线

图 1~ 3为不同初始波高条件下 r = 1, H= 0

处的自由液面线性波高响应和非线性波高响应时

间曲线 # 从图中可见, 当初始波高幅值很小时

( A / h [ 1/ 10) , 根据多维模态方法计算出的波高

响应和线性理论求解结果几乎相同; 而当初始波

高幅值逐渐增大时, 表现出典型的非线性现象:

a) 波峰大于波谷; b) 晃动频率小于线性晃动固

有频率,相同的现象存在于二维矩形贮箱[ 2]# 

图4和图 5表示 A = 0. 02 m 和 A = 0. 4 m

时,半个晃动周期内, H= 0截面在不同时刻的波

形图# 从图中可见, 当初始波高幅值较大时, 由

于发生耗散现象,线性意义下的波节( H= P/ 2) 在非线性晃动波中将不复存在# 此外,不同于

小幅线性晃动, 在这种情况下,液面永远不会达到平面状态# Admire[ 18]采用逐步近似法求解了

任意轴对称形状贮箱液体有限幅自由晃动问题,得出了同样的结论# 

     图 2  同图 1但 A = 0. 1 m             图 3  同图 1但 A = 0. 4 m

    图 4  A = 0. 02 m 时半个晃动周期内         图 5  同图 4但 A = 0. 4 m

H = 0截面不同时刻的波形图
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4  结   论

利用多维模态理论研究了圆柱贮箱液体非线性自由晃动问题,结论如下:

1. 推导出了描述圆柱贮箱液体自由晃动的五维渐近模态系统(包括两阶主模态和三阶次

模态)# 

2. 通过对所得模态系统的数值积分,揭示了重要的非线性现象, 如波高峰值和波相的变

化、耗散现象的发生等# 

3. 多维模态方法非常省时并且数值稳定,在我们下面的工作中,将继续发展这种方法,用

来求解更为复杂的液体晃动问题# 

致谢  感谢挪威理工大学 O. M. Faltinsen教授在公式推导中提供的讨论和建议# 

附   录

1. 系数 E

  E1 = Q
a

0
rJ 21( J11 r ) J 0( J01 r )dr , E2 = Q

a

0
rJ 21( J11 r ) J 2( J21 r )dr ,

  E3 = Q
a

0
rJ 30( J01 r ) dr , E4 = Q

a

0
rJ 22( J21 r ) J 0( J01 r )dr , E5 = Q

a

0
rJ 41( J11 r )dr ,

  E6 = Q
a

0
rJ 21( J11 r ) J 20( J01 r )dr , E7 = Q

a

0
rJ 21( J11 r ) J 22( J21 r )dr ,

  E8 = Q
a

0
rJ

2
1( J11 r ) J 0( J01 r ) J 2( J21 r )dr , E9 = Q

a

0
rJ

4
1( J01 r )dr ,

  E10 = Q
a

0
rJ 20( J01 r ) J 22 (J21 r )dr , E11 = Q

a

0
rJ 42( J21 r ) dr ,

  E12 = Q
a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2dr , E13 = Q
a

0
r- 1J 21( J11 r )dr , E14 = Q

a

0
rJ 21( J11r ) dr ,

  E15 = Q
a

0
r ( Jc

0( J01 r ) ) 2dr , E16 = Q
a

0
rJ 20( J01 r )dr , E17 = Q

a

0
r ( Jc

2( J21r ) ) 2dr ,

  E18 = Q
a

0
r- 1J 22( J21 r )dr , E19 = Q

a

0
rJ 22( J21r ) dr , E 20 = Q

a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2J 0( J01r ) dr ,

  E21 = Q
a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2J 2( J21 r ) dr , E22 = Q
a

0
r- 1J21 ( J11 r ) J 0 (J01 r )dr ,

  E23 = Q
a

0
r

- 1
J
2
1( J11 r ) J 2 ( J21 r )dr , E24 = Q

a

0
rJ

c
1( J11r ) J

c
0( J01 r ) J 1( J11 r )dr ,

  E25 = Q
a

0
rJc

1( J11 r ) J c
2 (J21 r ) J 1 (J11 r )dr , E26 = Q

a

0
r ( Jc

0( J01 r ) ) 2J 0( J01r ) dr ,

  E27 = Q
a

0
r ( Jc

2( J21 r ) ) 2J 0( J01 r ) dr , E28 = Q
a

0
r- 1J22 ( J21 r ) J 0 (J01 r )dr ,

  E29 = Q
a

0
rJc

0( J01 r ) J c
2 (J21 r ) J 2 (J21 r )dr , E30 = Q

a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2J 21( J11r ) dr ,

  E31 = Q
a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2J 20( J01 r ) dr , E32 = Q
a

0
r ( Jc

1 ( J11 r ) ) 2J 22( J21 r )dr ,

  E33 = Q
a

0
r ( Jc

1( J11 r ) ) 2J 0( J01 r ) J 2( J21 r )dr , E34 = Q
a

0
r- 1J 41 (J11 r )dr ,

  E35 = Q
a

0
r

- 1
J
2
1( J11 r ) J

2
0 ( J01 r )dr , E36 = Q

a

0
r

- 1
J
2
1( J11r ) J

2
2( J21 r ) dr ,

  E37 = Q
a

0
r- 1J 21( J11 r ) J 0 ( J01 r ) J 2 (J21 r )dr , E38 = Q

a

0
rJc

1( J11 r ) Jc
0( J01 r ) J 0( J01 r ) J 1( J11 r )dr ,

  E39 = Q
a

0
rJc

1( J11 r ) J c
0 (J01 r ) J 1 (J11 r ) J 2( J21r ) dr , E40 = Q

a

0
rJc

1( J11 r ) Jc
2( J21 r ) J 0( J01 r ) J 1 ( J11 r )dr ,

908 余  延  生    马  兴  瑞    王  本  利



  E41 = Q
a

0
rJc

1( J11 r ) J c
2 (J21 r ) J 1 (J11 r ) J 2( J21r ) dr , E42 = Q

a

0
r ( Jc

0( J11 r ) ) 2J 21( J11r ) dr ,

  E43 = Q
a

0
r ( Jc

0( J01 r ) ) 2J 20( J01 r ) dr , E44 = Q
a

0
r ( Jc

0 ( J01 r ) ) 2J 22( J21 r )dr ,

  E45 = Q
a

0
rJc

0( J01 r ) J c
2 (J21 r ) J 21 (J11 r )dr , E46 = Q

a

0
rJc

0( J01 r ) Jc
2( J21 r ) J 0( J01 r ) J 2( J21 r )dr ,

  E47 = Q
a

0
rJc

0( J01 r ) J c
2 (J21 r ) J 1 (J11 r ) J 2( J21r ) dr , E48 = Q

a

0
r ( Jc

2( J21 r ) ) 2J 21( J11r ) dr ,

  E49 = Q
a

0
r ( Jc

2( J21 r ) ) 2J 20( J01 r ) dr , E50 = Q
a

0
r ( Jc

2 ( J21 r ) ) 2J 22( J21 r )dr ,

  E51 = Q
a

0
r- 1J 20( J01 r ) J 22 ( J21 r )dr , E52 = Q

a

0
r - 1J 42( J21r ) dr ,

2. 系数H

  H 1 = J
2
1E 20 + E22+ L

2
1E1, H 2 =

1
2

( J
2
1E21- E23 + L

2
1E2) , H 3 = J1J3E24+ L1L3E1,

  H 4 =
1
2
J1J4E25+ E23+

1
2
L1L4E 2, H 5 = 2( J23E26+ L23E3) , H 6 = J3J4E 29 + L3L4E 4,

  H 7 = J24E 27 + 4E28+ L24E4, H 8 = L1
3
4
J21E30+

1
4

E34+
3
4
J21E5 ,

  H 9 = L1
1
4
J21E30+

3
4

E 34+
1
4
J21E5 , H 10 = L1( J

2
1E31+ E35+ J21E 6) ,

  H 11 =
1
2
L1( J

2
1E32+ E36+ J21E7) , H 12 = L1 (J21E33- E37 + J21E8) ,

  H 13 =
1
2
L1( J

2
1E30- E34+ J21E5) , H 14 = ( L1+ L3) J1J3E38+ ( J21L3 + J23L1) E6 ,

  H 15 =
1
2

( ( L1+ L3) J1J3E39+ ( J21L3+ J23L1) E8) ,

  H 16 =
1
2

( L1+ L4 ) J1J4E 40 + ( L1+ L4 ) E37 +
1
2

( J21L4+ J24L1) E8,

  H 17 =
1
2

( ( L1+ L4) J1J4E41+ ( J21L4+ J24L1) E7) , H 18 = ( L1+ L4 ) E 36 ,

  H 19 = L3J
2
3( E42 + E6 ) , H 20 = 2L3J

2
3 ( E43 + E9) , H 21 = L3J

2
3( E44+ E10) ,

  H 22 =
1
4

( ( L3+ L4) J3J4E45+ ( J23L4+ J24L3) E8) ,

  H 23 = ( L3+ L4) J3J4E46+ ( J23L4+ J24L3) E10,

  H 24 = L4
1
2
J24E48+ 2E36 +

1
2
J24E7 , H 25 = L4 ( J24E49+ 4E51 + J24E10 ) ,

  H 26 = L4
3
4
J24E50+ E52 +

3
4
J24E11 , H 27 = L4

1
4
J24E50+ 3E 52 +

1
4
J24E11 ,

  H 28 = L4
1
2 J

2
4E50- 2E52 +

1
2 J

2
4E11 # 

3. 系数 D

  D 1 =
1
L1

, D2 =
1
L3

, D 3 =
1
L4

, D 4 =
L1E 1- H 1D1

L1E14
, D5 =

L1E1- H 3D 2

L1E 14
,

  D 6 =
0. 5L1E2 - H 2D 1

L1E14
, D 7 =

0. 5L1E2 - H 4D 3

L1E 14
, D 8 =

L3E1- H 3D1

2L3E16
,

  D 11 =
0. 5L4E2- H 4D1

L4E19
, D 14 =

(3/ 8) J21E5- H 8D1 - H 3D 8- H 4D11

L1E14
,

  D 15 =
(1/ 8)J21E5- H 9D 1- H 4D11

L1E14
, D 16 =

0. 25J21E5 - H 13D1 - H 3D 8

L1E14
# 

4. 系数 K

  K1 =
L1L3E 1D 8

E14
+

L1L4E2D 11

2E14
+
3J

2
1E5

8E14
+ L1D 14, K 2 =

L1L4E2D11

2E14
+
J
2
1E5

8E14
+ L1D 15 ,
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  K3 =
L1E2

2E14
+ L1D6 , K 4 = -

L1L4E2D 3

2E14
- L1D7 , K 5 =

L1E1

E14
+ L1D 4,

  K6 =
L1E1

E14
+ L1D5 , K 7 = -

L4H 2D 1D 1

2E19
- L4D 11 , K 8 =

L3H 1D1D1

4E16
+ L3D8 ,

  K9 = -
L4E2

2E19
- L4D 11, K 10 =

L3E1

2E16
+ L3D8# 
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Multidimensional Modal Analysis of Liquid Nonlinear

Sloshing in Right Circular Cylindrical Tank

YU Yan-sheng1,  MA Xing-rui2,  WANG Ben-li1

( 1. Resear ch Center of Satellite Technology , Harbin In stitut e of Technology ,

Ha rbin 150001, P . R . China ;

2. China Aerospace Scien ce an d Technology Corpor ation ,

Beijin g 100830, P . R . China )

Abstract: The multidimensional modal theory proposed by Faltinsen, et a l (2000) was applied to solve

liquid nonlinear free sloshing in right circular cylindrical tank. After selecting the leading modes and

fixing the order of magnitudes based on the Narimanov-Moiseiev third order asymptotic hypothesis,

the general infinite dimensional modal system was reduced to a five dimensional asymptotic modal

system (the system of second order nonlinear ordinary differential equations coupling the generalized

time dependent coordinates of free surface wave elevation) . The numerical integrations of this modal

system discover most important nonlinear phenomena, which agree well with both pervious analytic

theories and experimental observations. The results indicate that the multidimensional modal method

is a very good tool for solving liquid nonlinear sloshing dynamics and will be developed to investigate

more complex sloshing problem in our following work.

Key words: circular cylindrical tank; nonlinear free sloshing; multidimensional modal method;

asymptotic modal system; dispersion effect
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