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三阶非线性 KdV方程的交替
分段显-隐差分格式
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摘要:  对三阶非线性 KdV 方程给出了一组非对称的差分公式, 用这些差分公式与显、隐差分公式

组合 ,构造了一类具有本性并行的交替分段显-隐格式1 证明了格式的线性绝对稳定性1 对 1 个孤

立波解、2个孤立波解的情况分别进行了数值试验1 数值结果显示, 交替分段显-隐格式稳定, 有较

高的精确度1 
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引   言

Korteweg-de Vries方程(简称 KdV方程)最初出现于浅水波的研究1 1895年 Korteweg 和 de

Vries在讨论无粘滞不可压缩液体表面波动力学时引入此方程1 20世纪 60年代,在物理学与

工程学科的许多问题中, 相继都引出 KdV方程, 如等离子体中的磁流体波、离子声波、弹性棒

中的纵色散波都引出 KdV方程1 在物理学众多的非线性方程中, KdV方程是典型的相对简单

和经典的非线性方程,而且一大类近似双曲型方程都证明可化为 KdV方程1 所以在实用中

KdV方程是一个很重要的方程, 因此人们对它进行了较多的研究[ 1] 1 
Zabusky 和Kruskal最早用有限差分方法求解KdV方程, 发现了孤立子的存在及相互碰撞

不改变形状只引起相差的结论, 开创了孤立子理论的研究[ 2] 1 Osborne 根据逆散射变换( IST )

给出了 KdV的直接散射变换( DST)方法,这是对 KdV方程进行数值分析的一个有效工具[ 3] 1 
彭点云提出了一种应用于一类非线性进化方程的多点格式方法1 它的精度较高,适合于求解

长时间大空间尺度的孤立子问题[ 4] 1 Djidjeli, Price, Feng, Mitsui等人对求解 KdV方程的数值解

法也作了大量的工作[ 5- 6] 1 
近20年来,一类具有本质并行的差分方法引起了计算工作者的广泛关注,并针对扩散和

对流扩散方程进行了深入研究[ 7-9] 1 朱少红等人把这类方法推广到色散方程, 取得了很好的效
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果[ 10- 11] 1 本文把这类方法用于三阶非线性KdV方程, 提出了一组新的关于 KdV方程的非对称

差分公式,并用这些非对称公式和经典显格式、隐格式组合,设计了一种并行交替分段显-隐差

分格式,证明了算法线性绝对稳定,并对 1个孤立波解、2个孤立波解的情况分别进行了数值

试验1 试验结果表明,本文给出的方法稳定性好, 有很高的精度1 
我们考虑的是KdV方程的一般形式:

  ut + Buux + Euxxx = 0,   L1 < x < L 2; 0 < t < T 1 ( 1)

初始条件是

  u( x , 0) = f ( x ) ,   L1 < x < L 2, ( 2)

对于孤立波问题,边界条件取为:

  u( x , t ) = 0,   0 < t < T; x [ L 1; x \ L2, ( 3)

这里 L 1和 L 2是适当大的数1 

1  交替分段差分方法

设 x 0 = L 1,令 h = ( L 2 - L1) / m, 记 xi = x 0 + ih( i = 0, 1, 2, ,, m ) ,我们用平行线 x =

xi 和t = t
n
= nS( n = 1, 2, ,) 对求解区域进行网格剖分,这里 h 和S分别表示空间和时间步

长, m 是正整数 1 我们用 u
n
i = u( x i , t

n
) 表示方程(1) 的精确解 u( x , t ) 在网格点( xi , t

n
) =

( i , n) 处的值,用 v
n
i 表示数值解1 为了构造交替分段显-隐差分格式, 我们首先给出逼近方程

( 1)的 4个非对称差分格式( 4)至差分格式( 7)、经典显格式( 8)和经典隐格式( 9) 1 
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式中, r =
ES

2h3 , �r i = Bai
S

2h
, a i =

1
4
( v

n
i- 1 + 2vn

i + v
n
i+ 1)1 

现在我们讨论KdV方程的交替分段显-隐差分格式1 我们分内点数 M = m - 1 = K ( l +

lc) l \ 1, lc \ 5,并且在每一时间层上把 M 个内点分成K 个隐式段和K 个显式段 1 象在图 1

中所示的那样,在奇数时间层上,显式段 l 个点,隐式段 lc个点; 在偶数时间层上,显式段 l
c
- 4

个点,隐式段 l+ 4个点 1 在每个时间层上, 显式段上的 v
n+ 1
i 由显格式(8) 直接计算,为了计算

隐式段上 v
n+ 1
i 的值,对某个 j , i = j + 1, j + 2, ,, j + k ,其中 k = lc或k = l + 41 我们给出

如下的差分格式,在隐式段的内左边界 xj+ 1, xj+ 2和内右边界 xj+ k- 1, xj+ k 分别对应使用( 4)式、

( 6)式、( 7)式、( 5)式,其余的点使用隐格式( 9) , 则隐式段上的差分方程组的矩阵形式可写成

  ( I + rPk + RjkSk) �U
n+ 1
j = �Un

j + bjk ,

这里
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T
, Rjk = diag(�r j+ 1,�r j+ 2, ,, �r j+ k) ,
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   w
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  Sk =
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   w
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1 

因为隐式段和显式段相互独立,所以我们能同时求解不同段上的 v
n+ 1
i , 从而实现了并行计算1 

一般情况下,我们按照下面规则进行计算1 在奇数时间层上,按照/显式段- 隐式段- ,

- 显式段- 隐式段0进行安排1 在偶数时间层上,按照/隐式段- 显式段- ,- 隐式段- 显式

段0进行安排1 节点的分段模式如图1所示1 我们用#t 代表非对称格式( 4)至非对称格式( 7) ,

#代表经典隐格式, . 代表经典显格式1 

图 1 交替分段显-隐格式示意图

从图 1中容易看出,在上下两个相邻的时间层上,格式( 4)和格式( 7)、格式( 5)和格式( 6)、格式

( 8)和格式( 9)是交替使用的1 在同一时间层上, 格式( 4)和格式( 5)、格式( 6)和格式( 7)是对称

使用的1 从初始层 n = 0起, 并且交替使用 t
n+ 1层上和 t

n+ 2层上的格式,于是得到交替分段显

-隐差分方法, 其矩阵形式是
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这里, U
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= ( v

n
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n
2, ,, v
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T
是 M 维向量 1 矩阵 G

( n)
1 和 G

( n)
2 有下面的形式:

  G
( n)
1 = rG

(1)
1 + G

(2)
1 , G

( n)
2 = rG

(1)
2 + G

(2)
2 ,

  G
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1 = diag( Ql , P lc, ,, Ql , Plc, Ql , PR ) ,
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  G
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  G
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  Qkc = diag(0, 0, ,, 0) ,

  R
( j )

= diag(�r jl+ ( j- 1) lc+ 1, �r jl+ ( j- 1) lc+ 2, ,,�r jl+ jlc) ,   j = 1, 2, ,, k ,

  �R0 = diag(�r 1, �r 2, ,, �r l+ 2) ,

  �R ( j )
= diag(�r j ( l+ lc)- 1, �r j( l+ lc) , ,, �r ( j+ 1) l+ jlc+ 2) ,   j = 1, 2, ,, k - 1,

这里 Qkc 是 kc阶0对角块( kc= l、lc- 4或 lc- 2) , R
( j )
、�R0、�R

( j )
分别是 lc阶、l + 2阶或 l +

4阶对角块 1 矩阵块 PL和PR是由Pk稍加修改而成,分别代表靠近左、右边界隐式段上的隐式

块, Pk( k = lc, l + 2, l + 4) 代表内部隐式段上的隐式块(参阅图 1) 1 

式( 10b)中的 G
( n+ 1)
i 与G

( n)
i ( i = 1, 2) 有类似的形式1 

2  线性稳定性分析

在分析交替分段显-隐格式 ( 10)的稳定性时, 我们用到下面的引理1 

引理 2. 1( Kellogg[ 12] )  设 H> 0,矩阵 G 是非负定的, 则 ( HI + G)
- 1 存在,并且有

  +( HI + G)
- 1 +2 [ H- 1

, +( HI - G) ( HI + G)
- 1 +2 [ 11 

引理 2. 2  若 G是m 阶反对称矩阵, v 是m 阶向量,则( Gv, v) = 01 

为了对交替分段显-隐格式 ( 10)进行线性稳定性分析, 我们设 a
n
i = a(常数) , 记 �r i =

Ban
i ( S/ (2h ) ) = �r ,则在式(10) 中, G

( n)
i = G

( n+ 1)
i = Gi ( i = 1, 2) ,并且矩阵 G1和 G2可以写

成下面的形式:

  G1 = rG
(1)
1 + �r�G(2)

1 , G2 = rG
(1)
2 + �r�G(2)

2 , ( 11)

其中

  �G(2)
2 = diag( Sl+ 2, Qlc- 4, Sl+ 4, Qlc- 4, ,, Sl+ 4, Qlc- 4, Sl+ 4, Qlc- 2) ,

  �G(2)
1 = diag( Ql , Slc , ,, Ql , Slc) ,
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式中 Sl+ 2、Sl+ 4、Slc、Ql、Qlc- 4、Qlc- 2 定义同前1 
由于矩阵块 Pk、Sk、Qk都是反对称的, 容易验证下面的结论成立1 

引理 2. 3  对任意的 r 和�r ,由式(11) 定义的矩阵 G1 和 G2是反对称矩阵1 
于是我们可以得到下面的定理:

定理 2. 1  设 n 为偶数,则对任意实数 r 和�r , 由式( 10)定义的交替分段显-隐格式线性绝

对稳定1 
证明  为了分析格式( 10)的线性稳定性,我们把式( 10)改写成下面的形式:

  U
n
= GU

n- 2
,

式中 G 为增长矩阵, G = ( I + G2)
- 1

( I - G1) ( I + G1)
- 1

( I - G2) 1 记 G的相似矩阵

  �G = ( I + G2) G( I + G2)
- 1

= ( I - G1) ( I + G1)
- 1

( I - G2) ( I + G2)
- 1

,

由引理 2. 3和引理 2. 2可知,矩阵 G1 和 G2 是反对称实矩阵, 并且都是非负定的 1 再由引理
2. 1可以推出,对任意实数 r 和�r , 有

  +( I - Gi ) ( I + Gi )
- 1 +2 [ 1,   i = 1, 21 

记 Q( G) 为矩阵 G的谱半径, 于是 Q( G) = Q( �G ) [ +�G +2 [ 11 由 von Neumann条件,定理

得证1 

3  数 值试 验

为了验证并行交替分段显-隐格式的精度和稳定性,我们对( 1)式至( 3)式选取下面两个模

型问题进行数值试验:

  图 2 例 1的精确解与数值解的比较

例 1  考虑 KdV 方程的标准形式, 即取 B= 6、E

= 1, 并且取方程( 1)的初始条件为[ 13] :

  u( x , 0) =
c
2

sech2 1
2

c( x + x 0) , ( 12)

这个问题有一个孤立波解

  u( x , t ) =

    c
2

sech2 1
2

c ( x - ct + x0) , ( 13)

其中 x 0为孤立波的初始位置, c与孤立波的振幅有关,

正割函数里的 c 表明波的传播速度依赖孤立波的振

幅(孤立波的显著特性) 1 在这里,我们取 c = 0. 5、x 0

= 01 
表 1 数值解误差 L 2模及数值解的收敛速度 (M = 720、l = 10、lc = 14)

 K= 1. 14 K= 0. 57

t eh eh/ h2 eh eh/ h2

10 4. 045 3 @ 10- 4 0. 051 3 2. 816 2 @ 10- 4 0. 035 74

20 9. 565 2 @ 10- 4 0. 121 4 6. 347 5 @ 10- 4 0. 080 55

30 1. 678 1 @ 10- 3 0. 212 9 1. 076 9 @ 10- 3 0. 136 7

40 2. 599 8 @ 10- 3 0. 329 9 1. 647 3 @ 10- 3 0. 209 1

首先估计交替分段显- 隐格式的收敛速度,选取网比 K= S/ h3
= 0. 57和1. 14, - 20 [ x [ 44,

用公式(10) 分别计算了 t = 10、t = 20、t = 30和 t = 40时误差的 L 2模
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  eh = + U- u +L
2
= 6

m

i= 1

| v
n
i - u

n
i |

2
h

1/ 2

和收敛阶 eh/ h
2
, 计算结果如表 1 所示 1 从表 1 的计算结果可以看出, 其收敛阶大约是

O( h
2
)1 

  图 3 例 1的孤立波数值解 ( t: 0 y 60)

  图 4 例 1的孤立波精确解 ( t: 0 y 60)

其次,我们对用交替分段显-隐差分格式得到的数值解与精确解进行了比较,计算结果见

图21 其中我们选取 K= 0. 57,图2中最左面的图形表示 t = 0时问题1的精确解,然后依次是

t = 15、t = 30、t = 45、t = 60的精确解与数值解的图形对比1 由图形可以看出,数值解与精确

解吻合的很好1 无论从表 1还是图 2都可以看出,本文给出的方法有很好的精确度1 
在图 3中我们还给出了问题 1的孤立波解从时间 t = 0到 t = 60的数值模拟结果,图4则

是问题 1的孤立波解从时间 t = 0到 t = 60的精确解的波形1 对照两个图形, 我们可以看出,

数值结果稳定可靠, 保持了与精确解几乎完全一致的波形1 
例 2  2个孤立波解的情况

考虑下面形式的三阶 KdV方程[ 14] :

  ut + uux + Luxxx = 0,   - L 1 < x < L 2; 0 < t < T1 ( 14)

选取初始条件
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  图 5 例 2的 2个孤立波数值解 ( t: 0 y 192)

  u( x , t = 0) = 6
2

i= 1
A isech

2
( kix - Xit - xi ) , ( 15)

这里 A i = 12Lk2
i , Xi = 4Lk 3

i 1 我们对 L= 1、k1 = 0. 3、k 2 = 0. 2、x 1 = - 2、x2 = 3、- 40 [ x

[ 88,取 M = 512、l = 32、S= 0. 01, t从 t = 0到 t = 192进行了数值模拟,模拟结果如图5所

示 1 由式(15) 知,具有较大振幅A 1的孤立波初始位置在 x 1, 而另一个具有较小振幅 A 2的孤

立波初始位置则在 x 21 我们已经知道,具有较大振幅的孤立波速度要比具有较小振幅的孤立

波的速度快,所以随着时间的推移, 速度快的孤立波会赶上速度慢的孤立波, 然后两波逐渐碰

撞融合在一起, 融合过程直到速度快的孤立波超过速度慢的孤立波结束, 之后两波完全分离,

分离后的两个孤立波仍然保持了各自的波形和波速进行传播1 

4  结 束语

从图 1的分段模式和矩阵 G
( n)
i 的表达式可以看出, 交替分段显-隐差分格式把一个 M 阶

的离散问题化成一些独立的小问题进行求解,其并行特性是显而易见的1 格式( 10)的分段模

式可以根据问题的实际情况任意选取,只要注意到格式( 4)和格式( 7) , 格式( 5)和格式( 6) ,格

式( 8)和格式( 9)在上下两层是交替使用的原则即可1 交替分段显-隐差分格式的计算也很简

单,每一时间层上的计算只是在每个隐式段上解一个低阶的方程组1 分析和试验表明,交替分

段显-隐差分格式稳定, 有很好的精度1 因此本文提供的格式是求解KdV方程的一个有效的本

质并行算法1 另外, 本文提供的算法还可以推广到 KdV-Burgers方程,关于这方面的结果将另

文发表1 
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Alternating Segment Explicit-Implicit Scheme

for Nonlinear Third-Order KdV Equation

QU Fu-li,  WANG Wen-qia

( School of Ma them atics and Sy stem Sciences , Shandon g Univer sity ,

Jinan 250100, P . R . China )

Abstract: A group of asymmetric difference schemes to approach the Korteweg- de Vries (KdV) equa-

tion was given here. Using the schemes and the full explicit difference scheme and the full implicit dif-

ference scheme, the alternating difference scheme for solving the KdV equation was constructed. The

scheme is linear unconditionally stable by analysis of linearization procedure, and is used directly on

the parallel computer. The numerical experiments show that the method has high accuracy.

Key words: KdV equation; intrinsic pallelism; alternating segment explici-t implicit difference scheme;

linearunconditionally stable

876 曲   富   丽    王   文   洽


