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摘要 :  研究了一般马氏风险过程, 它是经典风险过程的拓广1 具有大额索赔的风险过程用此马

氏风险模型来描述是适合的1 在此模型中, 索赔到达过程由一点过程来描述, 该点过程是一马氏

跳过程从 0到 t 时间段内的跳跃次数1 主要研究了此风险模型的破产概率, 得到了破产概率满足

的积分方程,并应用本文引入的广更新方法, 得到了破产概率的收敛速度上界1 
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1  引言及模型

1903年 Lundberg 引入了经典风险模型, Cramer, Sparre Andersen和其他许多学者对这一模

型进行了广泛的研究,尤其是破产概率,在文献[ 1]至文献[ 4]中得到了深入的研究1 经典风险

模型已被拓广到多种风险模型,并相应地得到了广泛而深入的研究[ 5- 9] 1 本文研究了一般马氏

风险过程,它是经典风险模型和离散马氏风险过程[ 5]的拓广1 在此模型中,索赔到达过程由一
点过程 N( t) t \0来描述, 其中 N( t ) 是一马氏跳过程在时段(0, t ] 内的跳跃次数,索赔额由

一 i. i. d. 非负随机序列来描述,而保费率是一常数1 
设 ( 8 , F, P ) 是一完备概率空间, ( S , B) 是一可测空间,其中 S 是实直线 R上的子集, B

是其上的 Borel R- 代数 1 令 c > 0是一实常数, Z = Zk
]
k= 1是一 i. i. d. 非负随机序列,其共

同分布函数为 F(#) ,均值为 L1 设 X = X t t\0是一状态空间为 S 的马氏跳过程,其强度函

数为 K(#) ,跳测度为Q(#, #)1 本文通篇假定X是平稳遍历的并且独立于Z,其初始平稳分布

为 q (#)1 
令

  T 0 = 0,

  T n = inf t > T n- 1: X t X XT
n- 1

,   n \ 1,

  N ( t) = sup n: T n [ t 1 
我们定义随机过程:
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  Y( t ) = ct - 6
N( t)

k= 1

Zk ,   t \ 01 ( 1)

那么随机过程 Y = Y( t ) t\0就称为马氏风险过程,其中 c解释为保险公司的保费率, N( t )

为时段(0, t ] 内的索赔次数, Zk 是第 k 次索赔时的索赔额1 
当 K( x ) = K, x I S 时, 易知 N ( t) t\0 是一 Poisson 点过程, 此时马氏风险过程恰是

Cram�r-Lundberg经典模型[ 1-2] 1 当状态空间 S 仅包含两个状态时,此时马氏风险过程即为一具

有指数等待时间的交替更新模型1 当状态空间 S 仅包含有限多个状态时, 此时马氏风险过程

即为文献[ 5]中的模型1 
设 u \0是一给定的实常数,表示初始准备金,那么 u+ Y( t ) 则表示保险公司在时刻 t的

资产1 
令

  7 ( u) = P ( u + Y( t ) < 0) ,   对某个 t > 0,

  U( u) = 1- 7 ( u) ,

  7x ( u) = Px ( u + Y( t ) < 0) ,   对某个 t > 0,

  Ux( u) = 1- 7x ( u) ,

  Q= c - LQS
K( x ) q (dx ) LQS

K( x ) q( dx ) ,

称 7 ( u) 为破产概率, U( u ) 为生存概率, Q为相对安全负荷 1 我们总是假设 Q> 01 
本文主要研究了破产概率 7 ( u) 1 在第2节证明了 7 ( u) 所满足的积分方程;在第 3节,

应用广更新方法,得到了 7 ( u) 的收敛速度上界1 

2  破产概率所满足的积分方程

引理 1  当相对安全负荷 Q> 0时,则

1) lim
uy ]

7 ( u ) = 0;

2) lim
uy ]

7x ( u) = 0, q (#)-a. e.   x I S 1 

证明  因为马氏过程 X ( t) t \0 是平稳遍历的,所以 N ( t) t \0 是一平稳遍历的点过程1 
于是有:

  lim
t y ]

1
t
Y( t ) = lim

t y ]
c -

1
t 6

N ( t)

k= 1
Zk =

    c - lim
t y ]

6
N ( t )

k= 1
Zk

N( t)
N ( t )

t
= c - LQS

K( x ) q (dx )1 

因为 Q> 0,所以存在随机变量T \0,使得当 t \T 时 Y( t ) > 01 由马氏过程相关理论[ 6]以及

K( x ) 有界的假设条件,易知 X在(0, T ] 内仅有有限多次跳,从而inf
t \0

Y( t ) > - ] , P-a. e. ,即,

lim
uy ]

inf
t \0

( u + Y( t ) ) = + ] , P-a. e. . 于是

  l im
uy ]

7 ( u ) = lim
uy ]

P( inf
t \0

( u + Y( t ) ) < 0) = 01 

于是引理之1)得证1 

因为 7 ( u) = QS
7x ( u) q (dx ) , 由控制收敛定理得

  0 = lim
uy ]

7 ( u) = QS
lim
uy ]

7x( u ) q(dx ) 1 
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显然 l im
uy ]

7x ( u) \ 0, x I S, 所以

  l im
uy ]

7x ( u) = 0, q (#)-a. e.   x I S 1 

于是引理之 2)得证1 从而引理1得证1 
应用向后微分技巧, 我们得到 7 ( u) 满足如下积分方程1 
定理 1  如果相对安全负荷 Q> 0, 则

  7 (0) =
L
cQS

K( x ) q (dx ) ,

  7 ( u) =
1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

u
�F ( z ) dz +

    1
cQ

u

0 QS
K( x ) 7x ( u - z ) q(dx ) �F ( z )dz ,

其中   �F ( z ) = 1- F ( z ) 1 
证明  应用向后微分技巧,可得:
  Ux( u) = (1 - K( x )$) Ux ( u + c$) +

    K( x )$QS
Q( x , dy )Q

u+ c$

0
Uy ( u + c$- z )dF ( z ) + o ($) ,

于是有

  cUc
x( u) = K( x ) Ux ( u) - K( x )QS

Q( x , dy )Q
u

0
Uy ( u - z )dF ( z ) 1 ( 2)

在 [ 0, t ] 上对( 2)式两边积分得:

  c[ Ux( t ) - Ux (0) ] =

    K( x )Q
t

0
Ux ( u)du - K( x )Q

t

0
duQS

Q( x , dy )Q
u

0
Uy( u - z )dF( z ) =

    K( x )Q
t

0
Ux ( u)du + K( x )QS

Q( x , dy ) Uy(0)Q
t

0
�F ( u )du -

    K( x )QS
Q( x , dy )Q

t

0
Uy( u)du +

    K( x )QS
Q( x , dy )Q

t

0
�F ( z ) [ Uy( t - z ) - Uy(0) ] dz =

    K( x )Q
t

0
Ux ( u)du - K( x )QS

Q( x , dy )Q
t

0
Qy ( u)du +

    K( x )QS
Q( x , dy )Q

t

0
�F ( z ) Uy ( t - z )dz1 ( 3)

因为 q (#) 是平稳分布, 易知

  QB
K( x ) q (dx ) = QS

K( x ) Q( x , B) q (dx ) ,   PB I B1 

对( 3)式两边关于 q (#) 积分,并注意到上式,我们得到:

  c[ U( t ) - U(0) ] = QS
q(dx )QS

K( x ) Q( x , dy )Q
t

0
�F ( z ) Uy ( t - z ) dz =

    Q
t

0 QS
K( x ) Ux ( t - z ) q (dx ) �F ( z )dz 1 

在上式中令 t y ] , 由控制收敛定理得:

  c[ U( ] ) - U(0) ] = Q
]

0 QS
K( x ) Ux ( ] ) q(dx ) �F( z )dz1 
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由引理1得:

  c 7 ( 0) = Q
]

0 QS
K( x ) q (dx ) �F ( z ) dz = LQS

K( x ) q( dx ) ,

所以

  7 (0) =
L
cQS

K( x ) q(dx ) ,

  7 ( t ) = 7 (0) -
1
cQ

t

0 QS
K( x ) (1- 7x ( t - z ) q (dx ) �F ( z )dz =

    1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

t
�F ( z )dz +

1
cQ

t

0 QS
K( x ) 7x ( t - z ) q (dx ) �F ( z )dz1 

至此定理得证1 

3  破产概率收敛速率的上界

以 F
* n

(#) 表示分布函数 F(#) 的 n重卷积,并令:

  mF ( t ) = 6
]

n= 1
F
* n

( t ) ,   t \ 01 

引理 2  设 h( t ) 是一[ 0, ] ) 上的局部有界函数 1 假设 Z ( t) 是一[ 0, ] ) 上的局部有界

函数,且满足如下的更新不等式:

  Z( t) [ h( t ) + Q
t

0
Z( t - s) F(d s) ,

或    Z( t) \ h( t ) + Q
t

0
Z( t - s) F(d s) ,

则

  Z( t) [ h( t ) + Q
t

0
h( t - s ) mF (ds) ,

或    Z( t) \ h( t ) + Q
t

0
h( t - s ) mF (ds) 1 

令 C ( [ 0, ] ) , [ 1, ] ) ) 表示由定义域为[ 0, ] ) 而值域为[ 1, ] ) 的单调不减连续函数全

体,以及

  M= g I C ( [ 0, ] ) , [ 1, ] ) ) : Pu \ 0, 0 [ z [ u, g ( u) [ g( u - z ) g( z ) 1 

引理 3  M具有如下的性质:

1) 对一切实数 a \ 1,有 a I M;

2) 如果 B \ 0, g ( x ) = eBx , x I [ 0, ] ) ,则 g( x ) I M;

3) 如果 g1、g2 I M,则 g 1+ g2 I M, g1#g2 I M1 
定理 2  令�K= sup

x I S
K( x ) ,并假设 L#�K< c1 如果 g(#) I M满足:

  �K
cQ

]

0
g( z )�F ( z )dz = 1, ( 4)

则

  l im
uy ]

g ( u) 7 ( u) [
a1
a2

,

其中

  a1 =
1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

0
g ( u)Q

]

u
�F ( z ) dzdu, a2 =

�K
cQ

]

0
zg ( z ) �F ( z )dz1 
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证明  由定理 1有:

  7 ( u) =
1
cQS

K( x ) q(dx )Q
]

u
�F ( z )dz +

    1
cQ

u

0 QS
K( x ) 7x( u - z ) q (dx ) �F ( z )dz [

    1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

u
�F ( z )dz +

�K
cQ

u

0
7 ( u - z )�F ( z ) dz1 

将不等式的两端乘以 g ( u) ,并注意到 g (#) I M, 容易得到:

  g( u) 7 ( u) [ 1
cQS

K( x ) q( dx )Q
]

u
g( z )�F ( z )dz +

    �K
cQ

u

0
g( u - z ) 7 ( u - z ) g( z )�F ( z )dz 1 

由
�K
cQ

]

0
g( z )�F ( z )dz = 1的假设条件知, G ( u) =

C

Q
u

0

�K
c
g ( z ) �F ( z ) dz 是一分布函数1 于是由引

理2有:

  g( u) 7 ( u) [ QS

K( x )
c

q (dx )Q
]

u
g ( u)�F ( z )dz +

    Q
u

0QS

K( x )
c

q(dx )Q
]

u- s
g( u - s )�F ( z )dzmG(ds )1 

对 g (#) I M,因 g(#) 单调不减,所以由( 4)式有:

  0 [ lim
uy ]

1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

u
g ( u)�F ( z )dz [

    l im
u y ]

1
cQS

K( x ) q(dx )Q
]

u
g ( z )�F ( z ) dz = 01 

应用关键更新定理
[ 6]
得:

  l im
uy ]

g ( u) 7 ( u) [ lim
u y ]Q

u

0

1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

u- s
g( u - s )�F ( z )dzmG(ds ) =

a1

a2
,

其中

  a1 = Q
]

0

1
cQS

K( x ) q(dx )Q
]

u
g ( u) �F( z )dzdu,

  a2 = Q
]

0

K
c
zg ( z ) �F ( z )dz1 

于是定理得证1 
推论 1  假设 L#�K< c 1 如果 F(#) 存在任意阶矩, 则对任意的 n \ 1,

  l im
uy ]

u
n
7 ( u) = 01 

证明  令 g1( t ) = 1+ rt , 其中 r \ 01 易知 g1( t ) I M1 由引理3, Pn \ 1, gn( t ) =

(1+ rt )
n I M1 由假设条件知, P n \ 1,

  L#�K
c

[ �K
cQ

]

0
(1+ rz )

n�F ( z )dz < ] 1 

令 Gn( r ) =
�K
cQ

]

0
(1 + rz )

n
�F ( z )dz 1 显然, Gn ( r ) 在 [ 0, ] ) 上连续, lim

r y ]
Gn ( r ) =

L�K
c
而且

lim
ry ]

Gn( r ) = + ] 1 因而必存在一常数 rn > 0满足:

  Gn( rn) =
�K
cQ

]

0
(1 + rnz )

n
�F ( z )dz = 11 
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由此, gn( z ) = (1+ rnz )
n 满足定理 2中的条件1 由定理 2得:

  l im
uy ]

(1+ rnu)
n
7 ( u) [

a1
a2

,   n \ 11 

由于上式对一切 n \ 1都成立,立即得:

  l im
uy ]

u
n
7 ( u) = 01 

推理 1证毕1 

推论 2  设 L#�K< c1 假设存在实数 r ] > 0使得 h( r ) = Q
]

0
e
rz
dF ( z ) - 1在[ 0, r ] ) 上

有定义,且 lim
r y ]

h ( r ) = + ] 1 设 r 1是方程 h( r ) =
c
�K
r 的正解, r 2是方程 h( r ) =

c
Kcr 的正解,

其中 Kc = inf
x I S

K( x ) > 01 则

1) lim
uy ]
e
r
1
u
7 ( u) [

a1
a2

,

其中   a1 =
1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

0
er1 uQ

]

0
�F ( z )dzdu, a2 =

�K
cQ

]

0
z er1z�F ( z )dz 1 

2) lim
uy ]
er2u 7 ( u) \

b1
b2
,

其中   b1 =
1
cQS

K( x ) q( dx )Q
]

0
e
r
2
uQ

]

0
�F ( z )dzdu , b2 =

Kc
cQ

]

0
z e

r
2
z
�F ( z )dz 1 

证明  显然 1)是定理 2的特款.根据引理 2并注意到 er2 u = er2( u- z )#er2z , 类似定理2的证

明,即得 2)的证明1 
下面我们给出索赔分布分别是对数正态分布和重尾Weibull分布的两个例子1 
例 1  设 F (#) 有密度函数:

  f ( x ) =

1

xR# 2P
e
- ln

2
x / (2R

2
)
,   x > 0,

0,   x [ 01 

假设 ( R2/ 2)#�K< c, 0 < R < 1/ (2R2) ,以及 r 0是一实数且满足

  �K
cQ

]

0
e- R#eR#ln2(e+ r

0
z)�F ( z ) dz = 1, ( 5)

则

  l im
uy ]
e
R#ln2(e+ r

0
u)
7 ( u) [

a1
a2
e
R
,

其中

  a1 =
1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

0
e- R#eR#ln2( e+ r

0
u)Q

]

u
�F ( z )dzdu ,

  a2 =
�K
cQ

]

0
z e- R#eR#ln

2
(e+ r

0
z)�F ( z )dz 1 

证明  设 r \ 0, 令

  g( u) = e- R#eR#ln2(e+ ru)
,   u \ 0,

  g1( z ) = g( u - z ) g( z ) - g ( u) ,   0 [ z [ u1 
则

  g
c
1( z ) = 2R#g( u - z ) g( z )# ln( e+ rz )

e+ rz
-
ln( e+ r ( u - z )
e+ r ( u - z )

#r1 
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因 ln( e+ x ) / ( e+ x ) 是单调不增的,所以

  g
c
1( z ) \ 0,   当 0 [ z [ u / 2,

  g
c
1( z ) [ 0,   当 u/ 2 [ z [ u1 

显然, g1(0) = g 1( u ) = 0, 从而 g1( z ) \ 0, 0 [ z [ u, 即

  g( u) [ g( u - z ) g( z ) ,   Pu \ 0, 0 [ z [ u1 
由此并注意到 g( u) 是单调不减的,知 g(#) I M1 
因 R < 1/ (2R2) 及 g(#) 的单调不减性,有

  Q
]

0
g ( u)�F ( u) du [ Q

]

0Q
]

u
g ( z )f ( z )dzdu =

    Q
]

0
zg ( z ) f ( z )dz < ] 1 

令K ( r ) = Q
]

0
e- R # eR#ln2(e+ rz)�F ( z )dz 1 易知 K ( r ) 单调不减的连续函数, 而且lim

ry 0
K ( r ) = L,

lim
ry ]

K ( r ) = + ] 1 于是存在一常数 r 0使得( 5)式成立1 应用定理 2,立即得到例 1的证明1 

例 2  如果索赔分布 F (#) 是重尾Weibull分布,即其密度函数为:

  f ( x ) =
AKxA- 1e- Kx

A

,   x > 0,

0,   x [ 0,
 K> 0, 0 < A< 11 

假设 #( (1+ A) / A) K
- 1/ A

,�K< c, 0 < R < A, 以及 r0 是一实数使得

  �K
cQ

]

0
e- K#eK(1+ r

0
z)

R

�F ( z )dz = 11 

则

  l im
uy ]
eK(1+ r

0
u)

R

7 ( u) [
a1
a2
eK,

其中

  a1 =
1
cQS

K( x ) q (dx )Q
]

0
e- K# eK( 1+ r

0
u)

R

Q
]

u
�F ( z )dzdu,

  a2 =
�K
cQ

]

0
z e

- K# eK( 1+ r
0
z )R

�F ( z )dz1 

其证明类似例 11 

4  结   论

本文研究了一般马氏风险过程,它拓广了经典风险过程和离散马氏风险过程[ 1] 1 具有大
额索赔的风险过程用此马氏风险模型来描述是适合的1 在此模型中,索赔到达过程由一点过
程来描述,该点过程是一马氏跳过程从 0到 t 时间段内的跳跃次数1 

我们主要研究了此风险模型的破产概率,得到了破产概率满足的积分方程;应用本文引入

的广更新方法, 得到了破产概率的收敛速度上界; 并通过索赔分布分别是对数正态分布和重尾

Weibull分布的两个例子说明了这一结果1 

致谢  本文得到上海立信会计学院开放经济与贸易研究中心资助( P1601) ;中国立信风险
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Markovian Risk Process
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Abstract: A Markovian risk process is considered, which is the generalization of the classical risk

model. It is proper that a risk process with large claims is modelled as the Markovian risk model. In

such a model, the occurrence of claims was described by a point process with it being the number of

jumps for a Markov jump process from time 0 to t . The ruin probability of a company facing such a

risk model was mainly studied. An integral equation satisfied by the ruin probability was obtained and

the bounds for the convergence rate of the ruin probability are given by using a generalized renewal

technique.
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