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摘要:  通过求解与平面动力系统的两个平衡点相连接的抛物线解, 获得了 6 种非线性行波方程

的扭波解存在条件,并给出了这些扭波解的参数表达式,以及上述解存在的参数条件1 
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引   言

近年来,关于非线性发展方程精确行波解的研究, 取得了重要的进展1 对于一个给定的非
线性行波系统, 有许多种求解精确解的方法如逆散射法, Darbox 变换法, 双线性法,代数几何

法,双曲函数法等(参见 Fan[ 1]和列举的相关参考文献) 1 然而,什么是精确行波解的动力学行

为,以及精确行波解如何依赖于系统的参数条件, 这些都是非常值得研究的问题1 
非线性发展方程中的非线性行波系统通常是一个常微系统,因此,对于一个给定的行波系

统,动力系统的定性理论在求解行波解以及研究其动力学行为方面起着重要的作用1 
本文将用统一的方法研究以下 6种非线性行波方程(参见( 3)式至( 8)式)的扭波解, 给出

这些扭波解的参数表达式,并且证明这些扭波解由下面的非线性常微分方程的抛物线解所确

定:

  < d
2
<

dN2 + ( a0<+ a1<
2
)

d<
dN

+ a5
d<
dN

2

+ g<2
( a2+ a3<+ a4<

2
) = 0, ( 1)

其中 ai ( i = 0 ~ 5) 是任意参数,且 a
2
0+ a

2
1 X 0, g > 0, a2 X 01 方程( 1)等价于下列二维系

统

  d <
dN

= y ,
dy
dN

= -
1
<
( ( a0<+ a1<

2
) y + a5y

2
+ g<2

( a2+ a3<+ a4<
2
) ) 1 ( 2)
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明显地,如果 a0 = a1 = 0, 则( 2)式是可积的系统,李继彬和陈关荣[ 2]已经研究过这种情

况1 
我们考虑 a0 X 0, a1 X 0, 即( 1)式不可积的情形,通过利用相同方程( 1)的解,我们给出了

下面的6种非线性行波方程扭波解的存在性1 

1) 复合 Burgers-KdV方程(参见 Zhang 等[ 3]和当 p = 1时, 参见 Parkes等[ 4] , Feng[ 5] ) :

  ut + au
p
ux + bu

2p
ux + ruxx + Duxxx = 0, ( 3)

其中 a、b、r、p、D是实数,且 p > 0, D X 01 

2) 广义的 Zakharov-Kuznetnov方程(参见 Li等[ 6] ) :

  ut + au
p
ux + bu

2p
ux + Cuxy + Duxxx + Quxyy = 0, ( 4)

其中 a、b、C、D、Q、p 是实数,且 p > 0, DQX 01 
3) 有阻尼项的非线性方程:

  utt + Auxx t + Buxxxx + C( unx ) x = 0   ( n \ 2) ( 5)

和奇异非线性的反应扩散方程(参见Li等[ 7] )

  ut = ( au
p
ux) x - bu + qu

p+ 1
, ( 6)

其中 B X 0, a X 0, r > 0, q > 0, p > 01 

4) 非线性分数幂方程(参见Liu[ 8] )

  ut - Duxx + Au
D
ux -

m
n
u

2
x = h1u + h2u

D+ 1
+ h3u

2D+ 1
, ( 7)

其中 D > 0, D> 0, A、m、hi ( i = 1, 2, 3) 是实数1 

5) 广义的 Burgers-Huxley 方程(参见Wan等
[ 9]

)

  ut + AuDux - uxx = Bu(1- u
D
) ( u

D
- C) , ( 8)

其中 B \ 0, D> 0, C I (0, 1)1 
这些方程在物理学的非线性现象研究中起到了非常重要的作用(参见以上的论文及相关

的参考文献) 1 

令 u ( x , t ) = u( x - ct ) = u ( N) ,其中 c是波速, 代入(3) 式,作变换 u( N) = ( <( N) )
1/ p
,

在一定的条件下(参见文献[ 3] ) ,我们可以获得( 3)式的行波方程:

  <<NN+
1- p
p

<2
N+

r
D
<<N+

p
D

- c<2
+

a
p + 1

<3
+

b
2p + 1

<4
= 01 ( 3)c

对于方程( 4) , 令 u( x , y , t ) = u( x + ly - ct ) = u ( N) , 代入(4) 式, 作变换 u( N) =

( <( N) ) 1/ p
, 在一定的条件下(参见文献[ 6] ) , 我们可以得到( 4)式的行波方程:

  <<NN+
1- p
p

<2
N+

rl
D+ Ql 2

<<N+
p

D+ Ql 2
- c<2

+
a

p + 1
<3
+

b
2p + 1

<4
= 01 ( 4)c

对于方程( 5) ,令 u( x , t ) = u ( x - ct ) = u( N) , 代入(5) 式, 关于 N积分 2次, 并作变换

u ( N) = ( <( N) )
2/ ( n- 1)

, 在一定的条件下(参见文献[ 6] ) ,我们有下列行波方程:

  <<NN+
3- n
n - 1

<2
N-

cA
B
<<N+

n - 1
2B

( c
2<2

+ C<4
) = 01 ( 5)c

同样地, 对于方程 ( 6) , 令 u( x , t ) = u( x - ct ) = u( N) , 代入(6) 式, 作变换 u( N) =

( <( N) )- 1/ p
, 在一定的条件下,我们可以得到下列的行波方程:

  <<NN-
2p + 1
p

<2
N+

c
a
<2<N+

p
a
(- q<2

+ b<3
) = 01 ( 6)c

对于方程( 7) ,令 u( x , t ) = u( x- ct ) = u ( N) ,代入(7) 式,作变换 u( N) = ( <( N) ) 1/ D
, 在

一定的条件下, 我们可以得到下列的行波方程:
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  <<NN+
D + m
DD

- 1 <2
N+

c
D
<-

A
D
<2 <N+

D
D
( h1<

2
+ h2<

3
+ h3<

4
) = 01 ( 7)c

对于方程( 8) ,作与( 7)式相同的变换,可得到行波方程:

  <<NN+
1- D
D

<2
N+ ( c<- A<2

) <N+ DB<2
(1 - <) ( <- C) = 01 ( 8)c

明显地, ( 3)c式至( 8)c式是( 1)式的特殊形式1 当 N I (- ] , ] ) 时,假设 u( x , t ) = <( N)

是(2) 式的一个连续解,且 limNy- ] <( N) = a, limNy+ ] <( N) = b, 如果 a X b, 我们就称 u( x ,

t ) 为扭波解1 通常, ( 3)式至( 8)式的一个扭波解对应于行波方程的一条异宿轨道(或称为连

接轨道) 1 
系统( 2)所定义的向量场确定的相轨道给出( 3)式至( 8)式的所有行波解1 系统( 2)是一个

平面动力系统, 它依赖于 7个参数构成的参数组 ( g , a0, a1, a2, a3, a4, a5) , 因此, ( 2)式的解

有着丰富的动力学行为1 在这篇文章中,我们仅考虑相平面 ( <, y ) 内( 2)式的有界解, 即在以

上7个参数构成空间内,发现( 2)式尽可能多的异宿轨道1 
本文第 1节, 讨论( 2)式抛物线解的存在性,给出精确的参数条件1 第 2节, 考虑( 3)式至

( 8)式扭波解的存在性1 

1  式( 2)抛物线解的存在性及参数表达式

令 dN= <dG,除直线 < = 0外,系统( 2)和下面的系统有相同的拓扑相图:

  d <
dG

= y<,
dy
dG

= - ( ( a0<+ a1<
2
) y + a5y

2
+ g<2

( a2+ a3<+ a4<
2
) ) , ( 9)

记

  f ( <) = <2
( a2+ a3<+ a4<

2
) 1 ( 10)

当 $ = a
2
3- 4a2a4 > 0, a4 X 0时, 函数 f ( <) 有 3个 0点, 分别为:

  <0 = 0, <1 =
1

2a4
(- a3+ a

2
3- 4a2a4) , <2 = -

1
2a4

( a3+ a
4
3- 4a2a4) 1 ( 11)

当 $ = a
2
3- 4a2a4 = 0, a4 X 0时, (10) 式有 2个0点: < = 0, <1, 2 = - a3/ (2a4)1 特别

地,当 a4 = 0, a2a3 X 0时, (10) 式有2个 0点: < = 0, <a = - a2/ a3; 当 a3 = 0, a2a4 < 0时,

(10) 式有 3个 0点: < = 0, <1, 2 = ? - a2/ a41 
因此, ( 9)式至多存在 3个平衡点 O(0, 0) , E1, 2( <1, 2, 0) 1 
注意到奇直线 < = 0是(9) 式的一条不变直线解,所以在 N的有限时间区间内, (9) 式的所

有解不能穿过直线 < = 01 
记M( <i , 0) 为(9) 式的线性化系统在平衡点( <i , 0) 处的系数矩阵,通过计算, 我们有

  J (0, 0) = detM(0, 0) = 0, tr(M( <1, 2, 0) ) = ( a0<1, 2+ a1<
2
1, 2) , ( 12)

  J ( <1, 2, 0) = detM( <1, 2, 0) = g<1, 2f c( <1, 2) =

    g<2
1, 2(2a2+ 3a3<1, 2+ 4a4<

2
1, 2) 1 ( 13)

根据平面动力系统理论(参见文献[ 10] ) , 对于平面多项式系统( 9)的平衡点 ( <i , 0) ( i =

1, 2) :若 J < 0,则它是鞍点; 若 J > 0, ( tr(M( <i , 0) ) )
2
- 4J ( <i , 0) > 0( < 0) , 则它是结点(焦

点) ; 若 J = 0并且平衡点的Poincar�指标为 0,则该平衡点是尖点1 
在这篇文章中, 我们假设 J ( <i , 0) > 0, 且

  ( tr(M( <i , 0) ) )
2
- 4J ( <i , 0) =

    <2
i [ ( a0+ a1<i )

2
- 4g (2a2 + 3a3<i + 4a4<

2
i ) ] > 0, ( 14)
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即( 9)式没有焦点的情况, 因此, 存在连接( 0, 0)和 ( <i , 0) ( i = 1, 2) 的连接轨道(当 <1<2 > 0

时,存在连接( <1, 0) 和( <2, 0) 的连接轨道) 1 
根据上面的分析,我们可以得到如下的结论1 
1) 当 a4 > 0, a3 > 0, a2 > 0时,则有 <2 < <1 < 0, E1( <1, 0) 是鞍点, E 2( <2, 0) 是结点;

2) 当 a4 > 0, a3 < 0, a2 > 0时,则有 0 < <2 < <1, E2( <2, 0) 是鞍点, E1( <1, 0) 是结点;

3) 当 a4 > 0, a2 < 0, a3 X 0时,则有 <2 < 0 < <1, E1, 2( <1, 2, 0) 是结点;

4) 当 a4 < 0, a3 > 0, a2 < 0时,则有 0 < <2 < <1, E1( <1, 0) 是鞍点, E 2( <2, 0) 是结点;

5) 当 a4 < 0, a3 < 0, a2 < 0时,则有 <2 < <1 < 0, E1( <1, 0) 是结点, E 2( <2, 0) 是鞍点;

6) 当 a4 < 0, a2 > 0, a3 X 0时,则有 <2 < 0 < <1, E1, 2( <1, 2, 0) 是鞍点;

7) 当 a4 = 0, a2a3 > 0时,则有 <a < 01 如果 a3 > 0( < 0) , E ( <a, 0) 是鞍点(结点) ;当

a4 = 0, a2a3 < 0时,则有 <a > 01 如果 a3 > 0( < 0) , E ( <a, 0) 是结点(鞍点) ;

8) 当 a3= 0, a2a4 < 0 时,则有 <2< 0 < <1, <2 = - <1.如果 a4 > 0 ( < 0) , E ( <1, 2, 0) 是

结点(鞍点) 1 
对于以上 1)至 8)种情形,我们考虑表达式为 y = A<( <- <i ) ( i = 1, 2) 的抛物线解,以及

对于情形 1)、2) 和情形 4)、5) ,我们考虑表达式为 y = B ( <1- <) ( <- <2) 的抛物线解1 

首先,假设 a4 X 0, $ = a
2
3- 4a2a4 \ 0, 从( 9)式可以得到

  y<
dy
d <

= - ( ( a0<+ a1<
2
) y + a5y

2
+ g<2

( a2+ a3<+ a4<
2
) ) =

    - ( ( a0<+ a1<
2
) y + a5y

2
+ ga4<

2
( <- <1) ( <- <2) ) , ( 15)

其中 <1、<2是由(11) 式给出1 代 y = A<( <- <i ) ( i = 1, 2) 入(15) 式,约去公因式 <( <- <i ) ,

得到

  A
2
<(2<- <i ) + A( a0<+ a1<

2
) + a5A

2
<( <- <i ) + ga4<( <- <j ) = 0, ( 16)

其中 i = 1, j = 2或 i = 2, j = 11 比较( 16)式的系数,可以得到下面两个恒等式:

  A
2<i (1+ a5) - a0A + ga4<j = 0, (2+ a5) A

2
+ a1A + ga4 = 01 ( 17)

从( 17)可以看出,当 a5 X- 1, - 2; a0(2 + a5) + a1(1+ a5) <i X 0时, 有

  A =
g [ (2 + a5) <j - (1+ a5) <i ]

2[ a0(2 + a5) + a1(1+ a5) <i ]
, ( 18)

因此,可以得到

  A = A 1 =
- g[ a3+ (3+ 2a5) $]

2[ a0(2+ a5) + a1( 1+ a5) <i ]
,   i = 1; j = 2, ( 19a)

  A = A 2 =
- g[ a3- (3+ 2a5) $]

2[ a0(2+ a5) + a1( 1+ a5) <i ]
,   i = 2; j = 11 ( 19b)

特别地,如果 $ = 0, a3a4 X 0,有 <1 = <2 = <1, 2 = - a3/ (2a4) ,

  A = A 3 =
- ga3a4

2a0a4(2 + a5) - a1a3(1 + a5)
, ( 20)

其中 2a0a4(2+ a5) - a1a3(1+ a5) X 01 

如果 a3 = 0, a2a4 < 0, <1, 2 = ? - a2/ a4, 有

  A = A 4 =
- g (3+ 2a5) - a2a4

a0(2+ a5) + a1(1 + a5) <i
,   i = 1; j = 2, ( 21a)

  A = A 5 =
g(3 + 2a5) - a2a4

a0(2+ a5) + a1(1 + a5) <i
,   i = 2; j = 1, ( 21b)
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其中 a0(2+ a5) + a1(1 + a5) <i X 01 
当 a5 = - 1时,从( 17)可以得到

  A = Â 1, 2 = (1/ 2) (- a1 ? a1
2
- 4ga4) , a0Â 1, 2- ga4<j = 0, ( 22)

其中 a0 X 0, a2
1- 4ga4 \ 01 

当 a5 = - 2时,同样从( 17)式可以得到

  A = �A 1, 2 = (1/ (2<i ) ) ( a
2
0 ? a0

2
+ 4ga4<i<j ) , a1�A 1, 2+ ga4 = 0, ( 23)

其中 a1 X 0, a2
0+ 4ga4<i<j \ 01 

其次,假设 a4 = 0, a2a3 X 0, (9) 式存在解 y = A 6<( <- <a ) , <a = - a2/ a3, 利用同样的

方法,得到

  A
2
6<(2<- <a ) + A 6( a0<+ a1<

2
) + a5A

2
6<( <- <a ) + ga3< = 0, ( 24)

比较( 24)式两边的系数,得到

  A
2
6( <a + a5<a) - a0A 6 - ga3 = 0, (2 + a5) A

2
6 + a1A 6 = 01 ( 25)

当 a5 X- 2, a1a2(1+ a5) - a0a3(2+ a5) X 0时, 有

  A 6 =
ga3

2
(2+ a5)

a1a2(1 + a5) - a0a3(2 + a5)
1 ( 26)

接下来,我们考虑对于情形 1)、2)和情形 4)、5) , ( 9)式的抛物线解表达式是 y = B ( <1 -

<) ( <- <2) 的情况 1 在 a4 X 0, $ = a3
2
- 4a2a4 > 0的条件下, 从( 9)式可以得到

  y<
dy
d < = - ( ( a0<+ a1<

2
) y + a5y

2
- ga4<

2
( <1- <) ( <- <2) ) , ( 27)

其中 <1、<2是由(11) 式给出 1 代 y = B( <1- <) ( <- <2) 入(27) 式,约去公因式( <1- <) ( <

- <2) , 得到

  B
2<( <1+ <2- 2<) + B ( a0<+ a1<

2
) + a5B

2
( <1- <) ( <- <2) - ga4<

2
= 0, ( 28)

比较( 28)式的系数,可以得到下面 3个恒等式:

  a5<1<2 = 0, B
2
( <1+ <2) (1 + a5) + a0B = 0, (2 + a5) B

2
- a1B + ga4 = 0, ( 29)

从( 29)可以看出,当 2a0a4- a1a3 X 0时,有

  a5 = 0, B =
- ga3a4

2a0a4- a1a3
1 ( 30)

利用( 2)式的第一个方程,容易得到抛物线解的参数表达式1 根据以上的分析, 我们得到

如下的结论1 
定理 1. 1  假设上述的参数条件成立1 
( � ) 如果存在由( 19a)式至( 24)式确定的 A = A i ( i = 1, 2, ,, 6) , Â 1, 2, �A 1, 2, 那么方程(1)

存在连接原点(0, 0) 和平衡点( <i , 0) 的抛物线解 y = A<( <- <i ) ( i = 1, 2) , 其参数表达式为:

  <( N) =
1
2

<i - | <i | tanh
A | <i |

2
N ,   i = 1, 21 ( 31)

( � ) 当 a5 = 0时,如果存在由(30) 式确定的 B,那么方程(1) 存在连接平衡点( <1, 0) 和

( <2, 0) 的抛物线解 y = B( <1- <) ( <- <2) , 其参数表达式为:

  <( N) = 1
2
( ( <1+ <2) + ( <1- <2) tanh( 8N) ) =

    1
2

-
a3

a4
+

$
a4

tanh B $
2a4

N , ( 32)

其中 8 =
B( <1- <2)

2
=

B $
2a4

1 
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2  非线性波方程的 6种扭波解

在这部分, 我们利用引言的结果,给出方程( 3)至方程( 6)的的精确扭波解1 为获得行波方

程( 3)c至方程( 8)c的解,当 p X 0时,作变换 u = ( <( N) )
1/ p
:如果 p 是偶数或者是一个无理数,

我们需要考虑 <( N) \ 0( N I (- ] , ] ) ) ,也就是考虑连接0和 <i ( <i > 0, i = 1, 2) 的轨道以

及连接 <2和 <1(0 < <2 < <1) 轨道的情况;如果 p 是奇数, <( N) 就可以为负值了,即可以考虑

<i < 0( i = 1, 2) 的情况 1 接下来, 我们考虑 c > 0, <i > 0 ( i = 1, 2) 的情况1 

1) 根据方程( 3)式和( 3)c,比较方程( 3)c和方程( 1)的系数, 有

  a0 =
r
D
, a1 = 0, a2 = - c, a3 =

a
p + 1

, a4 =
b

2p + 1
, a5 =

1 - p
p

, g =
p
D
,

因此,我们可以得到

  <1, 2 =
- a(2p + 1) ? a

2
(2p + 1) 2

+ 4( p + 1) 2
(2p + 1) bc

2b( p + 1)
,

  $ = a
2
(2p + 1)

2
+ 4( p + 1)

2
(2p + 1) bc

( p + 1) 2
( 2p + 1) 2 , B = -

a
4r
( p = 1, a5 = 0) ,

  A 1, 2 =
- p

2
[ a(2p + 1) ? ( p + 2) a

2
(2p + 1) 2

+ 4( p + 1) 2
(2p + 1) bc ]

2r ( p + 1) 2
(2p + 1)

,

  A 3 =
- p

2
ab

2r( p + 1) 2, A 4, 5 = ? p ( p + 2) bc

r ( p + 1) 2p + 1
, A 6 = -

ap
r ( p + 1)

1 

从定理1. 1可以得到下列结论1 
定理 2. 1

( � ) 如果 b > 0, a X 0, 那么对于任意 c > 0和实数 p > 0, p X 1, 有

  $ = a
2
(2p + 1)

2
+ 4( p + 1)

2
(2p + 1) bc

( p + 1) 2
( 2p + 1) 2 > 0,   <1 > 0 > <2,

方程( 3)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2
<1-

1
2
<1tanh

A 1<1

2
( x - ct )

1/ p

1 ( 33)

( � ) 如果 b < 0, a > 0, 且 $ > 0,有 <1 > <2 > 0,那么对于任意 c > 0和实数 p > 0, p

X 1, 方程( 3)有 2个扭波解( 33)式和( 34)式:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2
<2-

1
2
<2tanh

A 2<2

2
( x - ct )

1/ p

1 ( 34)

对于 p = 1, 方程( 3)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) = -
3a
4b

+
3 $
2b

tanh 3a $
8r (- b )

N , ( 35)

其中 $= (1/ 12) (3a2
+ 16bc)1 当$ = 0时, 有 <1 = <2= <12 = - ( a (2p + 1) ) / (2b ( p + 1) ) ,

那么,对于给定 c > 0,满足 $ = 0和实数 p > 0, p X 1, 方程( 3)存在 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2
<12 -

1
2
<12tanh

A 3<12

2 ( x - ct )

1/ p

1 ( 36)

( � ) 如果 a = 0, b > 0,有 <1, 2= ? ( c(2p + 1) ) / b ,那么对于任意 c > 0和实数 p > 0,

p X 1, 方程( 3)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =

794 李  继  彬    黎    明    纳    静



    1
2

c(2p + 1)
b

-
1
2

c(2p + 1)
b

tanh A 4 ( c(2p + 1) ) / b

2
( x - ct )

1/ p

1 

( 37)

( � ) 如果 b = 0, a > 0,有 <a = ( c( p + 1) ) / a > 0,那么对于任意 c > 0和实数 p > 0,

p X 1, 方程( 3)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
c( p + 1)

2a
+

c( p + 1)
2a

tanh
pc
2r
( x - ct )

1/ p

1 ( 38)

2) 根据方程( 4)和方程( 4)c,比较方程( 4)c和方程( 1)的系数,有

  a0=
rl

D+ pl
, a1= 0, a2 = - c, a3=

a
p + 1

, a4=
b

2p + 1
, a5=

1- p
p

, g =
p

D+ pl
1 

  明显地, ( 4)c式和( 3)c式仅仅是系数 a0、g 不同, 因此, ( 4)式有与( 3)式相同的扭波解1 
3) 根据方程( 5)和方程( 5)c,比较方程( 5)c和方程( 1)的系数,有

  a0 = -
cA
B
, a1 = 0, a2 = c

2
, a3 = 0, a4 = C, a5 =

3- n
n - 1

, g =
n - 1

2B
1 

因此,当 C< 0时,有 <1, 2 = ? c/ ( - C) , 从( 21)式可以得到

  A 4, 5 = ? [ ( n - 1) ( n + 3) - C] / (2A( n + 1) ) 1 
由此,可以得到下面的定理1 
定理 2. 2

( � ) 如果 n X 3, C< 0,那么对于任意 c > 0和实数 n > 2, 方程( 5)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =

    
c

2 - C
-

c

2 - C
tanh

( n - 1) ( n + 3) c
4A( n + 1)

( x - ct )
2/ ( n- 1)

1 ( 39)

4) 根据方程( 6)和方程( 6)c,比较方程( 6)c和方程( 1)的系数,有

  a0 = 0, a1 =
c
a
, a2 = - q , a3 = b, a4 = 0, a5 = -

2p + 1
p

, g =
p
a
,

因此,当 bq > 0 ( < 0) , <a = q / b > 0 ( < 0) 时, 从(26) 式可以得到 A 6 = - pb
2
/ ( q( p + 1) ) 1 

  定理 2. 3  如果 bq > 0, 方程( 6)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
q

2b
+

q
2b

tanh p
2c( p + 1)

( x - ct )
- 1/ p

1 ( 40)

5) 根据方程( 7)和方程( 7)c,比较方程( 7)c和方程( 1)的系数,有

  a0 =
c
D
, a1 = -

A
D
, a2 = h1, a3 = h2, a4 = h3, a5 =

D + m
DD

- 1, g = D
D
,

所以,当 $ = h
2
2- 4h1h3 \ 0, h3 X 0时,有

  <1, 2 =
1

2h3
(- h2 ? h

2
2- 4h1h3) ,

  A 1 = -
DD

2
[ h2+ ( DD+ 2D + 2m) $]

2[ c( DD+ D + m) - A( D + m) <1]
,

  A 2 = -
DD

2
[ h2- ( DD+ 2D + 2m) $]

2[ c( DD+ D + m) - A( D + m) <2]
,

  A 3 = -
DDh2h3

2ch3( DD+ D + m) + Ah2(D + m)
,

  A 4, 5 = º
D2
(DD+ 2D + 2m) - h1h3

c( D+ m) - Am<1, 2
,
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  A 6 = -
DD

2
h2(DD+ D + m)

Ah1( D + m) + ch2( DD+ D + m)
, B = -

Dh2h3

2ch3+ Ah2
1 

定理 2. 4

( � ) 如果 h3 > 0, h1 < 0, h2 X 0,那么对于实数 D> 0, DX 1+ m / D ,有 $= h
2
2- 4h1h3

> 0, <1 > 0 > <2, 方程( 6)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2 <1-

1
2 <1tanh

A 1<1

2
( x - ct )

1/ D

1 ( 41)

( � ) 如果 h3 > 0, h2 < 0, h1 > 0或者 h3 < 0, h2 > 0, h1 < 0,且 $= h
2
2- 4h1h3 > 0,有

<1 > <2> 0,那么对于任意实数 D> 0, DX 1+ m/ D, 方程( 6)有2个扭波解( 41)式和( 42)式:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2
<2-

1
2
<2tanh

A 2<2

2
( x - ct )

1/ D

1 ( 42)

对于 D= 1 + m/ D = D0(即在(1) 式中 a5 = 0) , 方程( 6)还有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) = -
h2

2h4
+

$
2h3

tanh B $
2h3

( x - ct )

1/ D
0

1 ( 43)

当 $ = 0, <1 = <2 = <1, 2 = - h2/ (2h3) 时,方程( 6)还有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) = -
h2

4h4
-

h2

4h3
tanh -

A 3h2

4h3
( x - ct )

1/ D

1 ( 44)

( � ) 如果 h2 = 0, h1h3 < 0, 有 <1, 2 = ? - h1/ h3, 方程( 1)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =

    1
2

-
h1

h3
-

1
2

-
h1

h3
tanh A 4 - ( h1/ h3)

2
( x - ct )

1/D

1 ( 45)

( � ) 如果 h3 = 0, h1h2 < 0, 有 <a = - h1/ h2 > 0, 方程( 1)有1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) = -
h1

2h2
-

h1

2h2
tanh -

A 6h1

2h2
( x - ct )

1/ D

1 ( 46)

6) 根据方程( 8)和方程( 8)c,比较方程( 8)c和方程( 1)的系数,有

  a0 = c, a1 = - A, a2 = - C, a3 = 1 + C, a4 = - 1, a5 =
1 - D
D

, g = DB1 

明显地,我们可以得到 0 < C= <2 < <1 = 1, $ = (1 - C) 2
> 0,

  A 1 =
BD( D- C+ 1)
A- c( D+ 1) , A 2 =

BD(2DC+ D- 2)
2( AC- c( D+ 1) ) , B =

B(1 + C)
A(1+ C) - 2c 1 

定理 2. 5  当 D X 1时,方程( 8)有 2个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2
-

1
2

tanh
A 1

2
( x - ct )

1/ D

( 47)

和

  u( x , t ) = u( x - ct ) =
1
2 C-

1
2 Ctanh

A 2C
2
( x - ct )

1/ D

1 ( 48)

当 D= 1时(即在(1) 式中 a5 = 0) , 方程( 8)有 1个扭波解:

  u( x , t ) = u( x - ct ) =

    1
2

(1+ C) + ( 1- C) tanh
B(1- C2

)
2( A(1 + C) - 2c)

( x - ct ) 1 ( 49)
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Kink Wave Determined by a Parabola Solution of a

Nonlinear Ordinary Differential Equation

LI J-i bin1, 2,  LI Ming3,  NA Jing4

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Zhejiang Norma l Univ er sity ,

Jinhua , Zhejian g 321004, P . R . China ;

2. School of Science , Kunm ing Univer sity of Scien ce and Techn ology ,

Kunm ing 650093, P . R . Chin a ;

3. Departm ent of Mathem atics , Qu jin g Norm al In stitute ,

Qujin g , Yunnan 655000, P . R . China ;

4. Com puter Science Depar tment , Yunnan Un iver sity of F in ance and Econom ics ,

Kunmin g 650221, P . R . China )

Abstract: By finding a parabola solution connecting two equilibrium points of a planar dynamical sys-

tem, the existence of the kink wave solution for 6 classes of nonlinear wave equations was shown.

Some exact explicit parametric representations of kink wave solutions were given. Explicit parameter

conditions to guarantee the existence of kink wave solutions were determined.

Key words: kink wave solution; connecting orbit; parabola solution; nonlinear wave equation; non-

linear evolution equation
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