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摘要 :  基于体积力法, 研究了双材料接合半无限体三维矩形界面裂纹的应力强度因子问题1 在

数值计算中,未知的体积力密度采用基本密度函数和多项式乘积的形式来近似, 其中基本密度函

数是根据界面裂纹应力的振荡奇异性来选取的1 计算结果表明, 基于本算法得到的数值结果其收

敛精度和计算误差都是令人满意的1 算例中,给出了应力强度因子随矩形形状及双材料参数的变

化规律1 
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引   言

随着复合材料的广泛应用,界面裂纹问题越来越受到广大学者的关注[ 1O10] 1 但是,有关双

材料界面裂纹的研究大多局限于二维问题,由于数学上的复杂性,三维界面裂纹问题无法得到

解析解,只有特殊形状的界面裂纹问题得到了一些数值结果1 文献[ 11O15]给出了双材料界面

上存在环形裂纹时应力强度因子的数值结果1 Noda 等人
[ 16]
基于体积力法研究了扭矩和拉力

作用下轴对称界面裂纹问题, 其未知的体积力密度采用的是基本密度函数和多项式乘积的形

式1 类似的方法,也被Wang 等人[ 17]应用于研究三维无限体中存在矩形裂纹的问题1 

Chen等人[ 18]对双材料接合半无限体存在界面裂纹问题进行了断裂力学分析,给出了相应

的超奇异微积分方程1 由于裂纹尖端位移和应力存在振荡奇异性, 方程的求解要比一般的裂

纹问题复杂得多1 本文基于此方程,对矩形界面裂纹进行了研究,基本密度函数的选取充分考

虑了裂纹尖端位移和应力的振荡奇异性1 结果表明,计算的收敛性和精度都是令人满意的1 

668

 应用数学和力学, 第 28 卷 第 6期
 2007 年 6月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 28, No. 6, Jun. 15, 2007

 

X 收稿日期:  2006O10- 20; 修订日期:  2007- 03-12

作者简介:  徐春晖( 1971) ) ,女, 副教授,博士( Tel: + 86O10O62736992; EOmail: xuchunhuiOcau@ 163. com) ;

秦太验(联系人. Tel: + 86O10O62736992; EOmail: tyqin@ cau. edu. cn) .



1  平片裂纹的超奇异微积分方程

假设两弹性半空间沿 xOy 平面理想化地粘结在一起(见图1) ,上、下半平面的弹性常数分

图 1  计算模型示意图

别为( L1, M1) 和( L2, M2) , 这里 L1、L2 是材料的剪切模

量, M1、M2 是材料的 Po isson比1 假设裂纹位于双材料的

界面上,单位拉应力 R ]
z 作用在距裂纹无穷远处1 

Chen等人
[ 18]
给出了一般三维界面裂纹问题的超奇

异微积分方程, 如式( 1)至( 5)所示:
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  $ui ( x , y ) = u i ( x , y , 0+ ) - ui ( x , y , 0- ) ,   i = x , y , z1 ( 5)

在式( 1)至式( 5)中,未知函数是由式( 5)所定义的裂纹开口位移 $ux、$uy、$uz 1 这里 R]
z

是Rz 在无穷远处的拉应力 1 此处在区域 S 上的积分需采用有限部积分的概念1 

2  奇异微积分方程的数值解法

假设双材料界面上存在矩形界面裂纹,考虑距裂纹无穷远处有拉应力作用的问题1 对于

二维问题,根据裂纹尖端应力的奇异性,基本密度函数与裂纹开口位移之间的关系采用如下的

形式(Rice和 Sih, 1965[ 4] ) :
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这里, R0、S0 分别是距裂纹无穷远处的拉应力和剪应力,双材料参数 E和参数 J的定义如下:
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1

2P
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3- Ml
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,   平面应力,
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( 7)

在本文算法中, 未知函数采用基本密度函数和多项式的乘积形式1 首先,假设

  $ui ( N, G) = w i ( N, G) Fi ( N, G) ,   i = x , y , z 1 ( 8)

对于三维界面裂纹问题, 考虑到裂纹尖端应力和位移的振荡奇异性,基本密度函数可假设

为
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( 9)

多项式采用如下形式,未知量为多项式的系数 Ai、Bi、Ci :
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( 10)
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3  数值结果和讨论

3. 1  无量纲应力强度因子的定义

考虑距裂纹无穷远处有单位拉应力 R
]
z = 1作用时,三维矩形界面裂纹的问题 1 根据式

(9) 和文献[ 19] 中关于一般界面裂纹应力强度因子的表达式, 可定义无量纲应力强度因子

F Ñ、FÒ 和 FÓ 的表达式如下:
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3. 2  计算精度和收敛性

( a) ( Rz / R
]
z + 1) U 0

图 2( a)至( c)给出了 a/ b = 1, M1 = M2 = 0.

3, E= 0. 02时裂纹表面的计算残余误差, 这里配

置点数为 100(10 @ 10) , 多项式次数为 m = n =

81 结果表明应力残余误差

( Rz / R
]
z + 1) , Szx / R

]
z , Syz / R

]
z < 1. 5 @ 10- 61 

  对于各相同性材料, 无量纲应力强度因子随

多项式次数的变化情况见表 1(配置点数 20 @ 20,

a / b = 1, M1= M2 = 0. 3) , 表1同时给出了与 Qin

等人
[ 19]
和Wang 等人

[ 17]
的结果比较1 表2给出了

     ( b) Szx/ R
]
z U 0                 ( c) Syz / R

]
z U 0

图 2  残余应力的变化

E= 0. 02(配置点数10 @ 10, a/ b = 1, M1= M2 = 0. 3) 的计算结果1 计算表明,结果收敛性很

好1 
3. 3  与二维问题结果的比较

如果矩形裂纹细长, 即 a/ b y ] ,三维问题就退化成二维裂纹问题,应力强度因子的理论

结果为 F Ñ = 1、F Ò = 2E、F Ó = 01 本文计算中取 a/ b = 8, 多项式次数取为 m = n = 8,配

置点数10 @ 10,应力强度因子的值见表 31 从表中可以看出,当 a/ b = 8时,三维问题的计算
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结果与二维时的理论结果符合得很好1 
表 1 应力强度因子 F Ñ 的收敛性 (E= 0, a/ b = 1, y = b) (配置点数20@ 20)

x / a 0/ 11 1/ 11 2/ 11 3/11 4/ 11 5/11 6/ 11 7/ 11 8/ 11 9/ 11 10/ 11

m = n = 4 0. 752 1 0. 750 7 0. 746 2 0. 737 9 0. 725 0 0. 706 6 0. 682 1 0. 650 9 0. 610 8 0. 553 8 0. 449 7

m = n = 6 0. 753 8 0. 752 0 0. 746 7 0. 737 7 0. 724 8 0. 707 2 0. 683 6 0. 652 0 0. 609 4 0. 548 2 0. 442 3

m = n = 8 0. 753 4 0. 751 6 0. 746 3 0. 737 3 0. 724 3 0. 706 3 0. 682 1 0. 650 0 0. 608 1 0. 551 3 0. 454 3

Qin[ 19] 0. 753 4 0. 751 2 0. 746 2 0. 737 9 0. 725 5 0. 707 2 0. 682 1 0. 649 7 0. 609 0 0. 552 1 0. 446 4

Wang[ 17] 0. 753 4 0. 751 7 0. 746 5 0. 737 6 0. 724 5 0. 706 6 0. 682 8 0. 651 2 0. 608 6 0. 549 2 0. 453 6

  表 2 应力强度因子的收敛性 (E= 0. 02, a/ b = 1, y = b , M1 = 0. 3, M2 = 0. 3)

x / a 0/ 11 1/ 11 2/11 3/ 11 4/11 5/ 11 6/ 11 7/ 11 8/ 11 9/ 11 10/ 11

F Ñ

m = n = 4 0. 753 1 0. 751 2 0. 745 7 0. 736 4 0. 723 3 0. 705 9 0. 682 8 0. 651 7 0. 607 3 0. 538 5 0. 417 7

m = n = 6 0. 752 4 0. 750 7 0. 745 6 0. 736 7 0. 723 7 0. 706 0 0. 682 6 0. 651 9 0. 609 8 0. 546 5 0. 432 9

m = n = 8 0. 752 8 0. 751 1 0. 745 9 0. 736 9 0. 723 8 0. 705 8 0. 682 2 0. 651 4 0. 609 9 0. 549 0 0. 440 0

F Ò

m = n = 4 0. 027 2 0. 027 1 0. 026 8 0. 026 4 0. 025 7 0. 024 8 0. 023 6 0. 022 1 0. 020 0 0. 017 1 0. 012 7

m = n = 6 0. 027 3 0. 027 2 0. 027 0 0. 026 5 0. 025 9 0. 025 0 0. 023 8 0. 022 3 0. 020 3 0. 017 4 0. 013 1

m = n = 8 0. 027 4 0. 027 3 0. 027 1 0. 026 6 0. 026 0 0. 025 1 0. 023 9 0. 022 4 0. 020 3 0. 017 6 0. 013 3

F Ó

m = n = 4 0 0. 001 0 0. 002 1 0. 003 1 0. 004 2 0. 005 3 0. 006 5 0. 007 9 0. 009 4 0. 010 9 0. 012 0

m = n = 6 0 0. 001 0 0. 002 0 0. 003 1 0. 004 1 0. 005 2 0. 006 4 0. 007 6 0. 009 1 0. 010 6 0. 012 0

m = n = 8 0 0. 001 0 0. 002 0 0. 003 1 0. 004 1 0. 005 1 0. 006 3 0. 007 5 0. 008 9 0. 010 5 0. 012 0

  表 3 y = b 时的无量纲应力强度因子 (M1 = 0. 3, M2 = 0. 3, a/ b = 8)

 x / a 0/ 11 1/ 11 2/11 3/ 11 4/11 5/ 11 6/ 11 7/ 11 8/ 11 9/ 11 10/ 11

F Ñ

E= 0. 02 0. 994 7 0. 994 6 0. 994 2 0. 993 3 0. 991 7 0. 988 8 0. 983 8 0. 975 0 0. 958 0 0. 917 5 0. 795 4

E= 0. 04 0. 993 8 0. 993 7 0. 993 2 0. 992 3 0. 990 7 0. 987 8 0. 982 8 0. 973 9 0. 956 8 0. 916 0 0. 793 1

E= 0. 06 0. 992 0 0. 991 9 0. 991 4 0. 990 5 0. 988 9 0. 986 0 0. 980 9 0. 971 9 0. 954 5 0. 913 4 0. 789 2

E= 0. 08 0. 989 1 0. 989 0 0. 988 5 0. 987 5 0. 985 9 0. 983 0 0. 977 9 0. 968 7 0. 950 9 0. 909 2 0. 783 6

E= 0. 10 0. 984 8 0. 984 7 0. 984 2 0. 983 3 0. 981 6 0. 978 6 0. 973 3 0. 964 0 0. 946 1 0. 903 7 0. 775 5

F Ò

E= 0. 02 0. 039 7 0. 039 7 0. 039 6 0. 039 6 0. 039 5 0. 039 4 0. 039 1 0. 038 7 0. 037 8 0. 035 8 0. 030 4

E= 0. 04 0. 078 6 0. 078 6 0. 078 5 0. 078 4 0. 078 3 0. 078 0 0. 077 5 0. 076 6 0. 074 9 0. 071 0 0. 060 1

E= 0. 06 0. 116 0 0. 116 0 0. 116 0 0. 115 8 0. 115 6 0. 115 2 0. 114 4 0. 113 1 0. 110 6 0. 104 7 0. 088 5

E= 0. 08 0. 151 5 0. 151 5 0. 151 4 0. 151 2 0. 150 9 0. 150 3 0. 149 3 0. 147 6 0. 144 2 0. 136 4 0. 115 1

E= 0. 10 0. 184 5 0. 184 5 0. 184 4 0. 184 2 0. 183 8 0. 183 1 0. 181 9 0. 179 7 0. 175 5 0. 165 8 0. 139 4

F Ó @ 102

E= 0. 02 0 0. 060 9 0. 121 7 0. 182 3 0. 242 3 0. 301 3 0. 358 4 0. 411 8 0. 457 9 0. 479 3 0. 488 7

E= 0. 04 0 0. 108 6 0. 237 1 0. 355 1 0. 472 1 0. 587 2 0. 698 5 0. 802 8 0. 893 2 0. 937 0 0. 954 0

E= 0. 06 0 0. 170 4 0. 340 6 0. 510 1 0. 678 4 0. 843 9 1. 004 1. 155 1. 286 1. 354 1. 375

E= 0. 08 0 0. 214 1 0. 427 9 0. 641 1 0. 856 2 1. 061 1. 263 1. 453 1. 620 1. 714 1. 736

E= 0. 10 0 0. 248 4 0. 496 5 0. 743 9 0. 989 7 1. 232 1. 467 1. 690 1. 886 2. 009 2. 026

3. 4  一般情况的解

对于一般情况,以下的计算中, 多项式的次数取 m = n = 8,配置点取为10 @ 101 表 4给

出了无量纲应力强度因子 F Ñ和 F Ò随双材料参数 E变化的情况1 由表4可以看出, F Ñ 的值
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随参数 E的增大而减小,而 FÒ 的值随参数 E的增加而增加 1 本文中没有具体给出 F Ó 的结

果,因为 F Ó 的值比 F Ñ 和 FÒ 要小得多,分别满足 F Ó [ 0. 01 @ F Ñ 和 FÓ [ 0. 5 @ FÒ1 
表 4 点 ( 0, b ) 处无量纲应力强度因子 F Ñ 和 F Ò (M1 = 0. 3, M2 = 0. 3)

 
F Ñ

a/ b = 1 a/ b = 2 a / b = 4 a / b = 8

F Ò

a/ b = 1 a/ b = 2 a/ b = 4 a / b = 8

E= 0. 02 0. 752 8 0. 905 2 0. 976 0 0. 994 7 0. 027 4 0. 035 2 0. 038 8 0. 039 7

E= 0. 04 0. 750 9 0. 903 8 0. 975 0 0. 993 8 0. 054 2 0. 069 6 0. 076 8 0. 078 6

E= 0. 06 0. 747 8 0. 901 3 0. 973 0 0. 992 0 0. 079 8 0. 102 7 0. 113 4 0. 116 0

E= 0. 08 0. 743 3 0. 897 5 0. 969 9 0. 989 1 0. 104 0 0. 133 8 0. 147 9 0. 151 5

E= 0. 10 0. 737 3 0. 892 1 0. 965 4 0. 984 8 0. 126 3 0. 162 7 0. 180 1 0. 184 5

4  结   论

基于体积力法, 研究了距裂纹无穷远处有单位拉应力作用时,双材料接合面上存在平片矩

形界面裂纹的问题, 结论如下:

1) 根据界面裂纹应力和位移的振荡奇异性, 对未知函数采用基本密度函数和多项式乘积

的形式进行近似1 数值结果表明, 本文的计算方法是成功的,结果也是令人满意的1 
2) 在数值计算中,当 a/ b \ 8时,三维问题的计算结果与二维时的理论结果符合得很好1 
3) 对界面裂纹问题, 3种应力强度因子同时存在, 所以比一般的情况更危险1 F Ñ 的值随

参数 E的增大而减小, 而 F Ò 的值随参数 E的增加而增加 1 FÓ 的值比 F Ñ 和 F Ò 要小得多,

分别满足 FÓ [ 0. 01 @ F Ñ 和 FÓ [ 0. 5 @ FÒ1 
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Numerical Solutions of Singular Integral Equations for

Planar Rectangular Interfacial Crack in Three

Dimensional Bimaterials

XU ChunOhui1,  QIN TaiOyan1
,  NODA NaoOAki2

1. College of Science , China Agr icultur al Univ er sity , Beijing 100083, P . R . Chin a ;

2. Depa rtm ent of Mechanical En gin eer ing , Kyu shu Institute of Technolo gy ,

Kitakyu shu , 804O8550, Japan )

Abstract: Stress intensity factors for a three dimensional rectangular interfacial crack are considered

on the idea of the body force method. In the numerical calculations, unknown body force densities

were approximated by the products of the fundamental densities and power series. Here the fundamen-

tal densities were chosen to express singular stress fields due to an interface crack exactly. The calcu-

lation shows that the present method gives rapidly converging numerical solutions and highly satisfied

boundary conditions. The stress intensity factors for a rectangular interface crack are indicated accu-

rately with varying the aspect ratio and bimaterial parameter.

Key words: stress intensity factor; body force method; interface crack; composite material; fracture

mechanics; singular integral equation
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