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材料中平面波的传播
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摘要:  研究具有两个驰豫时间的、两个不同弹性和热性质的、广义传热立方晶体固体半空间的有

缺陷结合面上 ,热弹性平面波的反射和折射问题1 具有两个驰豫时间的广义热弹性理论, 是 1972

年由 Green 和Lindsay 提出并应用于问题的研究1 对有缺陷边界, 给出了反射系数和折射系数(即

反射波和折射波振幅与入射波振幅之比 )的表达式, 并推演了法向刚性边界、横向刚性边界、接触

传热边界、滑动边界和结合面边界时的表达式1 给出了在不同边界条件及出射角时, 不同的反射

波和折射波的振幅比,在不同的入射波时的变化图1 发现反射波和折射波振幅比受到介质刚性和

热性质的影响1 
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引   言

一个理想的边界界面,横跨该面上的牵引力和位移是连续的1 因此,在两个不同弹性介质

间的一个理想边界界面的邻域求解谐波问题时,一个介质中的波解, 必须通过界面条件与另一

个介质中的波解相匹配1 将这样一个概念拓展到一个有缺陷的结合界面时, 横跨界面的位移

和温度不再是连续的1 本文研究有缺陷的结合界面,这就意味着位移有小的位移矢量差,线性

依赖牵引力矢量,并造成两种介质中的温度分布不再相同, 而与该处的热通量成正比1 

Jones和Whittier[ 1]引入了与横向和法向刚度系数等价的应力和位移的边界条件1 Murty[ 2]

讨论了一个类似的问题, 用一个横向条件来描述粘结层1 Nayfeh和 Nassar
[ 3]
引入了惯性, 而不

是与边界面上位移和应力相关的刚度因子1 Schoenberg
[ 4]
利用横向和法向刚度讨论了一个薄

的粘结界面层1 Rokhlin等人[ 5]提出了界面波的渐近方程1 Rokhlin[ 6]引入了多层界面的有效

剪切模量来讨论界面的性质1 Pilarski和 Rose[ 7]利用横向刚度的边界条件,来研究超声波和粘

561

 应用数学和力学, 第 28卷 第 5 期
 2007 年 5月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 28, No. 5, May. 15, 2007

 

X 收稿日期:  2006-02-16; 修订日期:  2007-02-06

基金项目:  印度 CSIR资助项目

作者简介:  R#库玛,教授, 博士(联系人. Tel: + 91-6416-120992; E-mail: rajneesh-kuk@ rediffmail. com) ;

M#辛( E-mail: manjee-t kuk@ indiatimes. com) .

本文原文为英文, 吴承平 译,张禄坤 校.



结界面层的相互作用1 

Baik和Thompson [ 8]讨论了一个含有裂纹的物理缺陷的界面1 为了求得界面刚度, 他们引

入了一个全新的准静态模型, 利用已知的含裂纹弹性体的静态解定义界面刚度,并且将刚度和

界面惯性加入到计算中1 Achenbach和他的合作者[ 9]研究了有缺陷界面弹性波的绕射问题1 

Cheng 等人[ 10]发展了多层弱粘结界面各向异性板理论1 Lavrentyev 和 Rokhlin[ 11]研究了两个弹

性固体半空间有缺陷界面的边界条件1 Cheng、He和 Kit ipornchai[ 12]讨论了有缺陷界面对层状

复合材料壳的弯曲和振动的影响1 Chen等人[ 13]在表面带有压电弹性层作为作动器和传感器

的柱形弯曲中, 求得了有缺陷斜交铺设层合矩形板的基准解1 Chen、Wang、Cai和Ye[ 14]对正交

铺设弱粘结层合柱形板进行了三维分析1 Chen、Cai和 Ye[ 15]在柱形弯曲中,讨论了具有粘结界

面的正交铺设层合板的响应1 Chen和Lee[ 16]在弱粘结柱形弯曲中, 给出了斜交铺设压电层合

柱形板的基准解1 
在经典热弹性理论中,当均匀各向同性弹性固体受热扰动时,即使距热源无限远处, 其作

用也是瞬间发生1 也就是说, 热波传播速度是无限大的,这在物理上是不可能的1 为了纠正这

一谬误,发展了非经典理论,即熟知的广义热弹性理论1 Lord 和 Shulman [ 17] , 将热通量率项加

入Fourier定律,构造了一个广义理论, 包括双曲型传热方程和热作用的有限速率1 Green和

Lindsay
[ 18]
将温度变化率包括在本构变量中,发展成一个依赖于热弹性的温度变化率, 注意到

物体的对称中心,这并不违背经典的Fourer 定律,该理论也表明热传播速度是有限的1 按照这

一理论,热传播是波现象而不是扩散现象1 Dhaliwal和 Sherief[ 19]将广义热弹性理论[ 17]推广到

各向异性介质1 众多作者在这两个理论中做了有意义的工作1 值得关注的是, Deres-i

wicz[ 20- 21] , A. N. Sinha和S. B. Sinha[ 22] , Beevers和 Bree[ 23] , Sharma[ 24] , Sinha和 Elsibai[ 25] , S. B. Sin-

ha和 Elsibai[ 26] , Singh和 Kumar[ 27- 29] , Abd-Alla 和 A-l Dawy[ 30] , Singh[ 31] , Singh[ 32] , Kumar 和 Shar-

ma[ 33]等人的工作1 

Henneke Ò[ 34] , Velasco 和 Garcia-Moliner[ 35] , Atalar[ 36] , Sharma 和 Singh [ 37] , Kumar 和

Rani[ 38- 39] , Kumar和Ailawalia[ 40-41]也对各向异性介质的研究作出了贡献1 
本文研究, 有两个驰豫时间的立方晶体传热介质中,热弹性平面波的反射和折射, 并对几

种值得关心的情况进行了推演1 

1  基本方程和问题的描述

考虑两个相互接触的、均匀传热的、立方晶体固体的半空间, 取相互接触面为直角坐标系

Oxyz 中的z = 0平面1 我们讨论 xz- 平面上的热弹性平面波,波阵面平行于 y- 轴,并且所有的

场变量仅与 x、z 和 t 有关1 

设位移矢量为 u = ( u, 0, w ) , 温度为 T ( x , z , t ) , 按照 Dhaliwal和 Sherief[ 19]和 Green和

Lindsay[ 18]的工作,当不计体力和热源时,广义热弹性立方晶体材料的场方程和本构关系可写

为

  c11
52
u

5x 2 + c44
52u
5z 2

+ ( c12+ c44)
52w
5x5z - B

5
5x T + t 1

5T
5t = Q

52
u

5 t 2
, ( 1)

  c44
52
w

5x 2 + c11
52w
5z 2

+ ( c12 + c44)
52u
5x5z - B 5

5z T + t1
5T
5t = Q5

2
w

5t 2
, ( 2)

  K
* 52T

5x 2 +
52T
5z 2 = QC

* 5T
5 t + t0

52T
5t 2 + T 0B

5
5 t

5 u
5 x +

5w
5z , ( 3)
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  Rzz = c12
5u
5x + c11

5w
5z - B T + t 1

5T
5 t , Rzx = c44

5w
5x +

5 u
5z , ( 4)

其中 cij 为等温弹性参数, Q为密度, C
* 为常应变比热比, t为时间, T 为绝对温度, T 0为初始常

温, u、w 为位移矢量分量, Rij 为应力张量分量, t 0、t 1为弛豫时间, B= ( c11+ 2c12) At, At为线热

膨胀系数, K
* 为传热系数1 

2  反射和折射

设通过介质 M , 从 z > 0区域向 z = 0平面入射的热弹性平面波(准纵波(QL)或准横波

(QT)或准热波(T-模式) ) ,其传播方向与界面成 H0 角1 与每一入射波相对应, 给出介质 M 中

反射的QL 波、QT 波和T-模式波,以及介质 Mc中折射的QL 波、QT 波和T-模式波1 记 z > 0区

域( M 介质) 中的所有变量不带/c0 号, z < 0区域( Mc介质)中的变量带/c0号1 见图 11 

图 1 问题的几何描述

3  问题的解

位移分量 u 和w 与势函数 <和 W间的关系为

  u =
5 <
5x -

5 W
5z , w =

5 <
5z +

5W
5x 1 ( 5)

将方程( 5)中的 u 和w 代入方程( 1)至方程( 3) ,得

  c
2
1
52<
5x 2 + c

2
2
52<
5z2

- �B T + t 1
5T
5t =

    52<
5t 2

, ( 6)

  c
2
3
52 W
5x 2 + c

2
4
52 W
5z 2

=
52W
5t 2

, ( 7)

  �K * ¨2
T = C

* 5T
5 t + t 0

52T
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    T 0�B
5
5 t ¨

2
<, ( 8)

其中

  �K *
=

K
*

Q
, �B=

B
Q
, c

2
1 =

c11
Q
, c

2
2 =

c12 + 2c44
Q

,

  c
2
3 =

c11- c12- c44
Q

, c
2
4 =

c44
Q
, ¨2

=
5
5x 2+

5
5z2

1 

消去方程( 6)和方程( 8)中的 T , 得

  �K * ¨2
- C

* 5
5 t + t 0

52

5 t 2
c
2
1
52
<

5x 2 + c
2
2
52
<

5z 2
-

52
<

5 t 2 =

    T 0�B
2 1 + t 1

5
5 t

5
5 t ¨

2 <, ( 9)

为求解方程( 9)和方程( 7) ,我们设

  < = f ( z ) ei( kx- Xt)
, ( 10)

  W= g( z ) ei( kx- Xt)
, ( 11)

其中 k 为波数, X为频率1 
利用方程( 10)和方程( 11) , 方程( 9)和方程( 7)简化为

  d
4

dz 4
+ A

d
2

dz 2
+ B f ( z ) = 0, ( 12)
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  d
2

dz 2
- K23 g( z ) = 0, ( 13)

其中

  A =
X2

c
2
2
- k

2 c
2
1

c
2
2
+ 1 +

i XC*

�K
* [ (1 - iS0) + : (1- iS1) ] , ( 14)

  B =
k
2

c
2
2
( k

2
c
2
1- X2

) +
i XC*

�K * (1 - iS0)
- k

2
c
2
1+ X2

c
2
2

- :k 2
(1- iS1) , ( 15)

  K3 =
k
2
c
2
3- X2

c
2
4

1/ 2

, ( 16)

且    E=
T 0�B

2

C
*
c
2
2
, S0 = t 0 X, S1 = t1 X1 

由方程( 12)和方程( 13) ,我们得到f ( z )和 g( z ) ,然后代入方程(10) 和方程(11) ,导得介质

M 中的势函数为

  < = ( A 0e
K
1
z
+ A 1e

- K
1
z
+ B0e

K
2
z
+ B1e

- K
2
z
) ei( kx- Xt )

, ( 17)

  W= ( D0e
K
3
z
+ D1e

- K
3
z
) e

i( kx- Xt ) 1 ( 18)

其中   K1, 2 = (- A º A
2
- 4B)

2

1/ 2

,

A 0、A 1、B 0、B 1、D0、D1 为任意常数1 
将( 17)式代入( 6)式, 得

  T = ( a1A 0e
K
1
z
+ a1A 1e

- K
1
z
+ a2B 0e

K
2
z
+ a2B1e

- K
2
z
) e
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, ( 19)

其中   al =
- k

2
c
2
1 + X2

+ c
2
2K

2
l

�B( 1- iS1)
  ( l = 1, 2) 1 

类似地,可得到介质 Mc中的势函数:

  <c = (A
c
1e
K

c

1
z
+ B

c
1e
K

c

2
z
) ei( kx- Xt )

, ( 20)

  Wc = (D
c
1e
K

c
3
z
) ei( kx- Xt )

, ( 21)

  T c= ( a
c
1A

c
1e
Kc
1
z
+ a

c
2B

c
1e
Kc
2
z
e
i( kx- Xt)

, ( 22)

其中

当入射波为 QL 波时, B0, D0 = 0;

当入射波为 QT 波时, A 0, B0 = 0;

当入射波为 T-模式波时, A 0, D0 = 01 
Snell定律为

  
cosH0
V 0

=
cosH1
K
- 1
1

=
cosH2
K
- 1
2

=
cosH3
K
- 1
3

=
cosHc

1

K
c- 1
1

=
cosHc2
K

c- 1
2

=
cosHc

3

K
c- 1
3

=
1
c

( 23)

其中

  V0 =

K
- 1
1 ,   入射QL 波,

K- 1
2 ,   入射T- 模式波,

K- 1
3 ,   入射QT 波 1 

4  有缺陷时的边界条件

如果粘结层有缺陷, 且缺陷的大小和缺陷间的距离较波长小得多,则界面上的缺陷可用弹
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性边界条件(参见Lavrentyev和 Rokhlin的文献[ 11] )来描述, 即 z = 0,

  

( � ) R
c
zz = K n[ w - wc] ,

( � ) Rc
zx = K t [ u - uc] ,

( � ) K
* c5Tc

5z = K c[ T - T c] ,

( � ) Rc
zz = Rzz ,

( � ) Rc
zx = Rzx ,

( � ) K
* c5Tc

5z = K
* 5T

5z ,

( 24)

其中 K n和K t分别为单位层厚度的法向和横向刚度系数 ( N/ m
3
) , 而 K c 为热接触传热系数

W/ (m2#K) 1 
在边界条件( 24)中,利用( 17)式至( 22)式给出的势函数, 并利用方程( 1)和方程( 5) ,得到 6

个非齐次方程:

  6
6

j = 1
aij Zj = Yi   ( i = 1, 2, ,, 6) , ( 25)

其中
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l c
c
11+ Bc(1- iSc

1) a
c
l

  ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

a2l = ikK t   ( l = 1, 2) ,

a23 = K3K t , a26 = K tK
c
3+ c

c
44( k

2
+ K

c2
3 ) ,

a2j = - ( ikK t + 2ikKc
lc

c
44)   ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

a33 = a36 = 0, a3l = K ca l   ( l = 1, 2) ,
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c
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a

c
lK

c
l   ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

a4l = - k
2
c12+ K2lc11- B(1- iS1) al   ( l = 1, 2) ,

a43 = ikK3( c12- c11) ,

a4j = k
2
c

c
12- Kc2

l c
c
11+ Bc(1- iSc

1) a
c
l   ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

a46 = ikKc
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c
12- c

c
11) , a5l = 2ikKlc44   ( l = 1, 2) ,

a53 = c44( k
2
+ K23) , a56 = - c

c
44( k

2
+ Kc2

3 ) ,

a5j = 2ikKc
lc

c
44   ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

a6l = K
*
al Kl   ( l = 1, 2) ,

a63 = a66 = 0, a6 j = K
* c
a

c
lK

c
l   ( j = 4, l = 1; j = 5, l = 2) ,

( 26)

和

  Z1 =
A 1

A
* , Z 2 =

B1

A
* , Z3 =

D1

A
* , Z4 =

A
c
1

A
* , Z5 =

B
c
1

A
* , Z6 =

D
c
1

A
* 1 ( 27)

对入射的QL 波, A
*

= A 0,

  Y1 = a11, Y2 = - a21, Y3 = - a31, Y4 = - a41, Y5 = a51, Y6 = a611 ( 28)

对入射的QT 波, A
*

= D0,
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  Y1 = - a13, Y2 = a23, Y3 = a33, Y4 = a43, Y5 = - a53, Y6 = a631 ( 29)

对入射的T-模式波, A
*
= B0,

  Y1 = a12, Y2 = - a22, Y3 = - a32, Y4 = - a42, Y5 = a52, Y6 = a621 ( 30)

Z1、Z2、Z3分别为反射的QL波、T-模式波和QT 波的振幅比, Z4、Z5、Z6 分别为折射的QL 波、

T-模式波和 QT 波的振幅比1 

5  推   论

5. 1  法向刚性
在( 24)式给出的边界条件下,若 K n X 0、K t y ] 、K c y ] , 则有缺陷边界相当于法向刚性

边界情况,这意味着应力、位移和温度分布的剪切分量是连续的 1 由(25) 式得到 6个非齐次

方程组成的方程组, 其中变量 a2j、a3 j ( j = 1, 2, ,, 6) 为

  a21 = ik , a22 = ik, a23 = K3, a24 = - ik , a25 = - ik , a26 = Kc
3,

  a31 = a1, a32 = a2, a34 = - a
c
1, a35 = - a

c
21 

5. 2  横向刚性
在( 24)式给出的边界条件下,若 K n y ] 、K t X 0、K c y ] , 则有缺陷界面又变为横向刚性

边界情况,这意味着应力、位移和温度分布的法向分量是连续的 1 由(25) 式得到 6个非齐次

方程组成的方程组, 其中变量 a1j、a3 j ( j = 1, 2, ,, 6) 为

  a11 = - K1, a12 = - K2, a13 = ik , a14 = - Kc
1, a15 = - Kc

2, a16 = - ik ,

  a31 = a1, a32 = a2, a34 = - a
c
1, a35 = - a

c
21 

5. 3  热的接触传导
在( 24)式给出的边界条件下,若 K n y ] 、K t y ] 、K c X 0, 则有缺陷界面变为热接触传导

情况,意味着位移、应力是连续的, 温度分布是不连续 1 由(25) 式得到 6个非齐次方程组成的

方程组,其中变量 a1j、a2j ( j = 1, 2, ,, 6) 修正为

  a11 = - K1, a12 = - K2, a13 = ik , a14 = - K
c
1, a15 = - K

c
2, a16 = - ik ,

  a21 = ik , a22 = ik, a23 = K3, a24 = - ik , a25 = - ik , a26 = Kc
31 

5. 4  滑动边界
若K n y ] 、K t y 0、K c y ] , 则有缺陷边界就是滑动边界, 这时应力和位移的法向分量是

连续的,界面横断面上应力和位移的剪切分量变为01 由(25) 式得到6个非齐次方程组成的方

程组,其中 a1i、a2i、a3i、a5j ( i = 1, 2, ,, 6; j = 4, ,, 6) 为

  a11 = - K1, a12 = - K2, a13 = ik , a14 = - Kc
1, a15 = - Kc

2, a16 = - ik ,

  a21 = a22 = a23 = 0, a24 = 2ikK
c
1c

c
44, a25 = 2ikK

c
2c

c
44, a26 = - c

c
44( k

2
+ K

c2
3 ) ,

  a31 = a1, a32 = a2, a34 = - a
c
1, a35 = - a

c
2, a54 = a55 = a56 = 01 

5. 5  结合面
此时,垂直于界面的应力、位移和温度分布都是连续的1 即( 24)式中若K n y ] 、K t y ] 、

K c y ] , 则有缺陷边界条件成为结合面边界条件 1 由(25)式得到6个非齐次方程组成的方程

组,其中 a1i、a2i、a3i ( i = 1, 2, ,, 6) 的值取为下形式

  a11 = - K1, a12 = - K2, a13 = ik , a14 = - K
c
1, a15 = - K

c
2, a16 = - ik ,

  a21 = ik , a22 = ik, a23 = K3, a24 = ik , a25 = - ik , a26 = Kc
31 

  a31 = a1, a32 = a2, a34 = - a
c
1, a35 = - a

c
21 

5. 6  无应力绝热边界
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当K n y 0、K t y 0、K c y 0时,导得无应力绝热边界条件的结果,边界上应力分量为 0,相应

的结果为

  6
3

j = 1

bijZj = Yi   ( i = 1, 2, 3) , ( 31)

其中

  b1l = - k
2
c12+ K

2
lc11- B(1 - iS1) a l   ( l = 1, 2) ,

  b13 = - ikK3( c12- c11) , b 2l = 2ikKlc44   ( l = 1, 2) ,

  b23 = c44( k
2
+ K23) , b3l = a lKl   ( l = 1, 2) ,

  b33 = 0,

且    Z1 =
A 1

A
* , Z 2 =

B1

A
* , Z3 =

D1

A
* 1 

对入射的QL 波, A
*

= A 0,

  Y1 = - b11, Y2 = b21, Y3 = b 311 

对入射的QT 波, A
*

= D0,

  Y1 = b13, Y2 = - b23, Y3 = b 331 

对入射的T-模式波, A
*
= B0,

  Y1 = - b12, Y2 = b22, Y3 = b 321 
Z1、Z2、Z3分别为反射的QL波、T-模式波和QT 波的振幅比1 

6  特殊情况

下面讨论几种的特殊情况界面:

( a) 设

  c
c
11 = Kc+ 2Lc, c

c
12 = Kc, c

c
44 = Lc, ( 32)

则得到有两个驰豫时间的热弹性各向同性固体和有两个驰豫时间的热弹性立方晶体介质界面

的相应结果1 
( b) 在情况( a)中(即( 32)式) ,取 Lc y 0, 则得到有两个驰豫时间的传热非粘性流体和有

两个驰豫时间的热弹性立方晶体介质界面的相应结果1 固体通过导热面传热,而液体通过对

流传热1 即是说, z = 0处的热通量满足边界条件( K
* c5T c/ 5z ) = hc( T - T c) , hc为界面上

的传热系数 1 因此, 在(24) 式给出的边界条件( � ) 中, 只需用 hc替换K c , 就得到相应的结

果1 
( c) 在情况( a)中,设介质 M 中的c11 = K+ 2L, c12 = K, c44 = L, 就导得有两个驰豫时间

的热弹性各向同性固体和有两个驰豫时间的热弹性各向同性固体介质界面的相应结果1 

( d) 取 c
c
11 = Kc- i4XGc/ 3, cc12= Kc+ i2XGc/ 3, c

c
44 = - i XGc, 这里Kc为体积弹性模量, Gc

为粘度1 我们得到有两个驰豫时间的传热粘性液体和有两个驰豫时间的热弹性立方晶体介质

界面的相应结果1 
所有这些特殊情况都可以归并为法向刚性、横向刚性、接触传热、滑动边界和结合面问题,

可用前面第5节的方法计算1 

7  数值结果和讨论

为了图示前节得到的理论结果,本节给出一些数值结果,以研究刚性对各种反射波和折射
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波振幅比 | Zi | ( i = 1, 2, ,, 6) 的影响 1 其出射角为 H0, 入射波包括 QL 波、QT 波和T-模式

波1 我们选用固体氦(介质 M) 和钴(介质 Mc )的单晶体进行研究,其物理参数见表 1[ 42] 1 
表 1 固体氦(介质 M) 和钴(介质 Mc )的单晶体物理参数

常数及单位 固体氦 钴

c 11/ (N/m
2) 0. 404 0@ 1010 3. 071@ 1011

c 12/ (N/m
2) 0. 212 0@ 1010 1. 605@ 1011

c 44/ (N/m
2) 0. 124 5@ 1010 0. 755@ 1011

Q/ (kg/m3) 0. 191 0@ 100 8. 836@ 103

K * / ( W/ (m # K) ) 0. 300 0@ 102 0. 690@ 102

C * / ( J/ ( kg# K) ) 1. 477 0@ 105 4. 270@ 102

B/ (N/ ( m2 # K) ) 2. 362 0@ 106 7. 040@ 106

T0/ K 0. 85 298

S0 0. 2 0. 2

S1 0. 3 0. 25

  利用上述相关参数值, 当出射角为0b~ 90b时, 利用 Gauss消元法求解方程组( 25)的振幅

比1 计算中用到如下无量纲参数:

  X
X
* = 10,

K n

c11 k
= 10,

K t

c11 k
= 7,

K c

K
*
k
= 5,

其中 X*
= C

*
c11/ K

* 1 
我们分别用实线表示有刚性边界的热弹性固体( ST ) , 用虚线表示有法向刚性边界的热弹

性固体(NS) ,用带v符号的实线表示有接触传热边界的热弹性固体(TCC) , 用带 @ 符号的长虚
线表示有结合面边界的热弹性固体( WC)振幅比的变化1 在 ST、NS、TCC和WC边界条件下,振

幅比 | Zi | ( i = 1, 2, ,, 6) 随入射QL 波、入射QT 波和入射T-模式波的出射角 H0的变化示于

图2至图 191 
7. 1  入射 QL波

对所有的 H0 值, ST边界下的振幅比 | Z1 | 大于NS、WC边界情况;而当 0b [ H0 [ 18b时,

小于TCC边界情况1 参见图21 图3示出振幅比 | Z2 | 的变化情况1 ST 边界的振幅比 | Z2 |

分别大于NS(85b [ H0 [ 90b)、WC( 3b [ H0 [ 26b)、TCC(3b [ H0 [ 26b) 边界情况1 为方便不
同边界间的比较,在图 2、图 3中,将TCC边界时的值放大为 10倍1 

对所有的 H0值, ST边界下的振幅比 | Z3 | 都大于NS、WC边界情况;而在3b [ H0 [ 26b时,

又小于TCC边界情况1 参见图 41 为方便比较,将WC边界时的值缩小为 1/ 101 
图5示出了振幅比 | Z4 | 的变化情况 1 ST 边界下的振幅比 | Z4 | 分别小于NS( 31b [ H0

[ 90b)、WC(67b [ H0 [ 90b)、TCC(75b [ H0 [ 82b) 边界情况1 为方便比较,将ST、TCC边界时

的值放大为10倍1 
ST 边界下的振幅比 | Z5 | 分别小于NS(31b [ H0 [ 90b)、TCC(0b [ H0 [ 40b) 边界情况;

而对所有的 H0 值, 大于WC 边界情况1 参见图 61 为便于比较,WC边界的值缩小为 1/ 101 折
射QT 波振幅比示于图 71 NS、WC、TCC 边界时的振幅比 | Z6 | 的值大于 ST 边界情况1 
7. 2  入射 QT波

当57b [ H0 [ 90b时, TCC边界时的振幅比 | Z1 |、| Z2 |、| Z3 |、| Z5 | 小于 ST 边界情

况,分别参见图 8至图 10和图 121 
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  图 2 对入射 QL波,反射 QL波的振幅    图 3  对入射 QL波,反射 T-模式波的振幅

比 | Z1 | 随出射角 H0 的变化 比 | Z2 | 随出射角 H0的变化

  图 4  对入射 QL波,反射 QT波的振幅     图 5  对入射 QL波,折射 QL波的振幅

比 | Z3 | 随出射角 H0的变化 比 | Z4 | 随出射角 H0的变化

  图 6  对入射 QL波,折射 T-模式波的振幅     图 7 对入射 QL波,折射 QT 波的振幅

比 | Z5 | 随出射角 H0的变化 比 | Z6 | 随出射角 H0 的变化

当 57b [ H0 [ 90b时, ST边界时的振幅比 | Z1 | 和 | Z3 | 分别大于NS、WC边界情况 1 ST

边界时的振幅比 | Z2 | 分别大于NS(65b [ H0 [ 88b)、WC(57b [ H0 [ 88b) 边界情况1 
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当 H0取所有值时, ST 边界时的折射QL波的振幅比 | Z4 | 大于NS边界情况;当57b [ H0 [
74b时,它却小于WC、TCC边界情况1 参见图111 当 57b [ H0 [ 90b时,ST边界时振幅比 | Z5 | 大

于WC边界情况;当 H0取所有值时,它却小于NS时边界情况1 参见图121 

  图 8  对入射 QT波,反射 QL波的振幅     图 9  对入射 QT波,反射 T-模式波的振幅

比 | Z1 | 随出射角 H0的变化 比 | Z2 | 随出射角 H0的变化

  图 10  对入射 QT波,反射 QT波的振幅     图 11 对入射 QT波,折射 QL波的振幅

比 | Z3 | 随出射角 H0的变化 比 | Z4 | 随出射角 H0 的变化

虽然 ST 边界时的振幅比 | Z6 | 最后小于其他边界情况,但在开始阶段各种边界的 | Z6 |

值几乎相等 1 图13示出了折射QT波振幅比随出射角 H0的变化1 为便于比较,图8中的TCC

边界时的振幅比扩大为 10倍;图 12中 TCC边界时的振幅比也扩大为 10倍1 
7. 3  入射 T-模式波

ST 边界时的振幅比 | Z1 | 分别大于NS(35b [ H0 [ 70b)、WC(37b [ H0 [ 70b) 边界情况;

但小于TTC(0b [ H0 [ 72b) 边界情况 1 | Z1 | 的变化情况示于图 141 
图 15示出了振幅比 | Z2 | 的变化情况 1 ST边界时的 | Z2 | 分别小于WC(7b [ H0 [ 64b)、

TCC(5b [ H0 [ 68b) 边界情况;当 H0 取所有值时,它小于 NS边界情况1 
ST 边界时的振幅比 | Z3 | 小于WC(73b [ H0 [ 90b) 边界情况;当取 H0所有值时,它小于

NS、TCC边界情况1 参见图 161 图 17示出了折射 QL 波振幅比| Z4|随出射角的变化情况1 当
0b [ H0 [ 4b时, ST 边界时的 | Z4 | 分别小于NS、WC边界情况;当 H0取所有值时, 它小于TCC

边界情况1 
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 图 12 对入射 QT波,折射 T-模式波的振      图 13  对入射 QT波,折射 QT 波的振幅

幅比 | Z5 | 随出射角 H0 的变化 比 | Z6 | 随出射角 H0的变化

 图 14 对入射 T-模式波,折射 QL波的振     图 15 对入射 T-模式波,反射 T-模式波的

幅比 | Z1 | 随出射角 H0 的变化 振幅比 | Z2 | 随出射角 H0 的变化

 图 16  对入射 T-模式波,反射 QT波的振     图 17  对入射 T-模式波,折射 QL波的振

幅比 | Z3 | 随出射角 H0的变化 幅比 | Z4 | 随出射角 H0的变化

对所有 H0值, ST边界时的振幅比 | Z5 | 分别小于NS、WC边界情况; 当29b [ H0 [ 82b时,

它却大于TCC边界情况1 参见图 181 折射 QT 波振幅比的变化示于图 191 WC边界时的振幅
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比 | Z6 | 的变化大于其他所有边界情况1 为便于分析比较,将图 14、图 15、图 17中NS边界情

况的振幅比和图 17、图18中的WC边界时情况的振幅比,缩小为 1/ 101 

 图 18  对入射 T-模式波,折射射 T-模式波的    图 19  对入射 T-模式波,折射 QT波的振

振幅比 | Z5 | 随出射角 H0的变化 幅比 | Z6 | 随出射角 H0的变化

8  结   论

对于有缺陷的法向刚性边界、横向刚性边界、传热边界、滑动边界和结合面边界,不同的反

射波和折射波, 给出了反射系数和折射系数的解析表达式1 并由此推演出一些特殊情况1 在
反射和折射现象中, 热效应起了非常重要的作用1 本文采用的模型是许多实际形式的地球模
型之一,实验地震学者对此感兴趣1 

感谢  作者(Manjeet Singh)感谢 CSIR的资助1 
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Propagation of Plane Waves in Thermoelastic Cubic Crystal

Material With TwoRelaxation Times

Rajneesh Kumar
1
,  Manjeet Singh
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( 1. Depa rtm ent of Mathema tics , Kurukshetra Univer sity , Kurukshetr a-136119, India ;

2. Depar tment of Mathema tics , S . U . S . Govt . College , Matak Majar i , Ka rn al , Hary ana , India )

Abstract: A problem concerning with the reflection and refraction of thermoelastic plane waves at an

imperfect interface between two generalized thermally conducting cubic crystal solid hal-f spaces of

different elastic and thermal properties with two relaxation times has been investigated. The genera-l

ized thermoelastic theory with two relaxation times developed by Green and Lindsay has been used to

study the problem in 1972. The expressions for the reflection and refraction coefficients which are the

ratios of the amplitudes of reflected and refracted waves to the amplitude of incident waves were ob-

tained for an imperfect boundary and deduced for normal stiffness, transverse stiffness, thermal con-

tact conductance, slip and welded boundaries. Amplitude ratios of different reflected and refracted

waves for different boundaries with angle of emergence were compared graphically for different inc-i

dent waves. It is observed that the amplitude ratios of reflected and refracted waves are affected by

the stiffness and thermal properties of the media.

Key words: generalized thermoelasticity; normal stiffness; transverse stiffness; thermal contact con-

ductance; cubic crystal; amplitude ratio

574 R#库玛    M#辛


