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区间有限元方法及其在抗滑稳定性
分 析 中 的 应 用
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摘要:  通过区间值函数和实值函数的关系探讨了区间相关性导致的区间扩张的问题, 给出了保

证区间计算获得足够精度的计算方法; 提出了基于单元的子区间摄动有限元计算方法, 并给出了

提高计算效率的一些方法和获得较好计算精度时的子区间数目的近似计算公式1 结合工程实例,

基于单元的子区间有限元方法和抗滑稳定性分析方法给出了稳定性的区间范围,为更合理地估计

和评价结构的抗滑稳定性提供一定的依据1 

关  键  词:  区间相关性;  区间扩张;  计算精度;  区间有限元;  抗滑稳定性

中图分类号:  O242. 29;TU441. 35   文献标识码:  A

引   言

目前抗滑稳定性分析中广泛使用的方法是极限平衡方法和数值分析方法1 极限平衡方法
计算简单,使用方便,滑面确定后能有效地确定稳定安全系数1 数值模拟的精度取决于输入参
数值和所选本构模型的准确性1 实际工程问题中给出计算参数和荷载的精确值是比较困难
的,但对于工程人员来说,给出一个计算参数的上下界限却是容易的,且容易为工程人员所接

受;倘若要全面了解区间变量对结构的响应, 那么把不确定参数作为区间数来进行区间分析比

较合理1 
近年来,不确定结构的区间分析受到众多学者的关注1 主要应用于以下几个方面:区间静

力响应问题
[ 1O7]

,区间动力特征值问题
[ 8O11]

, 区间可靠性问题
[ 12O13]

, 区间反演问题
[ 14O17] 1 将区

间分析和传统的有限元方法相结合,可建立起区间有限元方法1 邱志平等人[ 2]
基于线性方程

组摄动的思想提出了区间有限元计算的摄动方法,并且提出了针对区间劲度矩阵和区间荷载

向量的子区间摄动方法1 对于位移上下界的大小来说, 这种方法忽略了整体劲度矩阵和整体

荷载向量中区间参数之间的相互作用, 导致计算精度的降低1 Mcwilliam
[ 4]
等对区间劲度矩阵

在区间参数处进行一阶Taylor展开,提出了考虑区间参数之间相关性的方法,Mcwilliam 从自由

度着手推导出区间位移的上下界, 而陈塑寰、杨晓伟等人
[ 5O6]
从单元角度出发推导出求解位移

上下界的计算公式; 这些方法考虑了区间参数之间的相关性, 可以获得较为合理的结果, 然而
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当区间参数较大时存在一定的困难1 
本文首先通过区间值函数和实值函数的关系,探讨了区间相关性导致的区间扩张的问题,

接着给出了保证区间计算获得足够精度的计算方法;然后提出了基于单元的子区间摄动有限

元计算方法,并给出了提高计算效率的一些方法和获得较好计算精度时的子区间数目的近似

计算公式1 最后结合工程实例,基于单元的子区间有限元方法和抗滑稳定性分析方法给出了

稳定性的区间范围, 为更合理地估计和评价结构的抗滑稳定性提供一定的依据1 

1  区间扩张问题及处理方法

1. 1  区间扩张问题
对于区间的扩张问题可以通过区间值函数

  F( X
I
) = F (X

I
1, X

I
2, ,, X

I
n) ( 1)

和实值函数

  f ( X) = f ( x 1, x 2, ,, x n)   ( xi I X
I
i , i = 1, 2, ,, n) ( 2)

的关系进行说明1 首先看下面的例子[ 18]
:

对于区间值函数

  F
(1)

(X
I
) =

X
I
1+ X

I
2

X
I
1- X

I
2
X

I
3, ( 3)

  F
(2)

(X
I
) = 1+

2

X
I
1/ X

I
2- 1

X
I
3, ( 4)

给定 X
I
1 = [ 1, 2] , X I

2 = [ 5, 10] , X I
3 = [ 2, 3] 1 实值函数

  F( X) =
x1 + x2
x1 - x2

x 3,   ( x 1 I X
I
1, x2 I X

I
2, x 3 I X

I
3)1 ( 5)

由式( 5)得实值函数的值域为[ - 7, - 22/ 9] , 由式( 3)和式( 4)通过区间运算获得区间值函

数的值域分别为[ - 12, - 4/ 3]和[ - 7, - 22/ 9] 1 由此可见,具有相关性的区间参数进行区间

计算会导致区间扩张;区间参数出现的次数越少,区间计算的相关性就越小, 当每一个区间参

数仅仅出现1次时,可以得出较为精确的解1 因此,有下面的式子成立

  f ( x 1, x 2, ,, xn ) , x i I X
I
i , i = 1, 2, ,, n A F (X

I
1, X

I
2, ,, X

I
n )1 ( 6)

1. 2  区间扩张的处理方法
对于区间值函数 F (X

I
) 和实值函数 f ( x ) , x I X

I
, X

I
= [ a, b] ,将区间数 X

I分成 N 个子

区间 X
I
i ,

  X
I
i = a +

( i - 1) ( b- a)
N

, a +
i( b- a)

N
  ( i = 1, 2, ,, N ) ,

随着 N 值的增大直到无穷 1 这时对于任意 x I X
I
,均可以有 X

I
i 与之相对应,使 x y X

I
i1 这

样,最终 f ( x ) , x I X
I y F (X

I
) , 就不会导致区间的扩张了1 

对于区间值函数 F (X
I
) = F (X

I
1, X

I
2, ,, X

I
n) , 对其参数进行一阶Taylor展开[ 6]得

  F( X
I
) = F (X

c
1, X

c
2, ,, X

c
n) + 6

n

i = 1

5F
5X i X

c
$X iei , ( 7)

其中 e i = [- 1, 1] 1 这样,就可以将区间值函数 F ( X
I
) 化成每一个参数仅仅出现 1次的情况,

通过式(4) 的计算可以得知会得到区间计算的较为精确的解 1 当 $X i比较小时, 式( 7)的误差

是很小的1 
事实上,将上述两种方法联合应用可降低区间扩张的问题1 对于函数 f ( x ) = x ( x - 1) ,
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( x I [ 0, 1/ 2] ; f ( x ) 真实值域是[- 0. 25, 0] ;直接应用区间算法得出 f ( x ) 区间为[- 0. 5, 0] ;子

区间数目为8时,应用区间算法得 f ( x ) 区间为[- 0. 281, 0] ,子区间数目为 256时,应用区间算

法得 f ( x ) 区间为[- 0. 251, 0] ;摄动方法获得的 f ( x ) 区间为[- 0. 313, - 0. 063] ; 子区间摄动

(子区间数目为 8) 获得的 f ( x ) 区间为[ - 0. 251, - 0. 001] 1 
由此可见, 子区间方法与摄动方法均可以减弱区间的扩张, 并且子区间与摄动方法相结合

可以较少的子区间数目得出较为精确的区间计算结果1 

2  基于单元的子区间摄动有限元方法

在多数结构分析中有限元的公式表述为 KU = R, 但对于具有不确定性区间参数的结构

系统来说,它的不确定参数可能包括弹性模量、密度、外荷载、几何尺寸等, 这时有限元公式表

述为

  K( a
I
) U

I
= R( a

I
)1 ( 8)

基于上述降低区间扩张的方法及文献[ 6]基于单元的区间有限元计算公式, 为了获得较为

精确的结构区间响应结果,下面将给出基于单元的子区间摄动有限元方法计算公式1 设不确
定区间参数向量为

  
a
I
= ( a

I
1, a

I
2, ,, a

I
m) ,

a
I
r = [ ar , ar ] = [ a

c
r - $ar , a

c
r + $ar]   ( r = 1, 2, ,, m )1 

( 9)

对 a
I
r( r = 1, 2, ,, m ) 所分子区间数目为 L r ( r = 1, 2, ,, m ) , 则

  a
I
r
p
= [ ar + 2( p - 1) $ar / L r , ar + 2p$ar/ L r]

  ( r = 1, 2, ,, m ; p = 1, 2, ,, L r ) , ( 10)

  a
I
s = ( a

I
1j , a

I
2k , ,, a

I
mq) ,   

j = 1, 2, ,, L1

k = 1, 2, ,, L2

s

q = 1, 2, ,, Lm

, s = 1, 2, ,, ( L 1L2 ,Lm) 1 ( 11)

对于每一个 a
I
s,单元劲度矩阵、单元荷载向量分别为 Kis( a

I
s)、Ris ( a

I
s ) , 它们对不确定区

间参数进行一阶 Taylor 展开得

  Kis( a
I
s) = Kis( a

c
s) + 6

m

r = 1

5Kis

5 ar a
c

s

$ar
L r

eir, ( 12)

  Ris( a
I
s) = Ris( a

c
s) + 6

m

r = 1

5Ris

5 ar a
c

s

$ar
L r

eir, ( 13)

其中 eir = [- 1, 1] 1 由常规有限元方法可知,系统的整体劲度矩阵和整体荷载向量可表示为

下列形式

  Ks( a
I
s) = Ks( a

c
s) + $K I

s , ( 14)

  Rs( a
I
s) = Rs( a

c
s) + $R I

s , ( 15)

其中

  $KI
s = 6

n

i= 1
6
m

r = 1

5Kis

5 ar a
c

s

$ar
L r

eir, ( 16)

  $RI
s = 6

n

i= 1
6
m

r = 1

5Ris

5 ar a
c

s

$ar
L r

eir 1 ( 17)

将 $K I
s 和 $R I

s 看作Ks( a
I
s) 和 Rs ( a

I
s ) 在 Rs( a

c
s) 和 Rs( a

c
s) 处的摄动量,那么由摄动公式
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U1 = - K
- 1
( $KUc

- $R) [ 15] 和区间扩张理论可得到静力位移的一阶不确定量为

  $U1s = 6
n

i = 1
6
m

r = 1

- K
- 1
s ( a

c
s)

5�K is

5 ar a
c

s

U
c
s -

5�Ris

5 ar a
c

s

$a r

L r
, ( 18)

其中 �Kis和�R is分别是Kis和Ris 扩充后的矩阵和向量, U
c
s = K

- 1
s ( a

c
s)1Rs ( a

c
s )1 最后,我们可以

得到区间参数结构静力位移的上、下界为

  U = min
s
( U

c
s - $U1s) , ( 19)

  �U = max
s
( U

c
s + $U1s)1 ( 20)

式( 18)需要求 Ks( a
c
s) 的逆矩阵,对于不确定参数较少或结构有限元计算自由度较少时,

可以满足计算速度要求 1 但当不确定参数较多或结构有限元计算自由度较多时,计算效率比

较低,这里给出两种处理方法:仅仅求解一次 K( a
c
) 逆矩阵来代替 Ks( a

c
s) 的逆矩阵;当区间偏

差较大时,可以先将区间分成几个范围稍大的子区间, 然后再对这些小子区间进行细分并用方

法一进行处理, 这样就减少了求逆的次数1 另外,针对逆矩阵求解较慢的情况,可以采用Mat-

lab里面的功能块求解逆矩阵1 
与确定性有限元应力的求解公式类比可得

  RI
= D

I
B

I
( u

I
)
e
= S

I
( u

I
)
e1 ( 21)

由于本节是基于单元的子区间摄动方法,故上式可变为如下形式:

  RI
s = D

I
sB

I
( u

I
)
e
s = S

I
s( u

I
)
e
s , ( 22)

式中: DI
s = D( a

I
s) 为单元弹性区间矩阵, ( u

I
)
e
s 为单元结点位移区间列阵, S

I
s = D( a

I
s) B

I为

应力转换区间矩阵, B
I
为应变转换矩阵1 最后可以求得结构的应力区间为:

  R = min
s
( R

I
s ) , ( 23)

  �R = max
s
( RI

s )1 ( 24)

需要说明的是,由于 ( u
I
)
e
s 的求解过程中有D ( a

I
s )与 B

I
的参与,即( u

I
)
e
s 与D( a

I
s ) 和B

I
有

一定的相关性, 这样会导致应力区间的扩张, 最终使得应力区间的精度低于位移区间的精度1 

3  子区间划分数目的计算方法

针对弹性情况, 假定不考虑荷载参数区间,由公式( 18)可知,对于单区间参数结构来说,要

使结构响应区间达到足够的计算精度, 有下列近似公式成立:

  $U1 = 6
n

i= 1
6
1

r = 1

- K
- 1
( a

c
)

5�Ki

5 ar a
c
U0 ( $ar ) =

    6
n

i= 1

- K
- 1
( a

c
)
5�Ki

5 a a
c
U0 1( $a) y

    n1 - K
- 1
( a

c
)
5�K i

5 a a
c
U0 1( $a)   ( i = 1, 2, ,, n)1 

任取其中一个单元, 可以求 - K
- 1
( a

c
)

5�Ki

5a a
c
U0 值, 令

  C I max
i

- K
- 1
( a

c
)
5�K i

5 a a
c
U0   ( i = 1, 2, ,, n) 1 ( 25)

要使 $uj ( I $U1) ( j 为与C 对应的向量位置) 足够小,必使子区间数目 L 满足

  $uj = nC$a/ L , ( 26)

  L = nC$a/ ( $uj ) , ( 27)
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其中: $a 为结构参数区间偏差, n 为具有不确定参数的单元数目 1 一般来说, 基于单元的区

间有限元方法首先需计算出结构整体劲度矩阵、位移响应均值以及整体劲度矩阵的逆矩阵,这

样计算式(25) 并不复杂;对于 $uj 来说,由于 u
c
j 已经求出,由计算允许偏差 E通过 $uj = E| uc

j |

即可求得1 
式( 27)给出了计算单参数情况结构参数区间分割子区间的数目,对于多参数来说,某一参

数分割子区间的数目将变为

  L r = nmC$a r/ ( $uj )   ( r = 1, 2, ,, m ) , ( 28)

其中: $ar为结构第r参数区间偏差, L r为结构第r 个参数区间分割的子区间数目, m 为不确定

结构参数的个数1 

4  稳定安全系数区间的计算

4. 1  点抗滑安全系数
在确定性计算中,点抗滑安全系数可由

  K = Sf / S ( 29)

来确定,其中: Sf = c + RtanU, c、U为材料的粘聚力和内摩擦角, R、S分别为滑动面上的正应

力和剪应力1 

应用区间有限元方法计算出滑动面上单元的正应力区间 RI和剪应力区间 SI, 于是

  K
I
= ( c - RItanU) / SI, ( 30)

其中:若 R > 0,取 R = �R = 0; R1�R < 0, 取�R = 0; K I即为点抗滑安全系数区间1 
4. 2  整体抗滑安全系数

在确定性计算中,整体抗滑安全系数计算公式为

  K = 6
e

Sf 6
e

S1 ( 31)

应用区间有限元方法计算出滑动面上单元的正应力区间 RI和剪应力区间 SI, 于是整体抗

滑安全系数区间计算公式为

  K
I
= 6

e

( c - RItanU) 6
e

SI1 ( 32)

5  算 例分 析

算例 1  如图 1所示的桁架结构,不确定参数为杆横截面面积和外荷载1 桁架材料的弹

性模量 E = 2. 1 @ 1011 N/ m2
, L = 1 m,杆 1、2、3、4的横截面面积 A = 1. 0 @ 10- 3 m2

,杆 5、6的

横截面截面积 A
I
= [ 1. 0 @ 10- 3

, 1. 1 @ 10- 3
] m2

,外荷载 P
I
= [ 20, 21] kN1 

设 E= 0. 05,则计算获得Lk U 1. 0, 由此可知参数区间不进行分割即可1 表 1为桁架结构

位移区间计算结果对比表1 
表 1          桁架结构位移区间计算结果对比表 mm   

 
名义均值

u0i

区间摄动方法[ 2] MonteOCarlo方法 基于单元区间有限元法

min( ui) max( ui) min( ui) max( ui) min( ui) max( ui)

u1 0. 858 5 0. 69 1. 03 0. 817 6 0. 902 4 0. 816 1 0. 908 0

u2 0. 326 7 0. 26 0. 40 0. 313 6 0. 340 1 0. 313 5 0. 339 9

u2 0. 895 8 0. 73 1. 07 0. 853 8 0. 940 8 0. 852 3 0. 939 3

u4 - 0. 311 1 - 0. 38 - 0. 24 - 0. 324 0 - 0. 298 4 - 0. 323 9 - 0. 298 2

  由表 1可以看出, 本文考虑了劲度矩阵中参数之间的相互关系并且给出了降低区间扩张
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图 1 桁架结构图

的子区间数目,明显地改善了区间计算的结果,计算所得结

果比较接近实际区间1 本例中两种计算方法所用时间基本
相同,基于单元的子区间摄动有限元方法公式形成比较复

杂,用时稍多;但需要指出的是,随着计算情况的复杂、子区

间数目和含区间参数单元数目的增加,计算的工作量会随

之增加1 
算例 2  上部结构和地基系统如图 2所示,其中上部结

构参数为 E = 2. 4 @ 10
4
MPa、L= 0. 166 7、自重 C= 24. 0

kN/ m3
,水平分布力 F 为 300 kN/ m;地基参数为 E = 2. 0 @

104MPa、L = 0. 251 将软弱夹层的弹性模量考虑为区间变

量,软弱夹层参数为 E = [ 1. 0, 1. 5] @ 103MPa、L= 0. 25、C

= 21. 5 kN/ m3、c = 0. 1 MPa、U= 32b, 软弱夹层厚度为
0102 m1 

运用本文基于单元的子区间摄动有限元方法,计算分析上部结构与地基接触面的受力情

况和抗滑安全系数; 在确定性有限元计算时, 取软弱夹层的弹性模量为区间变量的两个端点

值,其它参数相同1 坐标系以水平向为 x 方向,垂向为 y 方向; 单元网格图见图 3,共 60 个单

元、80个结点,其中软弱夹层 4个单元;地基两侧和底面均采用链杆约束1 

 图 2  上部结构和地基系统              图 3 计算网格图

设 E= 0. 05,则计算获得Lk U 64, 把参数区间分割为64个子区间 1 表2、表3给出了区间

有限元与确定性有限元计算所得应力 Ry、Sxy 对比, 表 4给出了软弱夹层点抗滑安全系数的对

比1 
表 2              软弱夹层单元应力 Ry 对比 ( MPa)   

单元号
区间有限元计算

E = [ 1. 0, 1. 5] @ 103

确定性有限元计算

E = 1.0 @ 103 E = 1. 5 @ 103

57 [ 6. 913, 8. 892] @ 10- 2 7. 920@ 10- 2 8. 030@ 10- 2

58 [ - 11. 056, - 9. 164] @ 10- 2 - 9. 759@ 10- 2 - 10. 210@ 10- 2

59 [ - 8. 457, - 6. 784] @ 10- 2 - 7. 912@ 10- 2 - 7. 500@ 10- 2

60 [- 29. 895, - 26. 706] @ 10- 2 - 28. 648@ 10- 2 - 28. 720@ 10- 2

  表 2和表 3所示的应力区间比确定性有限元方法计算的上下界稍宽, 这主要是由于最终

获得的应力区间是通过位移区间与弹性区间矩阵、应变转换矩阵相乘计算得来的,而位移区间

与弹性区间矩阵有一定的相关性1 由表 4可以看出, 由区间计算获得的抗滑稳定安全系数区

间包含确定性计算获得的安全系数值, 为较合理地评价结构的安全系数提供了一定的依据1 
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从该算例可以看出, 对于仅仅部分单元具有不确定区间参数的问题,基于单元的子区间摄

动方法的计算量不大,并可以获得较高的计算精度1 
  表 3              软弱夹层单元应力 Sxy 对比 ( MPa)   

单元号
区间有限元计算

E = [ 1. 0, 1. 5] @ 103

确定性有限元计算

E = 1.0 @ 103 E = 1. 5 @ 103

57 [ 22. 612, 26. 424] @ 10- 2 23. 934@ 10- 2 24. 786@ 10- 2

58 [ 7. 871, 9. 739] @ 10- 2 9. 172@ 10- 2 8. 356@ 10- 2

59 [ 8. 132, 10. 049] @ 10- 2 9. 259@ 10- 2 8. 778@ 10- 2

60 [ 16. 103, 20. 217] @ 10- 2 17. 785@ 10- 2 18. 230@ 10- 2

  表 4              软弱夹层单元抗滑安全系数对比

单元号
区间有限元计算

E = [ 1. 0,1. 5] @ 103MPa

确定性有限元计算

E = 1. 0@ 103MPa E = 1.5 @ 103MPa

57 [0. 378, 0. 442] 0. 418 0. 403

58 [1. 615, 2. 148] 1. 755 1. 960

59 [1. 417, 1. 879] 1. 614 1. 673

60 [1. 320, 1. 781] 1. 569 1. 533

整体抗滑稳定性 [ 1. 003, 1. 295] 1. 146 1. 147

6  结   论

从区间有限元计算精度的角度出发,利用区间扩张的摄动和子区间处理技术,本文提出了

基于单元的子区间摄动有限元方法1 从数值模拟结果可以看出, 该方法在计算具有不确定性

区间参数的结构的区间位移、区间应力方面是有效的; 对于自由度较少或者含不确定参数的单

元较少时,计算速度是非常快的,并且能得到较高的计算精度,但是当自由度较多时,如何进一

步提高其计算效率仍需进一步的研究1 
本文提出了基于区间分析方法来分析结构的抗滑稳定性问题, 可以获得结构抗滑稳定安

全系数的区间范围, 为更合理地估计和评价结构的稳定性提供一定的依据1 文中仅仅将弹性
模量作为区间参数, 实际分析中还可以将Poisson比、粘聚力、内摩擦角等作为区间参数1 
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Interval Finite Element Method and Its Application on

AntiOSlide Stability Analysis

SHAO GuoOjian1,  SU JingObo2

( 1. Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Hoha i Univer sity , Nanjing 210098, P . R . Chin a ;

2. College of Tr affic , Hoha i Univer sity , Nanjing 210098, P . R . Chin a )

Abstract: The problem of interval correlation results in interval extension is discussed by the relation-

ship of intervalOvalued functions and realOvalued functions. The methods of reducing interval extension

are given. Based on the ideas of the paper, the formulas of subOinterval perturbed finite element

method based on the elements were given. The subOinterval amount is discussed and the approximate

computation formula was given. At the same time, the computational precision was discussed and

some measures of improving computational efficiency were given. Finally, based on subOinterval per-

turbed finite element method and antiOslide stability analysis method, the formula for computing the

bounds of stability factor was given. Which will provide a basis for estimating and evaluating reason-

ably antiOslide stability of structures.

Key words: interval correlation; interval extension; computational precision; interval finite element

method; antiOslide stability
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