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摘要:  在迎风型格式和矢通量分裂技术的基础之上, 对捕捉激波方法进行一种新的尝试1 该方

法首先对原始格式在特征方向上进行投影,然后用限制器对这些特征分量的变化幅值进行限制以

抑止非物理波动,最后再把它转换成守恒形式, 得到了基本上无振荡的激波捕捉格式1 用该方法

对两种迎风显示格式(二阶和三阶)和 3 种迎风紧致格式(三阶、五阶和七阶)进行处理, 并在一维

和二维的情况下进行了应用测试1 通过与高阶 WENO、MP、CompactOWENO 等格式的比较, 表明该

方法在光滑捕捉激波的前提下仍有较高精度和分辨率1 
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引   言

湍流的直接数值模拟( DNS)、大涡模拟( LES)以及计算声学( CAA)等都对计算格式具有很

高要求1 通常, 为了得到高品质的数值结果, 需要采用谱方法、紧致格式或其他高阶格式1 但
是,当流场含有间断或弱间断时,采用线性格式计算会出现非物理解,这些非物理解常常影响

和制约了数值计算精度, 于是需要对格式做出相应的处理, 其中尤为关键的是提高格式光滑捕

捉激波的能力1 
自上个世纪中后期以来, 在计算含有激波的流场方面取得了不断的进步,并发展出了多种

激波捕捉差分方法1 比如 TVD 方法[ 1] , 近似 Riemann 方法[ 2] , ASUM 类方法[ 3] , ENO 以及

WENO方法[ 4O6] ,MP( monotonicity preserving)方法[ 7]等1 TVD、近似 Riemann和ASUM等格式在航

空航天工程中得到大量运用, 但是,发展相应的高阶精度格式是及其困难的, 比如传统的TVD

格式在极值点的精度常降为一阶1 ENO/WENO格式在光滑捕捉激波的同时,也能在极值点保

持高阶精度,被大量用于 DNS和LES, 但是在计算大梯度流场(比如边界层和热流计算)时不太
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理想, 对接触间断的耗散也较大1 MP方法的精度和分辨率都较高, 但是在多维情况下和极值

点附近的精度有所降低1 
为了在光滑捕捉激波的同时又能提高格式精度, 我们融合了以下几点已经比较成熟的处

理方法: 1) 矢通量分裂和迎风处理; 2) 限制器; 3) TVD思想; 4) 特征投影; 5) 高精度计算

格式特别是紧致格式1 本文首先在矢通量分裂技术和迎风型格式的基础之上, 把物理量(通量

或守恒变量等)沿特征方向进行投影,然后通过具有 TVD性质的限制器对投影量的变化幅值

进行约束以避免发生非物理现象1 针对以下 5种不能光滑捕捉间断的线性迎风格式: 二阶和

三阶迎风显式格式, 三阶、五阶和七阶迎风紧致格式,采用本文的激波捕捉方法进行处理后,得

到了在间断附近基本上无虚假振荡的非线性激波捕捉格式,并在一维和二维 Euler 系统中通过

数值计算验证了该方法的高阶精度和高分辨率1 

1  捕捉激波的特征处理方法

1. 1  对通量型格式的特征处理

考虑如下双曲系统

  5Q/ 5t + 5F (Q) /5x = 0, ( 1)

并令 Jacobi矩阵

  A(Q) = 5F /5Q1 ( 2)

设计算空间被均匀分成间距为 $xj 的离散空间,那么 xj 处的物理量可用下标j 来指示1 不
论采取什么格式对( 1)式进行离散,我们总能把一类守恒型的半离散格写成如下形式:

  (dQ/ dt ) j = - (H
+
j+ 1/ 2+ H

-
j+ 1/ 2- H

+
j- 1/ 2- H

-
j- 1/ 2) / $xj , ( 3)

其中 H
?
j+ 1/ 2可看作是网格交接面上的正负通量,不同的格式对其有不同定义1 

设 F
? 是某类单调正负通量(比如采用 StegeOWarming 分裂技术得到的通量) 1 如果把 F

?
j

视为网格单元的平均通量,那么H
+
j+ 1/ 2- F

+
j 与F

-
j+ 1- H

-
j+ 1/ 2体现了网格 j 与网格j + 1之间的

通量流动情况1 
由于双曲系统的信息沿着特征方向但播,许多文献都把它投影到特征空间中处理1 通量

的流动量在特征空间中的投影溪

  $W +
j+ 1/ 2 = L

+
j+ 1/ 2(H

+
j+ 1/ 2- F

+
j ) , $W

-
j+ 1/ 2 = L

-
j+ 1/ 2( F

-
j+ 1- H

-
j+ 1/ 2) , ( 4)

其中 L
?
j+ 1/ 2 为 A

?
j+ 1/ 2的左特征矩阵,则它的右特征矩阵 R

?
j+ 1/ 2 = ( L

?
j+ 1/ 2)

- 11 A
?
j+ 1/ 2可取 j 和j

+ 1点的Roe平均或算术平均1 但我们建议采用网格内的平均量, 即A
+
j+ 1/ 2 = A( Qj ) , A

-
j+ 1/ 2=

A( Qj+ 1) 1 计算经验表明, 这样不仅计算量小, 而且对精度几乎没有影响 1 知道 A
?
j+ 1/ 2后,便

可以求相应的左右特征矩阵1 

$W
?

j+ 1/ 2体现了特征波在传播过程中的幅值变化情况1 在某些情况下(比如激波) ,可能会

出现同族特征线的相交现象,考虑到熵增条件,信息在沿这些特征线传播时将会减弱, 即特征

波的幅值非线性地减小1 另外,即使没有发生同族特征线相交, 计算过程中仍然可能出现不满

足熵增条件的解1 所以有必要对 $W ?
j+ 1/ 2 进行限制1 本文借用文献[ 8]的 TVD 限制器对

$W ?
j+ 1/ 2进行限制, 得到

  
DW +

j+ 1/ 2 = U( $W +
j+ 1/ 2, $W

3 +
j+ 1/ 2, $W

3 +
j- 1/ 2) ,

DW -
j+ 1/ 2 = U( $W -

j+ 1/ 2, $W
3 -
j+ 1/ 2, $W

3 -
j+ 3/ 2) ,

( 5)

其中 $W
3 ?
j+ 1/ 2 = L

?
j+ 1/ 2( F

?
j+ 1- F

?
j ) ,可粗略代表 j 和j + 1点之间通量沿特征方向的变化, U为
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限制器1 文献[ 8]列举了两种限制器

  U( a, b , c) =
s1min( | a | , | b | ) ,   若 a, b, c同号,

0,   其他;
( 6)

  U( a, b , c) =
s1min | a | , | b |

2bc
| a | + | c | + E

,   若 a, b , c同号,

0,   其他,

( 7)

其中 s = sign( a) , a、b和c分别表示(5)式中的3个元素, E是一个任意小正数,比如1. 0E- 91 
需要注意的是,限制器 U中3个元素的位置不能调换, (6) 式中的min函数值只与 a和b有关1 
若没有特别说明,本文采用的是第一种限制器1 

为了保证通量守恒以及正确捕捉到流场间断,把格式还原成守恒形式是有利的:

  �H +
j+ 1/ 2 = F

+
j + R

+
j+ 1/ 2DW

+
j+ 1/ 2, �H

-
j+ 1/ 2 = F

-
j - R

-
j+ 1/ 2DW

-
j+ 1/ 2, ( 8)

于是   (dQ/ dt ) j = - ( �H +
j+ 1/ 2+ �H

-
j+ 1/ 2+ �H

+
j- 1/ 2- �H

-
j- 1/ 2) / $xj , ( 9)

(9)式即为特征处理后的半离散格式1 它与 Ravichandran[ 9]的格式很相似,不同点在于本文投影

到特征空间中进行处理,而且所采用的限制器能保证格式的精度更高(特别是在极值点附近) 1 
1. 2  特征处理方法在其他类型格式中的推广

上文的特征处理方法不仅可以用在通量型的格式上, 还可以用在守恒变量型或原始变量

型等格式上1 下面以守恒变量型格式为例进行说明,其他变量型的格式可以类推1 
在( 3)式中, 常见的守恒变量型格式可以表示成

  H
+
j+ 1/ 2 = F

+
( Q

l
j+ 1/ 2) , H

-
j+ 1/ 2 = F

-
( Q

r
j+ 1/ 2) , ( 10)

不同格式的差别在于求解 Q
l
j+ 1/ 2和 Q

r
j+ 1/ 2的方法不同1 网格交接面上的左右守恒变量与两侧

网格内的平均守恒变量之差可表示为 Q
l
j+ 1/ 2- Qj 和Qj+ 1- Q

r
j+ 1/ 21 把它们在特征方向上投影

  $W
+
j+ 1/ 2 = L

+
j+ 1/ 2( Q

l
j+ 1/ 2 - Qj ) , $W

-
j+ 1/ 2 = L

-
j+ 1/ 2( Qj+ 1- Q

r
j+ 1/ 2) , ( 11)

此处 W
? 正好与双曲系统的特征变量类似 1 设DW?

j+ 1/ 2代表了特征波的幅值,为了避免出现非

物理解,应该对DW?
j+ 1/ 2的取值进行限制以避免出现不满足熵条件的解1 此时可采用与上小节

相同的限制器来模拟熵条件

  
DW

+
j+ 1/ 2 = U( $W

+
j+ 1/ 2, $Ŵ

+
j+ 1/ 2, $Ŵ

+
j- 1/ 2) ,

DW-
j+ 1/ 2 = U( $W-

j+ 1/ 2, $Ŵ
-
j+ 1/ 2, $Ŵ

-
j+ 3/ 2) ,

( 12)

其中 $Ŵ ?
j+ 1/ 2 = L

?
j+ 1/ 2( Qj+ 1- Qj ) 1 

特征处理后的 Q
l
j+ 1/ 2和 Q

r
j+ 1/ 2 可表示为

  �Q l
j+ 1/ 2 = Qj + R

+
j+ 1/ 2DW

+
j+ 1/ 2, �Q

r
j+ 1/ 2 = Qj+ 1- R

-
j+ 1/ 2DW

-
j+ 1/ 2, ( 13)

于是   �H +
j+ 1/ 2 = F

+
(�Q l

j+ 1/ 2) , �H
-
j+ 1/ 2 = F

-
( �Q r

j+ 1/ 2)1 ( 14)

把上式代入( 9)式即可得到特征处理后的半离散格式1 
1. 3  运用举例

本文以 5种不能光滑激波捕捉的线性格式为例, 来说明前文特征处理方法的效果1 在对
通量进行离散的情况下, 这 5种格式可以分别表示为:

1) 二阶迎风显示格式

  H
+
j+ 1/ 2 = (3F

+
j - F

+
j- 1) / 2, H

-
j+ 1/ 2 = (3F

-
j+ 1- F

-
j+ 2) / 2; ( 15)

2) 三阶迎风显示格式

  H
+
j+ 1/ 2 = (11F+j - 7F+j- 1+ 2F+

j- 2) / 6, H
-
j+ 1/ 2 = (11F-j+ 1- 7F-

j+ 2 + 2F-j+ 3) / 6; ( 16)

3) 三阶迎风紧致格式
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  5H +
j- 1/ 2+ 8H+

j+ 1/ 2- H
+
j+ 3/ 2 = 12F+j , - H

-
j- 1/ 2+ 8H-

j+ 1/ 2+ 5H-
j+ 3/ 2 = 12F-j+ 1; ( 17)

4) 五阶迎风紧致格式

  
9H

+
j- 1/ 2+ 18H

+
j+ 1/ 2 + 3H

+
j+ 3/ 2 = 10F

+
j+ 1+ 19F

+
j + F

+
j- 1,

3H-
j- 1/ 2+ 18H-

j+ 1/ 2 + 9H-
j+ 3/ 2 = F

-
j+ 2+ 19F-

j+ 1 + 10F-j ;
( 18)

5) 七阶迎风紧致格式

  
180H

+
j- 1/ 2+ 240H

+
j+ 1/ 2 = F

+
j+ 3- 11F

+
j+ 2 + 79F

+
j+ 1+ 319F

+
j + 34F

+
j- 1 - 2F

+
j- 2,

240H-
j+ 1/ 2+ 180H-

j+ 3/ 2 = - 2F-j+ 3+ 34F-
j+ 2+ 319F-

j+ 1+ 79F-
j - 11F-

j- 1+ F
-
j- 21 

( 19)

把上面 5式所得的H
?
j ? 1/ 2代入(3) 式,便可得到相应的差分格式 1 在上面这5种格式中,

如果把右边的 F
? 换成 Q,把左边的H

+ 换成 Q
l
,H

- 换成 Q
r
, 便可得到与之对应的守恒变量型

格式1 

把H
?
j+ 1/ 2代入(4) 式,或把 Q

l
j+ 1/ 2和 Q

r
j+ 1/ 2代入( 11)式, 通过 1. 1或1. 2节的特征处理后,

便可得到与原格式相对应的激波捕捉格式1 为了便于标记,我们把特征限制处理后的二阶迎

风显示格式表示成 CU2O* , 相应的三阶格式为 CU3O* ; 把特征处理后的三阶迎风紧致格式表

示成 CC3O* ,五阶迎风紧致格式为 CC5O* ,七阶迎风紧致格式为 CC7O* 1 当用/ F0替换/ * 0
时,表示通量型格式;当用/ C0替换/ * 0时,表示守恒变量型格式1 
1. 4  限制器对精度和分辨率的影响

为了考察格式对多尺度问题的计算精度, 考虑波数区间 [ 0, n] 上的连续 Fourier模态,取

函数

  f ( x ) = Re 6
n /2

k= - n/ 2

A ( k ) exp i
2Pkx
L

+ U( k ) , ( 20)

此处 i= - 11 求解域被等分为 100段1 令振幅 A ( k) = 1,相 U( k ) 在[ 0, 2P] 上随机分布 1 
图1给出了 f ( x ) 的一阶导数的精确解( Exact)、三阶线性紧致格式的数值解( Linear Compact)和

线性紧致格式被限制器修改后所给出的数值解(Modified Compact) 1 通过观察可以发现,线性

紧致格式在极值点处有过冲现象, 采用限制器修改后的紧致格式可以避免这种现象1 通过观
察还可以发现, 采用本文的限制器不会降低线性格式的尺度分辨率1 线性紧致格式的 L1 范数

误差为0. 037 66, 采用限制器修改后的L1范数误差为0. 037 751 总的来说,采用限制器修改后

的格式比原格式的精度稍低, 在本算例的情况下, L1 误差增加了 0. 24%1 可见,在保证光滑捕

捉激波的情况下,对精度的牺牲还是很小的1 

2  数 值算 例

把系统( 1)的半离散格式( 9)式与时间离散相结合,便可得到全离散的格式,本文采用三阶

TVD型的 RungeOKutta 法[ 5]
对时间项进行离散1 

若用下列表达式替换( 1)式中的 Q和F , 便可得到描述无粘可压流动的 Euler方程1 
  Q = [ Q, Qu, Qe] , F = [ div( Qu ) , div( Qu ª u) + p̈ , div( Qeu + pu ) ] , ( 21)

此处 Q是流体密度, u 为速度, e 为总能量,表示内能与动能之和 1 通过补充状态方程可以使
上述方程组封闭,本文使用理想气体状态方程 p = Qe( C- 1) , C为比热比,本文取 1. 41 
2. 1  定常正激波

由于本文的特征处理方法涉及到限制器的使用, 所以有必要考察该限制器是否能收敛到

定常解1 计算区域仍然是[ - 3, 3] ,取 31个网格点1 计算初始条件为:在 x < - 1的区域,给定
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波前值( Q, u, p ) = (1. 0, 1. 0, 1/ ( CMa2] )) ;在 x \ 1的区域通过RankineOHugoniot关系式给定波
后值;在- 1 [ x < 1区域, 采用波前到波后的线性过度值1 在计算过程中保持边界值不变1 

由于在- 1 [ x < 1区域内的初值并不满足 Euler方程,那么在计算过程中存在一个向精

确解收敛的过程,最终应该得到一个定常的正激波1 图 2给出了 Ma ] = 4, t = 100的计算结

果1 由图可见, 计算收敛到了定常解, 而且经特征限制处理后的格式都能无振荡地捕捉到激

波1 对于本文所列举的迎风显示格式 CU2OC和CU3OC,跨激波有两个网格点; 对于本文的迎风

紧致格式,跨激波只有一个网格点1 

        图 1  多尺度问题的解图          图 2 定常激波数值解的速度分布

2. 2  Lax激波管

初始条件为:在 x [ 0的区域给定( Q, u, p ) = (0. 445, 0. 698, 3. 528) ,在 x > 0的区域给定

( Q, u, p ) = (0. 5, 0, 0. 571) 1 计算区域取 x I [- 3, 3] , 网格点取 100, 图3给出了 t = 0. 8时

的计算结果,可以看出,在激波附近( x U 2) 和接触间断附近( x U 1. 3) ,所有格式的计算结果

都基本无振荡 1 文献[ 10] 的计算表明,线性紧致格式不仅在间断附近有振荡, 而且在稀疏波

波头有过膨胀和过压缩现象 1 从图 3还可以看出,在 x U- 1. 3和 x U- 2. 2的稀疏波波头附

近,本文的几种格式都没有出现过膨胀和过压缩现象1 
图3还列出了文献[ 6]的五阶WENO格式和文献[ 7]的七阶 OSMP格式的计算结果1 通过

比较可以发现, 本文三阶格式 CC3OF/ C(图 3b)的精度与五阶WENO格式(图 3c)相当, 五阶格

式CC5OC(图 3c)的精度高于五阶WENO格式, 与七阶OSMP7格式(图 3d)相当,而 OSMP7则是

文献[ 7]中精度最高的格式1 本文七阶格式 CC7OC(图 3d)的精度最高1 WENOORFO5以及其他
WENO格式(如文献[ 5] )在间断附近的数值粘性远大于本文特征处理后的紧致格式1 

需要补充的是从图 3( b)可以看出, CC3OC与 CC3OF 的曲线非常相似, 根据我们的经验,同

种格式的通量型形式与守恒变量型形式的精度非常相近,所以本文没有列出其他计算结果,在

后面的计算中, 也只给出守恒变量型格式的计算结果1 
2. 3  BlastOWaves问题

该问题描述了两个互相碰撞的冲击波,初始条件为:速度和密度均匀分布, u = 0, Q= 1;

压力为: p ( x L) = 1E+ 3, p ( xM) = 1E- 2和 p ( xR) = 1E+ 2,其中 x L I [ 0, 0. 1) , xM I [ 0. 1,

0. 9] , xR I (0. 9, 1] 1 网格取 400, 在 x = 0和 x = 1处是反射固壁 1 图4( a) 和( b) 分别给出

了 t = 0. 038时采用三阶格式和五阶格式计算所得的密度曲线,其中实线是五阶格式在 1 600

个点得到的数值结果,可近似为精确解1 从图可见, 即使在跨音速的稀疏波区,计算结果仍能
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与精确解保持基本一致1 与文献[ 6] (图 7)的结果相比,在同网格数同阶精度的情况下,本文

结果与精确值更为接近1 

2. 4  激波的双 Mach反射

计算域取[ 0, 4] @ [ 0, 1] ,该问题描述了一个以Mach数 Ma = 10向右运动的斜激波, 激波

面与水平线的夹角为 60b,起始位置 x = 1/ 61 在下边界 x > 1/ 6的区域采用镜面反射边界, x

[ 1/ 6的区域给定波后值1 在上边界根据激波运动位置给定相应的波前波后值1 这是一个包
含强激波和Mach反射的复杂问题,对格式的精度、分辨率,特别是稳定性等都有很高要求1 计
算表明,当格式的精度大于 3阶时,采用限制器( 6)式会出现激烈振荡从而导致计算失败, 如果

采用限制器( 7)式,那么在七阶情况下也能得到稳定的解1 
计算采用两套网格, 480 @ 119和 800 @ 200,图 5和图 6分别给出了 t = 0. 2时的密度等值

线1 图5与 Jiang 等人的计算结果(文献[ 6] ,图13)相比,五阶格式 CC5OC的精度和分辨率都远
远高于文献[ 6]的五阶WENO格式1 文献[ 11]和本文都是在同一种五阶迎风紧致格式的基础

上做了的改进, 通过图6与文献[ 11]中图 4至图 9的比较可以发现, CC5OC在以下 3个方面都

优于文献[ 11]的五阶格式:一是在光滑区, CC5OC比文献[ 11]格式的数值波动小; 二是对流场

间断的捕捉, CC5OC捕捉到的间断更加精细; 三是对细小结构的分辨上, CC5OC稍强于文献[ 11]

的格式1 由于, 本文的所发展的激波捕捉方法不仅适用于紧致格式, 还适用于其他不能光滑捕

捉激波的迎风格式, 比文献[ 11]的方法具有更大的发展空间1 另外,与七阶格式 OSMP7相比
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(文献[ 7] ,图 17) , CC5OC的数值波动小,对细小结构的分辨率稍强1 

        ( a) CC3OC                  ( b) CC5OC

图 4 BlastOWaves问题在 t = 0. 038 时的密度分布

图 5  双 Mach反射,网格: 480@ 119, 30条等间距密度等值线

图 6  双 Mach反射,网格: 800@ 200, 50条等间距密度等值线

3  结   论

本文提出了一种捕捉激波的特征处理方法1 通过对 5种不能光滑捕捉激波的线性格式特

别是紧致格式的处理,得到了能光滑捕捉间断的高阶格式1 通过对一些问题的计算,表明本文

的方法不仅可以有效地抑制激波附近的非物理振荡,而且对防止非物理解比如过膨胀的出现

也有一定作用, 所用限制器能保持原格式的尺度分辨率,对精度的影响较小1 
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Abstract: A new shockOcapturing method was proposed which is based on upwind schemes and flux

Ovector splittings. Firstly, original upwind schemes were projected along characteristic directions.

Secondly, the amplitudes of the characteristic decompositions were carefully controlled by limiters to

prevent nonOphysical oscillations. Lastly, the schemes were converted into conservative forms and the

oscillationOfree shockOcapturing schemes were acquired. Two explicit upwind schemes (2ndOorder and
3rdOorder) and three compact upwind schemes (3rdOorder, 5thOorder and7thOorder) were modified by

the method for hyperbolic systems and the modified schemes were checked on several oneOdimension-

al and twoOdimensional test cases. Some numerical solutions of the schemes were compared with

those of a WENO scheme and an MP scheme as well as a compactOWENO scheme. The results show

that the method with high order accuracy and high resolutions can capture shock waves smoothly.

Key words: high order scheme; shockOcapturing; upwind scheme; compact scheme; high resolu-

tion; conservative scheme
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