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基于有限分析法的平面铅垂壁羽流的相似解
X
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(黄永念推荐)

摘要 :  应用计及浮力对湍动能及其耗散率的影响的 kO epsilon湍流模式, 结合有限分析法对密度

差引起的平面铅垂紊动壁羽流进行了数值分析1 在均匀环境条件下控制该类流动的连续性方程、

流动方向的动量方程、浓度扩散方程、湍动能及其耗散率方程存在相似解1 考虑到浮力通量守恒

条件, 应用有限分析法给出了铅直壁羽流的速度、相对密度差、湍动能及耗散率的分布, 进而给出

了各物理量最大值沿主流方向变化的关系式1 湍流 Schmidt数为 1. 0 时的计算结果与实验资料吻

合较好,表明应用有限分析法分析铅垂平面羽流是有效的, 即在分析壁羽流时浮力对湍动能及其

耗散率的影响应该予以考虑1 
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引   言

静止环境中的壁羽流是一种常见的水流现象,在实际工程中有着广泛的应用1 国内外有
很多学者做过这方面的物理实验及数值模拟研究1 Ellison和福 ( 1959)对多种角度的倾斜壁

羽流进行了试验研究[ 1] , 测得了速度和密度的分布, 日本学者 Fukuoka 等人( 1980)和 Yoshida

( 1982)对该类流动也进行了试验研究[ 2O3] 1 Grella 和 Faeth( 1975)对铅直壁羽流进行了详细的

试验研究[ 4] , 给出了流速和密度差的测量资料, 为数值研究铅垂壁羽流提供了很好的对比基

础1 在数值分析方面, Ljuboja 和 Rodi ( 1981)采用代数应力模型对铅垂壁羽流进行了数值计

算[ 5] , 与 Grella和 Faeth的试验资料进行了对比, 取得了满意的结果1 在羽流的相似解研究方

面, Paully等人( 1985)给出了平面射流和径向射流的相似解[ 6] 1 福 ( 1989)给出了平面射流和

羽流的相似解, 但在分析平面羽流时忽略了浮力对湍动能和耗散率的影响
[ 7] 1 槐文信和李炜

( 1992, 1993)给出了考虑浮力对湍动能和耗散率影响的射流和羽流的相似解
[ 8O9] 1 对于壁羽流

的研究, 福 ( 1988)运用 kOE湍流模式并考虑流动方向上的浮力通量守恒条件,计及浮力对湍

动能和耗散率的影响,基于有限差分法给出了倾斜壁羽流的相似解, 但其计算结果与实验资料

相比较,存在较大差距[ 10] 1 目前对羽流的数值模拟,较多学者仅考虑浮力对运动方程的影响,

而没有考虑对湍动及其耗散率方程的影响1 本文认为, 这一浮力效应对湍动能及其耗散率有
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着重要的作用1 因此,本文应用 k OE湍流模式,并计及浮力效应,应用有限分析法给出考虑因

素较为全面的铅垂壁羽流的相似解以及其物理量沿程变化的关系式1 

1  数 学模 型

如图 1所示,在原点处沿铅垂壁面注入密度为 Q的流体,环境流体的密度为 Q0( Q> Q0) ,

从而形成铅直壁卷流 1 考虑流体为不可压缩,且两种流体的密度差较小, 不致引起流体性质

的改变 1 取 x 坐标为重力加速度方向, z 坐标与壁面垂直, u 和w 分别表示沿x 和z 方向的速

度分量 1 假定流动变化缓慢, 属于边界层型流动 1 根据Boussinesq假定,采用标准 kOE湍流
模式,且考虑浮力作用,则描述该流动的控制方程为

图 1  附壁羽流示意图
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式中: g 为重力加速度, R 为密度差与浓度的比值, Rc为相对密度差, Mt

为涡粘性系数, Mt = CLk
2
/ E, k 为湍动能, E为耗散率1 

模型中各常系数值采用如下:

C1E = 1.44, C2E = 1.92, C3E= 0. 08, CL = 0. 09, Rk = 1.0, RE= 1. 3, Rt = 0.8 ~ 1. 21 

2  相 似分 析

对于平面问题, 引入流函数 W, 则由流函数的定义

  u = 5 W/ 5z , w = - 5W/ 5x1 
在均匀环境中, 设相似变量

  G= Azx- l
,

同时引入流函数、浓度、湍动能及其耗散率的相似函数, 分别记为 F ( G)、G( G)、K ( G)、E( G) ,

并设有如下关系:

  W= bx
m
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n
G( G) , k = dx

p
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q
E ( G) ,

从而可以得出以下关系式:
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因浮力通量沿主流方向守恒, 则

  Qc = Q
]

0
ucdz = const,

所以   Qc = Q
]

0
abx

m- l
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方程存在相似解,则要求

  2m- 2l - 1 = n = n + l - 1 = 2p + m - q - 3l , ( 11)

  m + n - l - 1 = 2p + n - q - 2l , ( 12)

  m + p - l - 1 = 3p - q - 2l = 2p - q + 2m - 4l = q = 2p - q + n - l , ( 13)

  m + q - l - 1 = 2p - 2l = p + 2m - 4l = 2q - p = n - l 1 ( 14)

  m + n = 01 ( 15)

解方程组( 11) ~ ( 15)得:

  l = 1, m = 1, n = - 1, p = 0, q = - 11 ( 16)

方程( 6) ~ ( 10)存在相似解,还要求
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解方程组( 17)可得

  a = 1, b = (RgQc / I )
1/ 3

, c* = ( Q c / I )
2/ 3

/ ( Rg)
1/ 3

, ( 18)

  d = ( RgQc / I )
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, e = RgQ c/ I , ( 19)

式中: I = Q
]

0
FcG dG, 由此可得相似变量和相似函数的表达式

  G= z / x , ( 20)

  u = ( RgQc / I )
1/ 3
Fc( G) = U0Fc( G) , ( 21)
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1
x
E ( G) , ( 24)

且由方程( 6) ~ ( 9)给出的相似函数应满足的常微分方程组为

  FFd+ (Mt* Fd)c+ G = 0, ( 25)
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式中   Mt* = CL( K
2
/ E) 1 

3  边 界条 件

在近壁区采用壁函数法, 即 z = z 0处:

当 z
+
0 < 10时, u/ u* = z

+
; 当 10 [ z

+
0 < 50时, u / u* = J- 1ln( E0z

+
) ,

式中: u* 为摩阻流速,常数 J= 0. 45, E 0 = 9. 1, z+ = zu* / M1 
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上述边界条件可容易转化为相似函数的形式,这里从略1 

4  数值计算方法

对式( 25) ~ ( 28)做变换,令 Fc= H , dG= Mt* dN, 式( 25) ~ ( 28)均写成如下的统一形式:

  <NN= 2B<N+ f 1 ( 30)

方程( 30)是非线性的,做如下的线性化处理:

  <
n+ 1
NN = 2B

n
<
n+ 1
N + f

n
, ( 31)

上标分别表示 ( n + 1) 次和( n) 次计算值,为简便起见在下述的分析中不再写出1 

对方程( 31)应用有限分析法进行计算[ 11] ,设计算区域为0 [ N [ N* (通过数值计算试验

得出,取 N* = 500可满足射流扩展所需的计算范围) ,取无量纲步长为 h,则在 N [ | h | 的区

域内,方程( 31)的解为

  < = a1( e
2BN

- 1) + b1 -
f
2B
N1 ( 32)

将 N= h, < = <i+ 1 和 N= - h , < = <i- 1代入上式求出 a1 和 b1, 最后得

  <i = C i- 1<i- 1+ Ci+ 1<i+ 1+ Cf f ,   ( i = 2, ,, N* / h) , ( 33)

式中   Ci- 1 =
eBh

eBh + e- Bh, Ci+ 1 =
e- Bh

eBh + e- Bh , Cf = ( C i+ 1- C i- 1)
h
2B

1 

在整个计算域中,系数矩阵为三对角矩阵,采用追赶法求解1 

5  结果与讨论

5. 1  计算结果
为了检验本文的模型和计算方法, 选用 Grella和 Faeth

[ 4]
的4种实验工况进行计算(参见表

1) 1 图 2给出了对应的4种工况铅垂壁羽流的各物理量相似函数1 为了分析 Rt对流速和相对

密度差的影响, 图 2中分别绘出了计算得到的 4种工况、3种不同 Rt取值下速度相似函数分布

和相对密度差分布,Grella和Faeth[ 4] 的实验值也绘在图中1 可以看出两者比较吻合 1 图2中

还绘出了工况 4时,福 (1988) [ 10] 的计算结果( Rt = 1. 0) 1 可以看出, 流速在靠近壁面处,两

者差别较大,而本文的计算结果更接近实验值1 这说明基于有限分析法得出的羽流相似解是
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有效的1 
从图 2结果还可看出, Rt的取值变化对流速分布的影响不敏感, 而对相对密度差的分布

影响较大,且当 Rt = 1. 0时计算结果更接近实验结果1 
表 1 Grella和 Faeth[ 4]所做实验工况

实验工况 壁面倾角 H/ (b) 初始流量 Qc / ( cm
2/ s) R = ($Q/ Q) 0 沿流向距离 x/ m

1 90. 0 11. 06 0. 082 3 0. 61

2 90. 0 4. 26 0. 020 0 1. 22

3 90. 0 10. 11 0. 033 3 1. 22

4 90. 0 24. 93 0. 059 9 1. 22

  图 3和图4中还绘出了工况 4当 Rt = 1. 0时,壁羽流湍动能、耗散率以及紊动粘性系数的

分布1 从图中可以看出其变化规律是符合其物理机制的1 
5. 2  物理量最大值沿主流向的变化

由式( 20) ~ ( 24)可得出各物理量沿主流向的变化规律,通过对图 2、图 3、图 4进行进一步

的分析表明:当 G= z / x = 0. 01, 0. 0, 0. 055, 0. 0, 0. 066时, Fc、G、K、E、Mt分别取最大值1 由此
得到各物理量最大值沿主流向的分布规律为

  um = 2. 75 ( RgQ c)
1/ 3

, cm = 8. 5Q2/ 3
c / ( x

3
Rg)

1/ 3
, km = 0. 47 ( RgQ c)

2/ 3
,

  Em = 5. 3 RgQc / x , Mtm = 0. 035x ( RgQc )
1/ 31 

5. 3  边界层厚度与羽流宽度
将壁羽流最大速度出现的位置到固壁的距离定义为边界层的厚度 D, 从图 2中可以得出

D/ x = 0. 01,即边界层厚度随着距喷口的 x 向的距离的增加而增加1 将羽流的整个宽度定义

       ( a) 工况 1 的流速分布            ( b) 工况 1 的相对密度差分布

       ( c) 工况 2 的流速分布            ( d) 工况 2 的相对密度差分布

为固壁到羽流速度为 1/ 2最大速度处的距离,用 b 来表示,从图 2中容易得出 b U 0. 07x , b同
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       ( e) 工况 3 的流速分布            ( f) 工况 3 的相对密度差分布

        ( g ) 工况 4 的流速分布            ( h) 工况 4 的相对密度差分布

图 2  数值模拟的流速分布和相对密度差分布与实验结果的比较

   图 3  湍动能和耗散率分布图             图 4 紊动粘性系数分布图

样随距喷口的 x 向的距离的增加而线性增加,且 D U b / 71 

6  结   论

本文应用标准 k OE湍流模式,考虑浮力对湍动能及其耗散率的影响, 采用相似分析方法

对4种工况下的铅垂壁羽流进行了计算1 与福 [ 10]
的计算结果相比,本文计算得到的速度、

相对密度差、湍动能及耗散率的分布与 Grella 和 Faeth 的实验结果吻合得更好, 从而证实了本

文应用有限分析法分析铅垂平面羽流是正确有效的,同时说明了在壁羽流的相似分析中,考虑

浮力对湍动能及其耗散率影响是十分必要的1 进而对铅垂壁羽流的流动特性进行了分析,给

出了各物理量的沿程变化公式1 
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Similarity Solutions of Vertical Plane Wall

Plume Based on Finite Analytic Method

HUAI WenOxin,  ZENG YuOhong
( State Key Labor ator y of Water Resour ces and Hydropow er Engineer in g Scien ce ,

Wuhan Univ er sity , Wuhan 430072, P . R . China )

Abstract: The turbulent flow of vertical plane wall plume with concentration variation was studied

with the finite analytical method. The kO epsilon model with the effect of buoyancy on turbulent kinet-

ic energy and its dissipation rate was adopted. There were similarity solutions in the uniform environ-

ment for the system of equations including the equation of continuity, the equation of momentum a-

long the flow direction and concentration, and equations of k , epsilon. The finite analytic method was

applied to obtain the similarity solution. The calculated data of velocity, relative density difference,

the kinetic energy of turbulence and its dissipation rate distribution for vertical plane plumes are in

good agreement with the experimental data at the turbulent Schmidt number equal to 1. 0. The varia-

tions of their maximum value along the direction of main flow were also given. It shows that the pre-

sent model with numerical method is good, i . e . , the effect of buoyancy on turbulent kinetic energy

and its dissipation rate should be taken into account. The finite analytic method is effective.

Key words: wall plume; similarity; turbulence model; finite analytic method; buoyancy effect
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