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带弹性附件充液矩形贮箱俯仰
运动动态响应

X

吕  敬,  李俊峰,  王天舒

(清华大学 航天航空学院,北京 100084)

(陈立群推荐)

摘要:  首先建立了俯仰运动矩形贮箱刚O液O弹耦合系统在外力矩作用下的耦合动力学模型, 给出

满足边界条件的速度势函数和液面波高的级数表达式, 采用伽辽金法离散, 将动力学模型转化为

常微分方程组 ,得到刚O液O弹耦合系统的固有频率, 给出简单的近似表达式 ,分析了转动中心距静

液面不同位置时刚O液O弹耦合系统各阶固有频率的变化规律, 系统转动中心距静液面较近时, 耦合

后液体反对称模态和刚体的固有频率对比耦合前减小, 较远时则增大, 最后进行数值验证,比较分

析了液体和弹性体对刚体姿态的影响1 
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引   言

随着航天技术的发展,卫星系统结构越来越复杂,主刚体常带有挠性附件(例如太阳电池

帆板)和大量的液体燃料,而弹性附件、刚体与液体之间发生耦合振动可能会给系统的正常工

作带来不利影响,甚至失稳,所以研究刚O液O弹之间的耦合问题具有重要的理论意义和工程价
值1 对刚O液O弹耦合系统的动力学问题进行完整详尽的理论分析,可以深入的研究耦合机理、

预测系统的重要非线性动力学现象,为系统的设计和分析提供理论参考1 

关于刚O液耦合系统, 在理论分析方面, Rumjantsev 等
[ 1]
于 1954年首次提出利用 HOO 原理

推导刚O液耦合系统的动力学方程, 另外 Abramson等[ 2]和 Faltinsen[ 3O5]直接采用伯努利方程、王

照林等[ 6]用 Jourdain原理推导了刚O液耦合系统的动力学方程,尹立中等[ 7O9]利用推广形式的驻

定压力原理建立了刚O液耦合系统液体晃动的动力学方程, 并研究了动力学特性,而且和苟兴

宇等
[ 10]
系统深入地开展了贮箱类液固耦合动力学的数值和试验研究1 最近,陈科等

[ 11]
根据H

OO原理建立了充液贮箱内刚体平动与液体非线性晃动的耦合动力学方程并进行了数值模拟,

通过与ALE有限元方法、边界元方法的结果进行比较,验证了方法的正确性1 在数值计算方
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面,王士敏和王照林[ 6]提出浮标接力法,能准确地描述自由液面,曾江红[ 12] , 徐刚[ 13]利用 ALE

方法将储液容器作为大型薄壁结构和大晃动粘性流体组成的流固耦合问题进行数值研究,岳

宝增[ 14O15]将任意的拉格朗日O欧拉运动学描述引入到 NavieOStocks方程中, 用 ALE分布有限元

法对圆筒形贮腔内的液体大幅晃动进行了数值模拟,李遇春等
[ 16]
利用边界元方法对水槽中的

液体非线性晃动问题进行数值模拟,但这些都没有考虑弹性体的运动1 关于刚O弹耦合系统,

李俊峰等[ 17]研究了中心刚体带对称柔性伸展梁的航天器姿态动力学问题, Kalaycioglu等[ 18]给

出了伸展附件振动的近似解, 贾英宏等[ 19O20]研究了带弹性附件航天器的动力学与变结构控制

问题, 但这些研究都没有涉及与航天器中液体运动的耦合问题1 关于刚O液O弹耦合系统, 李铁

成等[ 21]用 Jourdain变分原理推导了带弹性隔板的充液贮箱的运动方程, 程绪铎等[ 22]研究了带

弹性伸展附件充液航天器姿态动力学问题,分析过程中将液体等效为刚体,忽略了非线性因素

1 
本文充分考虑了刚O液O弹耦合系统的非线性动力学特性, 同时考虑了刚体转动、液体晃动

和弹性体振动之间中的相互作用、相互耦合1 应用 HOO 变分原理建立了矩形贮箱刚O液O弹耦
合系统在外力矩作用下俯仰运动的耦合动力学模型,给出满足边界条件的速度势函数和液面

波高的级数表达式, 而后采用伽辽金法对液体运动边界条件和动力方程进行离散,将动力学模

型转化为一阶非线性常微分方程组,得到刚O液O弹耦合系统的固有频率, 并给出简单的近似表

达式, 分析了各阶固有频率随系统转动中心距离静液面位置的变化规律, 而后进行数值验证,

详细比较分析了液体和弹性体对刚体姿态的影响1 

1  系统动力学方程

1. 1  耦合系统动力学方程

我们考虑如图1所示的刚O液O弹耦合系统,假设液体不可压缩,流动无旋,动力粘性系数 L

和密度 Q为常数 1 设 OXYZ 为惯性坐标系, Oxyz 为刚体固连坐标系,矩形刚性贮箱可绕固定

点 O做俯仰运动,转动角用 H表示1 分别用 S、S 0、Sw表示自由液面、未扰静液面、固壁与液体

接触面,液体区域、波高和液深分别记为 S、F、a, 而 b、c、e 分别为贮箱长度、转动中心距离静

液面的距离、质心距离转动中心的距离1 
系统的动能为刚体部分、液体部分和弹性体部分的动能之和,其中弹性附件看作悬臂梁,

其弯曲变形写成 z ( x , t ) = <( x )#G( t ) , 所以

  T =
8
T
J 0 8
2

+
Q
2QS

( ¨<) 2dS+ Q
l

0
( 5ÛG+ 8rc)T

Ql
2
( 5ÛG+ 8rc)dl , ( 1)

式中 J 0 为刚体转动惯量, 8 为转动角速度, Ql 为弹性体密度, 5 为弹性附件模态的表达式, G

为模态坐标, rc为附件上各个质量元到原点的距离, l 为弹性附件的长度,且

  <k( x ) = D chk ( x - b / 2) - cosk ( x - b / 2) -

    shkl - sinkl
chkl + coskl

shk x -
b
2

- sink x -
b
2

1 ( 2)

由振型归一化和正交性质有Q
l

0
5Ql 5

T
dl = E, 故

  T =
8TJ 8
2

+
Q
2QS

( <̈) 2dS+
1
2
ÛGTÛG+ C8ÛG, ( 3)

其中 J = J 0+ Q
l

0

1
2
rcTQlrcdl 为弹性体伴随惯量与刚体转动惯量之和, C = Q

l

0
rcTQl 5 dl为模态
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   图 1  刚O液O弹耦合系统模型

耦合系数阵1 
系统的势能为刚体、液体和弹性体的重力势能

(忽略液体的表面张力)和弹性体弹性势能之和,即

  0 = QgQS

1
2
cosHF

2
dS - QgQS

xFsinHdS +

    eM0g (1- cosH) +
1
2
GT + 2G+ const ,

( 4)

其中对角阵 +
2
= 5

T
K5 为非约束模态频率, K为弹

性体的刚度阵, M0 为系统的质量1 
假设在 O 点有外加力矩, HOO变分原理可以写

成:

  Q
t
1

0
DT - D0 + DR + mDH+ QS

pdivDrdS dt = 0,

其中 p 为流体内部压强, m 为外加力矩大小, R = - QS
LU dS为液体的耗散函数1 由该变分

原理推导得出刚O液O弹耦合系统的动力学方程组:

  J Û8 +
�dH
dt

+ 8 @ H + C&G+ M = 0, ( 5a)

  5 <
5t +

1
2
( <̈- 8 @ r)

2
-

1
2
( 8 @ r)

2
- g#r + LU= 0, ( 5b)

  &G+ C
T Û8 + +2 G = 0, ( 5c)

  5F
5t = ( <̈- 8 @ r)# F̈ , ( 5d)

其中 8 为刚体角速度, H = QQS
r @ ¨<dS为液体动量矩, F = z - F为液体的自由液面, r为

贮箱内液体质点的矢径, M 为系统重力产生力矩与外加力矩之和1 
1. 2  伽辽金法离散

俯仰运动时液体的速度势函数表示为 < = U+ V# 8 ,只考虑二维情况, 则 8 = (0, ÛH, 0) ,
V = (0, V , 0)1 在固壁上液体速度为零,所以 U满足5 U/5 v = 0, v表示外法线方向,假设 U为

如下形式:

  

U= 6
n

un( t ) Un ( x , z ) ,

Un ( x , z ) =
ch( ( nP/ b) ( z + a - c) )
( nP/ b) sh( ( nP/ b) a)

cos
nP
b

x +
b
2

,

( 6)

V 为斯托克斯O诺科夫斯基势函数,满足$V = 0, 并且在液体和刚体的接触面上满足边界条件

5 V / 5 v = r @ v,我们假设 V 的形式为

V = 6
n

(- 1) n- 1

P
3
(2n - 1)

3
4a2sin[ (2n - 1) (P/ a) ( z + a/ 2- c) ] sh[ (2n - 1) (P/ a) x ]

ch[ (2n - 1) (Pb/ 2a) ] +

  4b2sin[ (2n - 1) (P/ b ) x ] ch[ (2n - 1) (P/ b) ( z - c) ]
sh[ (2n - 1) ( Pa/ b ) ]

, ( 7)

假设波高函数 F的形式为

  F= c + 6
n

vn ( t ) Wn( x ) , Wn ( x ) = cos
nP
b

x +
b
2

1 ( 8)
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后面分析过程中,液体截断到三阶模态, 弹性体截断到二阶模态, 随后用伽辽金法对液体动力

方程( 5b)和运动方程( 5d)进行离散,得到一阶常微分方程组,具体表达式略1 

2  固有频率分析

2. 1  固有频率的精确解与近似解
对系统一阶非线性常微分方程组进行分析,在平衡点附近局部线性化导出方程

  

B1g - X
2

- A1 X
2

0 - A2 X
2

- A3 X
2

- A4 X
2

b211g - a211 X
2

k21g - X2 0 0 0 0

0 0 k22g - X2 0 0 0

b231g - a231 X
2 0 0 k23g - X2 0 0

- C1 X
2

0 0 0 K
2
1- X

2
0

- C2 X
2 0 0 0 0 K22- X2

= 0, ( 9)

解 X即为耦合系统固有频率的精确解,但无法给出具体表达式1 因此首先取出常微分方程组
中的质量矩阵和刚度矩阵,质量矩阵乘其逆矩阵化为单位阵, 刚度矩阵也同时乘质量矩阵的

逆,由于所得矩阵的非对角元素为小量,所以其对角元素可以作为耦合系统各阶固有频率的近

似表达式,具体形式为

  Xr =
g( B1- A1b211- A2 b231)

1 - A1A211- A2A231 - A3C1- A4C2
,

  Xl1 =
g( k 21- A1 b211- k21A2A231 - k21A3C1- k21A4C2)

1 - A1A211- A2A231- A3C1- A4C2
,

  Xl2 = k22g , Xl3 =
g( k23- A2b 231- k 23A1A211- k23A3C1- k23A4C2)

1- A1A211- A2A231- A3C1- A4C2
,

  Xe1 =
(1 - A1A211- A2A231- A4C2) K

2
1

1 - A1A211- A2A231 - A3C1- A4C2
,

  Xe2 =
(1 - A1A211- A2A231- A3C1) K

2
2

1 - A1A211- A2A231 - A3C1- A4C2
,

其中 Xr、Xl1、Xl2、Xl3、Xe1和 Xe2分别接近于非耦合系统的刚体、液体第一阶、液体第二阶、液体
第三阶、弹性体第一阶、弹性体第二阶固有频率值1 相关系数表达式为

A1 =
QQ

F

- a+ cQ
b / 2

- b / 2
( z ¨U1y - y ¨U1z )dydz

J + QQ
F

- a+ cQ
b/ 2

- b / 2
( z ¨U*y - y ¨U*z )

, A2 =
QQ

F

- a+ cQ
b/ 2

- b / 2
( z ¨U3y - y ¨U3z) dydz

J + QQ
F

- a+ cQ
b / 2

- b/ 2
( z ¨U*y - y ¨U*z )

,

A3 =
C1

J + QQ
F

- a+ cQ
b/ 2

- b/ 2
( z ¨U*y - y ¨U*z )

, A4 =
C2

J + QQ
F

- a+ cQ
b / 2

- b / 2
( z ¨U*y - y ¨U*z )

,

B1 =
M0 e

J + QQ
F

- a+ cQ
b/ 2

- b/ 2
( z ¨U*x - x ¨U*z )dxdz

, a211 =
Qz= c

U
*
W1dx

Qz= c
U1W1dx

,

a231 =
Qz= c

U* W3dx

Qz= c
U3W3dx

, b211 =
Qz = F

- xW1dx

Qz= c
U1W1dx

, b 231 =
Qz= F

- xW3dx

Qz = c
U3 W3dx

,
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  k21 =
Qz = F

zW1dx

Qz = c
U1 W1dx#v1

, k22 =
Qz = F

zW2dx

Qz= c
U2W2dx#v2

, k23 =
Qz= F

zW3dx

Qz = c
U3 W3dx#v3

1 

以大型卫星为背景,选取系统参数为 a = 0.5 m, b = 1m, Q= 1 @ 103kg/ m3
, M0= 1 000 kg,

J = 3 000 kg#m2
, Ql = 2. 7 @ 103 kg/ m3

, A = 0. 01 m2
, l = 2 m, EI = 54N#m, L= 0,调节参数

g、c、e的大小,通过数值计算求解方程(9) ,再与近似表达式得到的相比较,发现误差很小,例

如取 g = 0. 01 m/ s2, c = e = 0. 3m, Xr、Xl1、Xl2、Xl3、Xe1和 Xe2的近似表达式与精确数值解的

相对误差分别为 1. 6%、0. 006 67%、0、0. 000 3%、0. 011%、0. 000 7% 1 
2. 2  系统转动中心距离静液面距离对固有频率的影响

给定 a = 0. 5 m, b = 1 m, M0 = 1 000 kg, J = 2 000 kg#m2
, Q= 1 000 kg/ m3

,分析刚O液

O弹的相互耦合作用对系统固有频率的影响 1 图2至图7为 g = 0. 01 m/ s
2
, e = 0. 3 m时的 c

O Xl1, , cO Xl2, c OXl3, cOXr, cOXe1, cOXe2曲线图(图中- ,. 表示非耦合系统刚体、液体、弹性

体的固有频率, - ) . 表示耦合系统各阶固有频率)1 表 1给出了耦合系统中 Xl1、Xl2、Xl3 与液

体的前三阶固有频率的定性对比关系1 
表 1 耦合系统中 Xl1、Xl2、Xl3 与液体的前三阶固有频率的对比关系

转动中心至

静液面距离 c
A1 R2

Xl1 与液体第一阶

频率相比

Xl2 与液体第二阶

频率相比

Xl3 与液体第三阶

频率相比

< 0. 21 m > 0 > 0 小 相同 小

0. 21 m~ 0. 42 m > 0 < 0 小 相同 大

> 0. 42 m < 0 < 0 大 相同 大

        图 2 cO Xl1曲线            图 3 cO Xl2曲线

  俯仰运动时,重力加速度主要影响耦合系统固有频率中的 Xr、Xl1、Xl2 及 Xl3, 对 Xe1、Xe2

影响较小 1 与弹性体的耦合增强了刚体对 Xl1、Xl3的作用趋势1 由于弹性体与刚体的直接耦
合和与液体的间接耦合作用, 使得 Xe1、Xe2比耦合前弹性体固有频率值增大, 如图 6、图 7所

示 1 由于系统重力相对于转动中心产生力矩,所以耦合系统具有固有频率 Xr 且较小,当转动

中心距离静液面较小时 Xr更小,距离较大时 Xr略大, 如图 5所示1 

3  数值仿真与分析

算例  取 g = 0. 01, m = 5sin(2PXt ) , 分别以耦合系统的各阶固有频率激励,应用龙格库
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        图 4 cO Xl3曲线             图 5 cO Xr曲线

        图 6  cO Xe1 曲线            图 7  cO Xe2 曲线

塔法对系统一阶非线性常微分方程组数值求解, 得到如下刚体、液体和弹性体振动时的波形

图,此时

  X
c
r =

Xr
2P

= 0. 006 158 222 401, X
c
l1 =

Xl1
2P

= 0. 026 912 308 72,

  X
c
l2 =

Xl2
2P

= 0. 039 819 797 17, X
c
l3 =

Xl3
2P

= 0. 048 859 007 73,

  X
c
e1 =

Xe1
2P = 0. 204 320 412 6, X

c
e2 =

Xe2
2P = 1. 313 961 0451 

刚O液O弹三者之间的耦合使波形图表现出更为丰富的动力学现象, 三者波形相互影响,代

表着能量在三者之间不断相互传递1 用耦合系统中各阶固有频率激励,得到的响应产生更加

强烈的共振现象,从而验证了耦合系统固有频率解的正确性,同时说明了考虑刚O液O弹之间相
互耦合作用的必要性1 在不同重力环境下,刚O液O弹三者之间的相互耦合作用如表 2所示1 

表 2 刚O液O弹之间的相互耦合作用随重力加速度的变化趋势

重力加速度 g 弹性体对刚体 液体对刚体 弹性体对液体 液体对弹性体

9. 8 强 弱 强 强

0. 8 强 弱 强 强

0. 01 强 强 强 弱

  当 g = 0. 01时,液体的前三阶模态对刚体姿态的影响已超过弹性体对刚体姿态的影响,
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图 8 X= Xc
e1 时,刚O液O弹波形图

 图 9 X = Xc
r 时,刚O液O弹波形图

所以在低重下应该考虑液体的多阶模态 1 由于弹性体部分采用线性模型,所以当激励频率为

Xe1、Xe2时,响应会不断发散,系统随着时间的无限延长将会失稳 1 由于充分考虑液体的非线

性因素,当激励频率为 Xl1、Xl2、Xl3 时,激励幅值较小会产生拍振,激励幅值较大时发散, 如图 8

至图 13所示1 
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 图 10  X = Xc
l1时,刚O液O弹波形图

 图 11  X = X
c
l2时,刚O液O弹波形图

4  结   论

本文首先建立了矩形贮箱作俯仰运动时刚O液O弹耦合系统动力学模型, 用伽辽金法离散

后得到一阶非线性常微分方程组, 分析刚O液O弹耦合系统的固有频率后发现:

1) 重力加速度对耦合系统的固有频率 Xr、Xl1、Xl2和 Xl3影响很大,对 Xe1、Xe2影响较小1 
2) 考虑刚O液O弹耦合作用后, Xe1、Xe2较弹性体固有频率大; Xr、Xl1和 Xl3与刚体及液体反
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 图 12  X = Xc
l3时,刚O液O弹波形图

 图 13 X = Xc
e2 时,刚O液O弹波形图

对称模态相比较,变化趋势与转动中心至静液面的距离有关, 距离较小时略有减小, 距离较大

时略有增大1 
通过数值模拟可以看出, 重力加速度较大时, 弹性体与刚体的耦合作用较强,重力加速度

较小时,液体与刚体的耦合作用超过了弹性体与刚体的耦合作用,说明在分析空间环境中充液

卫星姿态时必须考虑液体的耦合作用1 
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Dynamic Response of a LiquidOFilled Rectangular
Tank With Elastic Appendages

Under Pitching Excitation

LB Jing,  LI JunOfeng,  WANG TianOshu
( School of Aerospace , Tsinghua Univer sity , Beijing 100084, P . R . Chin a )

Abstract: Nonlinear dynamics of liquidOfilled rectangular tank with elastic appendages are studied.

Based on the assumption of the ideal fluid, the coupling dynamics equations of rigid tank, elastic ap-

pendages and liquid fuel were derived using HOO principle. In the case of pitch excitation, the modified

potential function and wave height function were introduced to describe the moving boundary of fluid.

Then Galerkin. s method was used to discrete the dynamic equations into ordinary differential equa-

tions. The natural frequencies of the coupling system were formulated in liquid depth, the length of

the tank, and etc. The formulae are confirmed by numerical simulation, which also show the effect of

liquid and elastic appendages on the attitude angular of rigid.

Key words: liquidOfilled rectangular tank with elastic appendage; nonlinear dynamics; natural frequen-

cy; pitch
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