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线性时变系统二次最优控制

问题的保辛近似求解
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摘要:  状态空间的最优控制体系是保守的, 其近似算法应当保辛1 提出了基于分段常值精细积

分方法的保辛摄动近似方法,在同一框架下求解了线性时变LQ最优控制中的计算问题, 即变系数

矩阵 Riccati方程和状态反馈方程1 该算法是保辛的,具有很好的数值稳定性和精度1 算例验证了

算法的有效性1 
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引   言

线性系统的二次最优控制问题是一个经典的问题1 其系统稳定性以及控制器的存在性等

基本问题,无论是对时变还是定常系统,历来得到了广泛的研究
[ 1O2] 1 与之形成对照的是,有关

控制器的求解研究却比较少, 特别是时变系统控制器的求解,其关键点在于如何有效地求解变

系数矩阵Riccat i微分方程,也是难点1 自从 Chen等引入沃尔什函数(Walsh functions) [ 3]来分析

和求解线性时变二次型最优控制以来, 许多作者利用方块脉冲函数[ 4]、斜坡函数[ 5]以及近年来

盛行的小波[ 6]等来求解1 然而这些离散都没有考虑保守系统的保辛,不理想1 而且,实际系统

往往是非线性的,非线性系统的求解通常用摄动法迭代,每次迭代都转化成为一个时变系统而

求解1 故时变系统的分析求解是很重要的内容,值得进一步研究1 

线性二次最优控制问题对应于 Hamilton系统对偶方程的两端边值问题, 曾经造成了很大

困难1 钟万勰[ 7]
基于计算结构力学与 LQ 最优控制理论之间的模拟关系,引入区段混合能的

概念,在同一个框架下精确求解了线性定常系统二次最优控制中的计算问题[ 8] ,这为时变系统

的摄动提供了基础1 
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本文首先引入区段混合能的概念, 得到了矩阵微分 Riccati方程和区段混合能矩阵之间的

联系,指出 Riccati方程和状态反馈方程的解可通过区段混合能矩阵的计算得到1 然后依据区

段混合能矩阵和 Hamilton对偶方程对应的状态传递矩阵之间的转换关系, 将区段混合能的计

算转化为相应区段状态传递矩阵的计算1 在 Hamilton 体系下, 采用保辛近似算法对时变

Hamilton系统的区段传递矩阵进行求解[ 9] ,返回去求得相应的区段混合能矩阵, 从而完成了时

变二次最优控制问题的求解1 因保辛摄动的算法具有很好的数值稳定性和精度,将给出较好

的数值结果1 通过给出的两个数值算例验证了算法的有效性1 

1  问 题描 述

考虑线性时变系统

  Ûx( t ) = A( t ) x( t ) + B( t ) u( t ) , x( t 0) = x0, ( 1)

二次时变性能指标为

  J [ u(#) ] =
1
2Q

t
f

t
0

[ x
T
( t ) Q( t ) x ( t ) + u

T
( t ) R( t ) u( t ) ] dt +

1
2
x
T
( t f ) Sf x( t f ) , ( 2)

其中矩阵 A( t )、B( t )、Q( t )、R( t ) 分别为 n @ n, n @ m, n @ n, m @ m 维,其元素皆为 t的连

续函数或分段连续函数, 并且有 Q( t ) \ 0, R( t ) > 0, Sf \ 0, P t I [ t 0, tf ] 末态时间 t f是固

定的; x( t )、u( t ) 分别是 n、m 维的状态与控制向量1 
线性时变系统的二次最优控制要求,在满足动力方程( 1)的条件下,寻求最优控制 u( t ) ,

使得性能指标(2) 式最小 1 系统的结构形式和定常系统类似,推导如下 1 引入Lagrange乘子

K( t ) 解除动力约束(1) 式,得到扩展的指标泛函 JA

  JA = Q
t
f

t
0

1
2 [ x

T
Q( t ) x + u

T
R( t ) u] + K

T
[ Ûx - A( t ) x - B( t ) u] dt +

    1
2
x
T
( t f) S f x ( t f) ,   DJA = 0, ( 3)

先完成对 u 的变分

  u ( t ) = R
- 1
( t ) B

T
( t ) K( t ) , ( 4)

得到

  JA = Q
t
f

t
0

KTÛx - H ( x, K) dt +
1
2
x
T
( t f) S f x ( t f) ,   min

x
max
K
JA , ( 5)

其中

  H ( x, K) =
1
2
KTB( t ) R- 1

( t ) B
T
( t ) K+ KTA( t ) x -

1
2
x
T
Q( t ) x1 ( 5a)

变分( 5)式是典型的Hamilton体系变分原理,相应的对偶方程为

  
Ûx( t ) = A( t ) x( t ) + B( t ) R

- 1
( t ) B

T
( t ) K( t ) ,   x( t 0) = x0,

ÛK( t ) = Q( t ) x( t ) - A
T
( t ) K( t ) ,   K( t f) = - Sf x( t f )1 

( 6)

对上式齐次方程组的求解,通常采用经典的 Riccati变换,

  K( t ) = - S ( t ) x( t ) , ( 7)

将( 5)式转化为两个一端边值问题,即 Riccati方程和状态反馈方程的求解1 

  - ÛS ( t ) = S ( t ) A( t ) + A
T
( t ) S( t ) + Q( t ) -

    S ( t ) B( t ) R
- 1
( t ) B

T
( t ) S( t ) ,   S( t f) = S f, ( 8)
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  Ûx( t ) = ( A( t ) - B( t ) R
- 1
( t ) B

T
( t ) S( t ) ) x( t ) ,   x( t 0) = x01 ( 9)

以上便是线性时变系统的二次最优控制问题,最终导向一个变系数矩阵 Riccati微分方程

( 8)式和变系数线性微分方程( 9)式的求解1 求解理论同线性定常系统是一致的,但由于系统

时变的特性,进一步增加了Riccati方程求解的难度, 而这正是控制器求解的关键1 同时, 控制

仿真要求对变系数微分方程( 9)式的精确求解1 

2  基于区段混合能的求解方法

对于定常系统的线性二次最优控制问题,钟万勰[ 7]基于计算结构力学与最优控制之间的

模拟关系,发现了Riccat i方程的解和区段混合能矩阵之间的联系, 将时间上逐步递推的串行

计算转化为空间上的并行计算,大大提高了控制器求解的精度和效率1 其实,这种基于计算结

构力学的区段混合能解法,不仅仅限于定常系统1 
相应与变分( 5)式,引入区段 [ ta, t b ] 的混合能 V( xa , Kb)

  V( xa , Kb ) = K
T
b xb - JA ( ta , tb) = K

T
b xb - Q

t
b

t
a

K
TÛx - H ( x, K) dt , ( 10)

上式定义的区段混合能 V( xa、Kb) 只是两端 xa , Kb的函数1 对于线性二次型问题,混合能( 10)

式总可以一般的表述为

  V( xa , Kb ) =
1
2
KTb�G( ta ; tb) Kb + KTb�F( ta; tb) xa-

1
2
x
T
a�Q( ta; t b) xa1 ( 11)

这里应该注意, 对于时变系统, 区段混合能矩阵不能简单地认为是区段长度 G = tb - ta 的函

数,故而写作 �Q( ta ; tb)、�G ( ta; t b)、�F( ta ; tb) 1 文献[ 7] 给出了 xa、Kb 满足的区段对偶方程

  
xb = �F( ta ; tb) xa + �G( t a; tb ) Kb ,

Ka = - �Q( ta ; tb) xa + �F
T
( ta ; tb) Kb1 

( 12)

区段对偶方程( 12)式对应于连续的对偶方程( 6)式,实质上是用区段两端的性质来描述整

个区段上的性质;而从一端到另一端则暗示了问题的递推求解形式1 利用前面引入的 Riccati

变换( 7)式, 在区段 [ ta, t b ] 端点有

  Ka = - Saxa , Kb = - Sb xb , ( 13)

把上式代入到区段对偶方程( 12)式,整理得

  Sa = �Q( ta ; tb) + �F
T
( t a; tb) Sb [ I + �G ( ta; tb) Sb ]

- 1�F ( ta; t b) , ( 14)

  xb = [ I + �G( t a; t b) Sb ]
- 1�F( t a; tb ) xa1 ( 15)

如果划分整个区间 [ t0, t f ]为[ t 0, t 1] , ,, [ tk- 1, tk ] , ,, [ tN- 1, tN ] 共N 个区段,记区段[ ta ,

t b ] 为第 k 区段[ tk- 1, tk ] , 相应的区段能矩阵记为 �Qk、�Gk、�Fk , 那么由( 14)式和( 15)式可得到整

个区间的递推式为

  Sk- 1 = �Qk + �F
T
kSk [ I + �GkSk ]

- 1�Fk , SN = Sf ,   k = N , N - 1, ,, 1, ( 16)

  xk = [ I + �GkSk ]
- 1�F k xk- 1, x0 = x(0) ,   k = 1, 2, ,, N 1 ( 17)

首先离线利用( 16)式的逆向递推得到 Riccati方程( 8)的解,然后利用( 17)式正向递推就得

到了状态方程( 9)的解1 这样, 线性二次最优控制问题( 8)式、( 9)式的求解转化为区段 [ tk- 1,

t k ] 的混合能矩阵 �Q( tk- 1; tk)、�G( tk- 1; tk)、�F( t k- 1; tk ) 的求解,结构力学中的子结构分析[ 7]等

技术就可应用了1 

对于定常系统, 利用区段平移不变的性质,可利用 2N 类算法进行细分、合并来得到基本区
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段混合能矩阵在计算机上的精确解; 而对于时变系统,区段混合能矩阵不仅仅与区段长度有

关, 2N 类算法就不能采用了 1 但是,区段合并消元依然具有次序无关的性质[ 7]
, 这意味着各

个区段的混合能矩阵 �Qk、�Gk、�F k可以独立运算; 而且, 也可以先由相连的一些基本区段合成较

大的区段, 递推得到各个大区段端点上的值, 再独立的递推各大区段内部各点的值, 这些运算

的独立性给编程实现带来了极大的灵活性,使得并行运算成为可能, 从而大大提高求解效率1 
因此,如何提高时变区段混合能矩阵的精度是成为求解( 8)式, ( 9)式的关键1 

3  时变区段的混合能矩阵求解

3. 1  区段混合能矩阵与辛状态传递矩阵的转换

注意到区段混合能定义( 10)式的是基于变分( 5)式引入的,而对( 5)式的变分导出了连续

的对偶方程( 6)式;因此,表征区段 [ tb , ta ] 的混合能矩阵[ �Q( ta ; tb) , �G( ta ; tb) , �F( t a; tb) ] 与对

偶方程(6) 式的辛状态传递矩阵 5 ( ta ; tb) 之间必然存在联系,下面推导之1 

引入标记 v = x
T
, K

T T
, 则对偶方程( 6)式表述为

  Ûv = H( t ) v ( t ) , ( 18)

其中, H( t ) 为时变的Hamilton矩阵

  H( t ) =
�A( t ) �D ( t )

�B( t ) - �A
T
( t )

, ( 18a)

这里引入了标记 �D ( t ) = B( t ) R
- 1
( t ) B

T
( t ) , �B( t ) = Q( t ) , �A( t ) = A( t ) 1 

该线性时变方程的解有如下形式

  v ( t ) = 5 ( t ; t0)#v( t ) , ( 19)

其中, 5 ( t ; t 0) 为辛状态传递矩阵,满足下面性质

  
Û5 ( t ; t 0) = H( t )# 5 ( t ; t 0) , 5 ( t0; t 0) = I ,

5 ( t c; t b)# 5 ( t b ; ta) = 5 ( t c; t a) 1 
( 20)

根据( 19)式,在区段 [ ta, t b ] 内,有传递矩阵 5 ( t b ; ta ) , 使

  v ( tb) = 5 ( tb ; t a)#v( ta ) , ( 21)

用分块矩阵表示为

  
xb = 5 1, 1( t b ; ta ) xa + 51, 2( tb ; t a) Ka,

Kb = 52, 1( tb ; t a) xa+ 5 2, 2( t b ; ta) Ka1 
( 21)c

比较区段传递方程( 21)c和区段对偶方程( 12) ,不难发现区段混合能矩阵和辛状态传递矩阵之

间的关系

  

�G( t a; t b) = 5 1, 2( tb ; ta ) 5
- 1
2, 2( tb ; ta) ,

�Q( t a; t b) = 5 - 1
2, 2( tb ; ta ) 5 2, 1( tb ; ta) ,

�F( ta ; tb) = 5
- T
2, 2( t b ; ta) 1 

( 22)

根据上述关系, 基本区段混合能矩阵的计算可以转化为时变Hamilton动力系统辛状态传

递矩阵的计算了1 那么, 就可以利用各种近似方法,尤其是Hamilton系统的保辛摄动近似法来

提高区段传递矩阵的计算精度
[ 9] 1 

3. 2  辛传递矩阵的保辛摄动
方程( 18)表示的 Hamilton 动力系统可采用正则变换方法摄动计算, 在每一个基本区段

[ ta, t b ] 内,将时变的Hamilton矩阵分成两部分
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  H( t ) = H0+ H1( t ) , H0 =
�A0 �D0

�B0 - �A
T
0

, ( 23)

其中, H0是定常的, �A0、�B0、�D0是 �A( t )、�B( t )、�D ( t ) 的区段均值,是区段[ ta , tb ] 内关于 H( t )

的零次近似,仍为Hamilton矩阵; H1( t ) 是余下的时变/小量01 

零次近似系统 Ûv0( t ) = H0 v0( t ) 是定常的,它的辛状态传递矩阵为 5 0( t ; t a) , 满足

  Û5 0( t ; ta) = H0 5 0( t ; ta ) , 50( t a; ta ) = I , ( 24)

该定常系统的传递矩阵存在解析解, 可用精细积分法求得1 当然, 该定常系统的混合能矩阵

�Q0( t a; t )、�G0( ta ; t )、�F0( t a; t ) , 亦可由精细积分法精确求解 1 利用传递辛矩阵 50( t ; t a) 做

正则变换

  v ( t ) = 5 0( t ; ta ) v1( t ) , ( 25)

考虑到( 24)式,有

  v ( ta) = v1( t a) , ( 25a)

把变换( 25)式代入( 18)式, 并利用( 24)式,得

  Ûv1( t ) = �H1( t )#v1( t ) , ( 26)

  �H 1( t ) = 5- 1
0 ( t ; t a) H1( t ) 50( t ; t a) = - J 5T0 ( t ; ta )#JH1( t )# 5 0( t ; ta) 1 ( 26a)

因 H( t ) 及 H0皆为Hamilton矩阵,不难验证[ J�H1( t ) ]
T
= J�H1( t ) , 即 �H1仍是Hamilton矩阵1 

这说明,正则变换后的微分方程( 26)仍然是 Hamilton矩阵的微分方程, 仍是保守体系, 即保辛

了1 

方程( 26)是线性时变的,对应的传递辛矩阵 5 1( t ; ta ) 满足

  Û5 1( t ; ta) = �H1( t ) 51( t ; t a) , 5 1( ta; t a) = I , ( 27)

其中 �H1( t ) 是时变的, 5 1( t ; ta ) 的解析解难以求得 1 但是由于 �H1( t ) 已是一次保辛摄动后

的结果,可认为是相对/小量0,近似在这一小量的层次做出是可接受的1 很多近似方法都可用

于摄动方程( 27)的求解,比如Taylor级数展开、RungeOKutta 法等近似方法,但是这一类差分近

似方法都未考虑到保辛; 对小量的近似也应该保辛1 辛传递矩阵 5 1( t ; ta ) 的Taylor级数展开

相当于加法摄动,文献[ 10]第五章指出辛矩阵的加法摄动是不保辛的,而混合能矩阵的加法摄

动是保辛的,应采用之1 

将 �H1( t ) 采用分块矩阵表述为

  �H 1( t ) =
�A1( t ) �D 1( t )

�B1( t ) - �AT
1( t )

, ( 28)

那么( 26)式对应的Hamilton函数为

  Hc( x1, K1, t ) =
1
2
KT1�D 1( t ) K1+ KT1�A1( t ) x1-

1
2
x
T
1�B1( t ) x1, ( 29)

其中 x1、K1为 v1的分量, 即 v1 = x
T
1 , K

T
1

T1 相应的区段混合能矩阵定义为

  Vc( x1a, K1b ) = KT1b x1b - Q
t
b

t
a

[ KT1x1- Hc( x1, K1, t ) ] dt =

    1
2 K

T
1b�G 1( t a; tb ) K1b + K

T
1b�F1( ta ; tb) x1a -

1
2 x

T
1a�Q1( t a; t b) x1a1 ( 30)

文献[ 11]指出,区段混合能矩阵 �Q1、�G1、�F1与 Hamioton 函数矩阵 �A1、�B1、�D1 之间满足微分关

系
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5�Q1/ 5t b = �F
T
1�B1�F1, �Q1( t a; t a) = 0,

5�G1/ 5t b = �D1+ �A1�G1+ �G 1�A
T
1- �G1�B1�G1, �G1( t a; ta ) = 0,

5�F1/5 tb = ( �A1- �G1�B1) �F1, �F1( ta ; ta ) = I 1 

( 31)

对于摄动系统的混合能矩阵微分方程( 31) , 采用Taylor级数展开、RungeOKutta法等近似方法是
保辛的,为表述简明,这儿采用 Taylor级数展开的方法1 

记区段 [ ta, t b ] 的长度为 S = tb - t a,那么当 S很小时, �A1( t )、�B1( t )、�D 1( t ) 可以用二次

函数近似为

  

�A1( t a; t a+ S) U a0+ a1#S+ a2#S2,

�B1( t a; t a+ S) U b0+ b1#S+ b2#S2,

�D1( ta ; ta + S) U d0 + d1#S+ d2#S21 

( 32)

因区段长 S比较小, 故区段混合能矩阵 �Q1、�G1、�F1可用幂级数展开之法求解1 令

  

�Q1( ta ; ta + S) = q1S+ q2S
2
+ q3S

3
+ q4S

4
+ O( S5) ,

�G1( ta ; ta + S) = g1S+ g2S
2
+ g3S

3
+ g4S

4
+ O( S

5
) ,

�Fc
1( t a; t a+ S) = f 1S+ f 2S

2
+ f 3S

3
+ f 4S

4
+ O( S5) ,

�F1( t a; t a+ S) = I + �Fc
1( t a; ta + S) ,

( 33)

其中, qi、g i、f i , i = 1 ~ 4,皆为 n @ n的Taylor 展开系数矩阵1 将展开( 33)式、( 32)式代入方程

( 31) ,比较 S的各幂次, 给出

  

g1 = d0; g2 = [ ( a0g1+ d1/ 2) + ( a0g1+ d1/ 2)
T
] / 2,

g3 = [ ( a0g2+ a1g1+ d2/ 2- g 1b0g1/ 2) +

  ( a0g2+ a1g1+ d2/ 2 - g1b0g1/ 2)
T
] / 3,

g4 = [ ( a0g3+ a1g2+ a2g1- g1b0g2- g1b1g1/ 2) +

  ( a0g3+ a1g2+ a2g1- g1b0g2 - g1b1g1/ 2)
T
] / 41 

( 34a)

  

f 1 = a0; f 2 = [ a0f 1 + ( a1- g1b0) ] / 2,

f 3 = [ a0f 2+ ( a1 - g1b0) f 1+ ( a2 - g1b1 - g2b0) ] / 3,

f 4 = [ a0f 3+ ( a1 - g1b0) f 2+ ( a2 - g1b1 - g2b0) f 1-

  ( g1b2+ g2b1+ g3b0) ] / 41 

( 34b)

  

q1 = b0; q2 = [ ( b0f 1+ b1/ 2) + ( b0f 1+ b1/ 2)
T
] / 2,

q3 = [ ( b0f 2+ b1f 1+ b2/ 2 + f
T
1b0f 1/ 2) +

  ( b0f 2+ b1f 1 + b2/ 2+ f
T
1b0f 1/ 2)

T
] / 3,

q4 = [ ( b0f 3+ b1f 2+ b2f 1 + f
T
1 b0f 2+ f

T
1b1f 1/ 2) +

  ( b0f 3+ b1f 2 + b2f 1+ f
T
1b0f 2+ f

T
1b1f 1/ 2)

T
] / 41 

( 34c)

系数矩阵 qi、g i、f i , i = 1 ~ 4只需按上式逐步计算,不需要迭代1 从( 34a)式和( 34c)式可以看

出 �Q1和 �G1的系数矩阵保持对称, g i = g
T
i、qi = q

T
i1 得到系数 q i、gi、f i , i = 1 ~ 4之后,回代

到(33) 式,就得到摄动后区段[ t a, tb ] 的混合能矩阵 �Q1、�G1、�F1, 然后利用转换关系(22) 式得

到相应的辛传递矩阵 5 1( tb ; t a) 1 
有了 50( tb ; ta) 和 5 1( t b ; ta ) 后,就可以求得该区端原状态 v( t ) 的传递矩阵了,推导如下

  v ( tb) = 5 0( t b ; ta )#v1( tb ) = 5 0( tb ; t a)# 5 1( tb ; t a)#v1( ta) =

258 谭   述   君    钟   万   勰



      5 0( tb ; t a)# 5 1( tb ; t a)#v( t a) , ( 35)

其中用到了( 25a)式的性质1 从而有
  5 ( tb ; ta) = 5 0( tb ; t a)# 5 1( tb ; t a) , ( 36)

这样, 就完成了时变 Hamilton 矩阵 H( t ) 对应的辛传递矩阵的保辛摄动近似求解 1 得到
5 ( tb ; ta ) 后,利用区段混合能矩阵和状态传递阵之间的关系(22) 式,就完成了该区段混合能

矩阵 �Q( t a; tb)、�G( ta ; tb)、�F( t a; tb ) 的保辛近似求解1 
对时变对偶微分方程,寻求精确解几乎不可能1 因在精细积分解基础上采用保辛摄动,对

摄动项已经是小量, 展开( 33)式取 4项也可以满意了,但比精细积分的效果仍相差很远1 近似
解不可能要求十分准确, 精度只能适可而止1 

4  时变区段混合能矩阵的算法

上节将区段混合能的求解转化为区段辛传递矩阵的求解,保辛摄动是相对于辛传递矩阵

而言的1 为了避免辛传递矩阵加法的摄动(不保辛) ,摄动后传递矩阵 51( tb ; ta) 的求解, 需要

先求得混合能矩阵[ �Q( t a; tb) , �G( ta ; tb) , �F( t a; tb ) ] , 然后用转换关系(22) 式得到为 51( tb ;

t a) , 与零次近似系统的 5 0( t b ; ta ) 按(36) 式组合出原状态的传递矩阵 5 ( tb ; ta) 之后,再一次

用转换关系(22) 式,才完成了区段混合能矩阵[ �Q ( ta; t b) , �G( t a; t b) , �F ( ta; t b) ] 的求解 1 注意
到转换关系(22) 式需要对分块矩阵 5 22( tb ; t a) 或 �F( t a; t b) 的求逆, 辛矩阵可能是病态的,从

而引起数值困难1 
事实上,辛传递矩阵的顺次相乘等价于相邻两区段的合并1 即
  �5c = �5 2#�5 1 Z ( �Qc , �Gc , �Fc ) = ( �Q1, �G1, �F1) © ( �Q2, �G2, �F2) , ( 37)

其中, �5 1、�5 2和 �5c 分别与( �Q1, �G1, �F1)、( �Q2, �G2, �F2) 和( �Qc , �Gc, �Fc ) 相对应1 证明很简单,

只需进行矩阵的代数运算进行验证即可1 
有了这个关系上面的两次转换就可避免了, 利用( 33)式得到摄动后的区段混合能矩阵

[�Q1, �G1, �F1] 之后,只要与零次近似系统(24)式对应的混合能矩阵[ �Q0, �G0, �F0] 执行下面区段

合并运算

  ( �Q, �G , �F) = ( �Q1, �G1, �F1) © ( �Q0, �G0, �F0) ( 38)

得到的 [�Q( ta ; tb)、�G ( ta; t b)、�F( ta ; tb) ] 就是原系统区段混合能矩阵的解, 实际编程应采用上

述算法1 
下面给出求解线性时变二次最优控制中Riccati方程(8)式和状态反馈方程(9)式的算法1 首

先将区间 [ t 0, t f] 划分为 t = t 0, t 1, ,, tN 的计算格点:

1) 计算各个区段 [ tk- 1, t k ] 的混合能矩阵( �Qk , �Gk , �F k)1 首先采用精细积分法得到该区
段零次近似的混合能矩阵[ �Q0k , �G0k , �F0k ] , 然后由(33) 式得到该区段摄动后混合能矩阵[�Q1k ,

�G1k , �F1k ] ,最后执行(38) 式就得到了( �Qk , �Gk , �F k)1 
2) 组合各区段混合能矩阵 ( �Qk , �Gk , �Fk) 完成问题求解1 即先按( 16)式逆向递推得到Ric-

cat i方程( 8)式的在计算格点上的解,然后按( 17)式正向递推就得到了状态反馈方程( 9)式在计

算格点上的解1 
以下就是用数值例题来检验保辛摄动算法的效果了1 

5  数 值算 例

为了刻画本文算法的有效性, 本文选用一个存在解析解的一维刚性问题和一个多维的时
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变系统作为算例,并与四阶RungeOKutta算法的数值结果作比较1 

算例 1  参考文献[ 12] ,构造一维线性时变系统,如下

  Ûx = 6 t#u, x (0) = 1. 0,   t I [ 0, t f] 1 

二次型性能的指标矩阵为

  Q( t) = 9t , R( t ) = 1, S f = 01 
该时变系统对应的一维 Riccati方程( 8) ,及闭环的状态反馈方程( 9)有解析解,即

  S( t ) =
1
2

#1- e- 18( t
2

f
- t

2
)

1+ e- 18( t
2

f
- t

2
)
, x ( t ) =

1+ e- 18( t
2

f
- t

2
)

1+ e- 18t
2

f

#e- 9t
2

1 

该Riccat i方程的解析解 S( t ) 同时包含快变衰减分量( e- 18( t
2

f
- t

2
)
) 和慢变/衰减0分量(常值 1) ,

具有刚性的特征,能较好的验证算法的稳定性与数值精度1 
该Riccati方程的解很快收敛到稳态解 S = 0. 51 取 t f = 1. 0, 比较在瞬态变化部分(即018

< t < 1, 如图 1所示)本文算法与四阶 RungeOKutta 法的在相同步长时的数值精度1 表 1和表

2分别显示了 Riccati方程和状态反馈方程的比较结果1 
表 1 Riccati方程数值解 S( t) 比较 ( $t = 0. 05)

t 1. 0 0. 95 0. 90 0. 85 0. 80 0

分析解 0. 0 0. 352 582 3 0. 468 323 7 0. 493 273 8 0. 498 468 5 0. 499 999 98

保辛近似 0. 0 0. 352 580 4 0. 468 324 2 0. 493 274 0 0. 498 468 6 0. 500 000 13

4th ROK 0. 0 0. 348 977 3 0. 459 159 9 0. 488 883 2 0. 496 941 0 0. 499 999 95

  表 2 状态反馈方程数值解 x ( t) 比较 ($ t = 0. 05)

t 0 0. 8 0. 85 0. 9 0. 95 1. 0

分析解 1. 0 0. 003 155 9 0. 001 509 8 0. 000 704 6 0. 000 348 1 0. 000 246 81

保辛近似 1. 0 0. 003 155 7 0. 001 509 7 0. 000 704 6 0. 000 348 0 0. 000 246 80

4th ROK 1. 0 0. 003 178 8 0. 001 524 8 0. 000 709 0 0. 000 331 4 0. 000 179 88

  注  保辛近似是在 H 0 = H ( tk- 1) , t I [ tk- 1, tk] 上摄动1 

说明

1) 表 1显示本文算法得到 Riccati微分方程解的数值精度更高1 不难看出,在瞬态变化阶

段 (0. 8< t < 1) 四阶RungeOKutta算法的数值精度只有 2位有效数字,而本文保辛近似方法的

始终保持 6位有效数字的精度1 事实上, 只有当 RungeOKutta法的步长减小到 0. 005,在瞬态区

段才能达到与保辛近似相似的精度1 而至于 RungeOKutta 法迭代到末端也达到了很高的精度,

这是由于该 Riccati方程很快收敛于稳态解(在 t = 0. 8时与稳态解的差值就只有 0. 001 5了)

导致的1 

2) 表 2显示本文算法得到状态微分方程解的数值精度更高1 状态微分方程的求解利用
了各自上面 Riccati方程的数值解,因此有误差累积的因素1 本文保辛近似算法始终保持着 4

位有效数字,而 RungeOKutta 法只有 2位有效数字, 特别是末端值,误差更大1 数值试验发现,

RungeOKutta法只有当步长小于 0. 000 05,在末端才能达到 4位有效数字的精度1 

3) 本文基于精细积分的保辛近似方法则具有很好的数值稳定性,而且可执行并行运算1 
而RungeOKutta法容易产生数值不稳定现象,特别是对于大规模的矩阵微分方程或刚性方程1 
图1显示,当步长增加到 $t = 0. 1时, RungeOKutta法在瞬态变化区段内有震荡的现象,实际计
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算表明,其计算步长不能超过 0. 17,否则急剧发散1 而本文保辛近似法在计算步长 $t = 0. 2

依然保持很好的数值稳定性和精度1 

算例 2

考虑下面一个二维线性时变系统, 选自太空轨迹控制的一个线性时变系统的分析模型[ 13] 1 
系统数据如下

  A( t ) =
2t 1

0 t + 1
, B( t ) =

1

(2t + 2) / (2t + 3)
,

  Q( t ) = I , R ( t ) = 1. 0; t I [ 0, 4. 0] ,

   图 1  Riccati方程数值解比较

系统状态初值取 x (0) = 1, 1
T
, S f = 01 

该系统对应的 Riccat i方程( 8)式的分析解很

难得到1 事实上, 除了个别 Riccati方程可以得到

其分析解,几乎所有的 Riccati方程都需通过数值

求解1 
首先用精细步长 ( $t = 0. 000 1) 的 RungeO

Kutta法近似的得到的数值解作为参考解,然后适

当增大步长, 比较保辛近似与四阶 RungeOKutta 法
得到的数值结果1 图 2和图 3分别给出了 Riccat i

方程和闭环反馈系统状态响应的数值解比较1 图

    图 2 Riccati方程数值解比较          图 3  状态响应数值解比较

例显示,保辛近似方法的数值精度大大高于相同步长 ( $t = 0. 2) 下的四阶 RungeOKutta法,特

别是在变化比较剧烈的部分,与算例 1得到的结论一致1 这说明本文保辛近似的方法是有效

的1 

6  结   论

本文提出了基于分段常值精细积分的保辛近似算法, 在同一框架下求解了线性时变二次

最优控制中的计算问题, 即时变系数矩阵Riccati方程和状态反馈方程的求解1 由于近似出现
在Hamilton对偶方程做了一次保辛摄动之后的/小量0上,既保持了 Hamilton体系的性质, 又提

高了精度1 数值算例验证了本文算法的有效性1 
本文算法是在线性定常系统精细积分基础上的扩展, 所以可以平行的运用到与精细积分

方法所处理的定常系统问题相应的时变问题,比如线性时变系统的 KalmanOBucy 滤波、跟踪以
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及H ] 控制和滤波等1 有待进一步发展应用1 
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Numerical Solutions of LQ Control for TimeOVarying Systems
Via Symplectic Conservative Perturbation

TAN ShuOjun,  ZHONG WanOxie
( State Key Labor at or y of Str uctur al Analy sis for Indu str ial Equipm ent ,

Dalian Univer sity of Techn ology , Da lian 116023, P . R . China )

Abstract: Optimal control system of state space is a conservative system, whose approximate

method should be symplectic conservation. Based on the precise integration method, an algorithm of

symplectic conservative perturbation was presented. It gives a uniform way to solve the LQ control

problems for linear timeOvarying systems accurately and efficiently, whose key points are solutions of

differential Riccati equation and the state feedback equation with variable coefficient. The method is

symplectic conservative and has a good numerical stability and high precision. Numerical examples

demonstrate the effectiveness of the proposed method.

Key words: linear timeOvarying system; LQ control; Riccati equation with variable coefficient; inter-

val mixed energy; state transition matrix; symplectic conservative perturbation
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