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摘要:  讨论连续的混沌动力系统之间的广义同步1 利用Liapunov稳定性理论, 通过构造适当的耦

合项, 得到了一个关于驱动响应系统广义同步的充分条件1 并通过对两个例子的数字模拟,说明

了充分条件的有效性1 
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引   言

同步是一个普遍存在的现象1 1990 年, Pecora 和 Carroll[ 1]发表了关于混沌系统同步的开

创性工作1 从此,混沌系统的同步问题逐渐成为非线性科学研究领域中最受人关注的问题之

一1 科学家们做了大量的工作,许多不同类型的同步相继被发现和研究, 其中主要包括: 完全

同步( complete synchronizat ion) [ 1]、聚类同步( cluster synchronization) [ 2]、相同步( phase synchroniza-

tion) [ 3]、滞后同步( lag synchronization) [ 4]和广义同步( generalized synchronization) [ 5_8] , 等1 
然而,除两个相同系统的完全同步以外, 对其他类型同步的研究还缺乏理论结果和可操作

的办法,尤其对于动力学性质最为复杂的广义同步, 理论结果更是少之又少1 但是, 无论在自

然界还是在科技应用领域,广义同步的现象是广泛存在的[ 9] ,对广义同步的研究是非常重要的

和极其迫切的1 最近,我们在文献[ 10]和[ 11]中基于自适应的思想提出了一系列讨论广义同

步问题的新观点,为此类问题的解决提供了新的思路1 与以往的关于广义同步的研究不同,本

文利用自适应的思想,讨论了两个单向耦合连续系统的广义同步1 通过构造适当的耦合项,我

们得到了一个关于单向耦合连续系统广义同步的充分条件1 最后, 我们通过两个例子说明我

们的结果是可行的1 
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1  理 论结 果

考虑下面两个单向耦合系统

  Ûx = f ( x) , ( 1)

  Ûy = g( y ) + u ( x, y , : ) , ( 2)

  81 < R
n
是系统(1) 的不变区域, 81 @ 8 2 < R

n @ R
n
是系统(2) 的不变区域, 8 2是 81 @

82 在 R
n
上的投影, u( y , x , : ) 表示耦合项, : 是代表耦合强度的参数1 

令 x( t , x0) 和 y ( t , x0, y 0) 是系统(1) 和系统(2) 的解,其中 x0和 y0为初始值 1 +# +表

示 R
n
上的向量范数或者与之相容的R

n@ n
上的矩阵范数 1 在本文中,我们选择2_范数作为向

量范数:对于 x = ( x 1, x 2, ,, x n) I R
n
, + x + = 6

n

k= 1x
2
k , 选择 m ] _范数作为矩阵范数:

对于 A = ( aij ) n@ n I R
n@ n

, +A + = nmaxi , j | aij | 1 众所周知,矩阵的 m ] _范数与向量的2_

范数是相容的, 即对任意 A = ( aij ) n@ n I R
n@ n 和 x = ( x 1, x 2, ,, xn) I R

n 都有 +Ax + [
+A ++ x +1 下面, 我们给出关于完全同步和广义同步的相关定义1 
定义1  系统( 1)与系统( 2)称为在 81 @ 82内是完全同步的(CS) ,若 Px0 I 81, y 0 I 82,

系统( 1)与系统( 2)的解的长期行为具有如下性质:

  lim
t y ]

+y ( t , x0, y 0) - x( t , x0) + = 01 ( 3)

定义 2  系统( 1)与系统( 2)称为在 8 1 @ 82 内是广义同步的(GS) ,若存在连续变换 <: R
n

y R
n
使得 Px0 I 81, y 0 I 82, 系统( 1)与系统( 2)的解的长期行为具有如下性质:

  lim
t y ]

+y ( t , x0, y 0) - <( x, ( t , x0) ) + = 01 ( 4)

事实上,完全同步可以被看作广义同步的特殊情形(只要令 < = I , I 为恒同变换) 1 根据
变换 <的数学性质的不同,我们可以对广义同步做许多分类[ 12] 1 其中之一, 当 < 在相应的定

义域连续可微时,我们称这种广义同步为可微的广义同步( DGS) 1 这里, 我们将讨论可微的广

义同步1 
为了研究系统( 1)和系统( 2)的广义同步,我们令 e( t ) = y ( t ) - <( x( t ) ) 为系统(1) 和系

统(2) 的广义同步误差, x ( t ) 和 y ( t ) 分别为系统(1) 和系统(2) 在 t时刻的状态 1 误差 e 的

演化系统由下式给出:

  Ûe = Ûy - Û<( x ) = g ( y ) + u( x, y , : ) - D <( x) f ( x) , ( 5)

其中 D <( x ) 是向量函数 <( x) 的 Jacobi矩阵1 
很容易证明性质( 4)与系统( 5)的零解渐近稳定性是充分必要的关系1 因此,我们可以通

过研究系统( 5)的零解渐近稳定性来讨论系统( 1)和系统( 2)的广义同步1 一个系统的零解渐
近稳定性通常用 Liapunov 函数的方法来分析1 对于系统( 5) , Liapunov 函数 V( e ) 可以被定义

为具有下面性质的连续可微实值函数: V( e) > 0,当 e X 0; V( e) = 0,当 e = 01 如果沿着系
统(5) 的轨道对 V( e) 求导满足 ÛV( e) < 0当 e X 0, 则系统( 5)的零解是渐近稳定的,也就是系

统( 1)和系统( 2)实现了广义同步1 
定理 1  若 g 满足 Lipschitz条件( Lipschitz常数为 L ) ,存在连续可微的变换 <: 81 y 82,

使得 Px I 81有 vK > 0, 满足

  +g ( <( x ) ) - D <( x) f ( x ) + [ K 1 ( 6)

取耦合项 u = : ( <( x) - y ) + 1- + e +/ : (D <( x) f ( x) - g ( <( x) ) ) ( : > 0) ,则当 : > ( L n

+ L
2
n + 4K n) / 2时,系统(1) 与系统(2) 在 8 1 @ 82内是广义同步的1 
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证明

  Ûe = Ûy - Û<( x ) = g ( y ) + : ( <( x) - y) +

    ( 1- ( +e +/ : ) ( D <( x ) f ( x) - g ( <( x) ) ) - D <( x) f ( x) ,

选择 Liapunov 函数 V( e) = e
T
e/ 2,沿着式(5) 的轨道对 V( e) 求导得:

  ÛV( e) = e
TÛe =

    e
T

g( y ) + : ( <( x) - y ) + 1 - +e + / : ( D <( x) f ( x) -

    g( <( x ) ) ) - D <( x) f ( x ) =

    e
T

g( y ) - g( <( x) ) + g ( <( x) ) + : ( <( x ) - y ) +

    1 - +e +/ : ( D <( x) f ( x) - g( <( x ) ) ) - D <( x) f ( x ) =

    e
T

g( y ) - g( <( x) ) + e
T
( +e +/ : ) [ g( <( x) ) - D <( x) f ( x) ] +

    e
T
[ : ( <( x) - y ) ] =

    6
n

i= 1

ei [ g i ( y ) - g i ( <( x) ) ] +

    + e +
: 6

n

i= 1

ei [ g i ( <( x) ) - D <i ( x) f i ( x) ] - : eT e [

    L + e + 6
n

i= 1
e i +

K
:

+ + e + n +e +- : + e +2 [

    L + e + n +e + + (K / : ) n + e +2
- : + e +2

=

    L n + (K / : ) n - : + e +2
,

可知,若 L n + K n / : - : < 0, ÛV( e) < 01 因此, : > ( L n + L
2
n + 4K n ) / 2时, DGS发

生1 t

2  定理的应用

例 1  我们选择系统( 1)和系统( 2)为两个相同的Lorenz系统1 Lorenz系统描述如下:

  

Ûx 1

Ûx 2

Ûx 3

=

a( x 2- x 1)

cx 1- x 1x 3- x 2

x 1x 2- bx3

, ( 7)

当 a = 10, b = 8/ 3, c = 28时, Lorenz系统有奇怪吸引子1 人们已经对Lorenz系统进行了大量

的研究,发现了许多重要的结果1 其中之一, Lorenz系统存在一个包含 Lorenz吸引子的有界区

域 D < R
3使得以D 内的点为初始点的轨道不会离开它[ 13] 1 

  D = ( x 1, x 2, x 3) | x
2
1+ x

2
2+ ( x 3- a - c)

2 [ M ,

其中

  M =
b
2
( a + c)

2

4( b - 1) 1 ( 8)

可见, P x = ( x 1, x 2, x 3) I D 满足 | x 1 | < M , | x 2 | < M , a + c - M < x3 < a + c

+ M 1 
考虑下面两个单向耦合的相同的Lorenz系统

  Ûx = f ( x) , ( 9)

  Ûy = f ( y ) + : ( <( x) - y ) + 1- ( + e + / : ) ( D <( x) f ( x) - f ( <( x) ) ) , ( 10)

143连续动力系统的广义同步



  f ( x ) =

a ( x 2- x 1)

cx 1- x 1x 3- x 2

x 1x 2- bx 3

,

a = 10, b = 8/ 3, c = 28, M = ( b
2
( a + c)

2
) / (4( b- 1) ) = 1 540. 271 D = ( x 1, x 2, x 3) | x

2
1

+ x
2
2+ ( x 3- a - c)

2 [ 1 540. 27 1 数字模拟显示D @ D是系统(10) 的不变区域,这个结果与

文献[ 14]的最终耗散的理论一致1 令 8 = D 1 假设 U
t
( x)是系统 (9)的流1 令 <= U

S
( x) :

x ( t ) | y x ( t- S) ( S为常数) , 显然 <是连续可微的1 下面,我们来验证系统(9)和系统(10)满

足定理1的条件 1 Px, y I 8,

  f ( x ) - f ( y ) =

a( x 2- x 1)

cx 1- x 1x 3- x 2

x1x 2- bx 3

-

a ( y 2- y 1)

cy 1- y 1y 3- y 2

y 1y 2- by 3

=

    

- a a 0

c - x 3 - 1 - y1

x 2 y 1 - b

x 1- y 1

x 2- y 2

x 3- y 3

= A( x - y ) ,

估计矩阵 A的范数,其中 a = 10, b = 8/ 3, c = 28, +A + = nmax i, j | aij | [ 3 1 540. 27 U

117. 741 令L = +A + = 117. 74, Px, y I 8 ,则 +f ( x ) - f ( y ) + = +A( x - y) + [ L + x

- y +1 因此, f 满足Lipschitz条件, Lipschitz常数为 L = 117. 741 
Px I 8 ,若 f ( x ) = 0, x 是系统(9) 的平衡点,则 f ( <( x) ) - D <( x) f ( x) = 01 假设

  f ( x ) X 0, D <( x) =
5 <
5 x =

5 <
5( t - S)

5( t - S)
5t

5 t
5 x = f ( x( t - S) )

1
f ( x)

,

则 f ( <( x) ) - D <( x) f ( x ) = f ( x( t - S) ) - f ( x ( t- S) ) (1/ f ( x) ) f ( x) = 01 因此K = 01 

总之,系统(9) 和系统(10) 满足定理1的条件 1 由定理1,当 : > ( L n + L
2
n + 4K n ) / 2 =

117. 74 @ 3 U 203. 93时,系统(9) 和系统(10) 的可微广义同步发生 1 利用matlab进行数字模

拟, 取 x0 = (1, 1, 1) , y0 = (2, 2, 2) , S = 0. 1, : = 205, ei = yi ( t ) - xi ( t - S) ,其中 i = 1, 2, 3,

我们得到了例 1的数字结果(见图 1)与理论结果完全一致1 

  图 1  例 1中状态误差随时间的演化图       图 2  例 2中状态误差随时间的演化图

例 2  考虑下面两个单向耦合的不同的Lorenz系统

  Ûx = f ( x) , ( 11)

  Ûy = g( y ) + : ( <( x) - y ) + (1- +e +/ : ) ( D <( x) f ( x) - g ( <( x ) ) ) , ( 12)
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  f ( x ) =

10( x 2- x 1)

28x 1- x 1x 3- x 2

x 1x2 - (8/ 3) x 3

, g( y ) =

10( y 2- y 1)

30y 1- y 1y 3- y 2

y 1y 2- 3y 3

,

  M 1 =
(8/ 3)

2#382

4(8/ 3 - 1) = 1 540. 27, M2 =
3
2#402

4(3- 1) = 1 8001 

类似地可以选取, D 1= ( x 1, x 2, x 3) | x
2
1+ x

2
2+ ( x 3- 38)2 [ 1 540. 27 , D2= ( y 1, y2, y 3) | y

2
1+

y
2
2+ ( y 3- 40)

2 [ 1 800 1 数字模拟显示D 1@ D 2是系统(12) 的不变区域,令 8 1 = D 1, 82 =

D 21 

令 <: R3 y R
3
,

  ( x1, x 2, x 3) | y
1 0 0

1 1/ 2 0

0 0 1/ 2

x 1

x 2

x 3

1 

显然, <( 81) < 81 < 8 21 下面,我们来验证系统(11) 和系统(12) 满足定理1的条件1 由例

1, 我们知道 g 满足 Lipschitz条件( Lipschitz常数 L = 3 @ 1 800 U 127. 28)1 
  Px = ( x 1, x 2, x 3) I 81,

  

<( x) =

1 0 0

0 1/ 2 0

0 0 1/ 2

x 1

x 2

x 3

=

x 1

x 2/ 2

x 3/ 2

,

D <( x ) f ( x) - g ( <( x) ) =

  
1 0 0

0 1/ 2 0

0 0 1/ 2

10( x 2- x 1)

30x 1- x 1x 3- x 2

x 1x 2- 3x 3

-

10( x 2/ 2- x 1)

28x 1- x 1x 3/ 2- x 2/ 2

x 1x 2/ 2- (8/ 3) ( x 3/ 2)

=

  

5x 2

- 13x 1

- x 3/ 6

,

+D <( x) f ( x) - g( <( x) ) + =

  (5x 2)
2
+ (- 13x 1)

2
+ (- x 3/ 6)

2 [ 510. 201 

( 13)

因此,系统( 11)和系统( 12)满足定理 1的条件1 由定理 1, 当

  : > ( L n + L
2
n + 4K n ) / 2 U 224. 40

时,系统( 11)和系统( 12)的可微广义同步发生1 利用 matlab 进行数字模拟, 取 x0 = (1, 1, 1) ,

y 0 = (3, 3, 3) , : = 225, e = y - <( x) ( e1 = y 1( t ) - x 1( t ) , e2 = y 2( t ) - x 2( t ) / 2, e3 = y 3( t )

- x 3( t ) / 2) , 我们得到了例 2的数字结果(见图2)与理论结果一致1 

3  结   论

复杂系统中存在大量的同步现象, 它们主要表现为广义同步1 如何讨论广义同步是一件
困难的事情,这里我们给出了一个理论框架并通过构造适当的耦合项,得到了一个关于单向耦

合连续系统广义同步的充分条件1 从表面上看我们的耦合项和条件似乎太苛刻了, 但是如果

注意到复杂系统的自适应所导致完全不同于技术系统的特征,我们认为这样的耦合项是可以

接受的1 对于定理中的条件, 数值上发现是很一般的, 如果注意到最终耗散的观点
[ 14]

,我们认
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为这些条件也是成立的1 
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Generalized Synchronization of Continuous

Dynamical System
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Abstract: Generalized synchronization between two continuous dynamical systems is discussed. By

exploring the Liapunov stability theory and constructing appropriately unidirectional coupling term, a

sufficient condition for determining the generalized synchronization between continuous systems was

proved. Two examples are used to show the effectiveness of this result.

Key words: generalized synchronization; differentiable generalized synchronization; Liapunov function
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