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多孔饱和矩形管中粘性随温度变化
对熵产、热和流体流动的影响
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摘要:  研究了充填流体_饱和多孔介质的矩形管中,随温度变化的粘性对充分发展强迫对流的影

响# 采用 Darcy流动模型并假设粘性_温度为倒线性关系# 管壁视为均匀热通量, 即 Kays 和 Craw-

ford称为的 H 边界条件# 当流体粘性随温度升高而降低时,管壁的 Nusselt数增大# 求解速度和温

度分布时,利用热力学第二定律求解了局部平均熵产率# 根据 Brinkman数、P�clet数、粘性变化数、

无量纲管壁热通量和管道截面宽高比,给出了熵产率、Bejan 数、传热不可逆性和流体流动不可逆性

的表达式# 这些表达式是该类问题参数研究的基础# 可以看出,当管道截面宽高比的增大使熵产

率减小时,方形管中流动产生的熵大于矩形管,这类似于 Ratts和 Raut研究的明流( clear flow)情况# 

关  键  词:  熵产率;  强迫对流;  多孔介质;  矩形管;  随温度变化的粘性

中图分类号:  O357. 3    文献标识码:  A

符  号  说  明

  a 矩形管截面宽高比 q 无量纲管壁热通量(方程(27b) )

  A 系数(方程( 17) ) qd 管壁热通量

  Be Bejan 数(方程( 32) ) R 无量纲参数(方程(10) )

  Br Brinkman 数(方程(29) ) S 1、S2 级数(方程(19b, c) )

  cp 常压比热比 Ûs gen 单位体积熵产率

  DH 水力学直径 T * 温度

  Dn 系数(方程( 14) ) T w 管壁温度

  G 作用压力梯度的负值 Tm 体积平均温度

  H 矩形管截面半高 u* 过滤速度

  k 导热系数 �u 平均速度

  K 渗透系数 û 规一化速度 u/�u

  m 系数(方程( 14) ) x、y、z 无量纲坐标

  N 粘性变化数 x
*
、y

*
、z

* 直角坐标
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  N FFI 流体摩擦不可逆性参数

( fluid frinction irreversibility)

H

L

H= k ( Tw - T * ) ( qdH)

流体粘度

  NHTI 传热不可逆性参数

( heat transfer irreversibility)

Kn

Q

问题的特征值

流体密度

  Ns 无量纲熵产数(方程(31) ) 角标  

  Nu Nusselt数(方程(20) ) cp 常态性质

  p 2 粘性变化参数(方程(11) ) w 管壁

  Pe P�clet数(方程(27a) )

引   言

由于电子设备冷却中的广泛应用, 近年来,对于通道和充填多孔介质的管道中的强迫对流

的研究,兴趣日益增长# 关于此课题的研究, 已有大量的文献报道(例如: Nield 和 Bejan的文献

[ 1] , Lauriat和Ghafir的文献[ 2] ,及最近Haji_Sheikh和Vafai的文献[ 3] )# 对圆管和平板通道等

简单几何条件的情况,可以得到封闭形式的解析解# 解析解对于验证数值计算结果是有用的,

对包含大量参数的问题, 在参数研究中也是有用的# 那么, 对其它截面的管道是否也可能得到

解析解呢?

加权残数法是求解微分方程的一种方法# 该方法由 Haji_Sheikh 和 Vafai[ 3]在研究不同截

面形状管道(包含椭圆管)的热发展对流( Graetz问题)时提出# 该方法对齐次边界条件,管壁

保持恒温的强迫对流问题,特别方便# 在处理 Graetz问题时, 具有更大的优势# 由于有标准计

算包, 可以计算所有需要的特征值# 与其单个地求解特征值,不如一次解出# Haji_Sheikh
[ 4]

,采

用Brinkman流动模型, 开创了应用 Fourier 级数法研究矩形管中强迫对流问题# 结果表明,

Nusselt数随管道截面宽高比单调增大# 他研究了高 Prandtl数、常物性的情况, 并且忽略了轴

向传热和粘性耗散# Hooman和Merrikh[ 5]得到了类似的结果,给出了摩擦因子和多孔介质形状

因子的关系# Haji_Sheikh等人
[ 6]
利用 Green函数研究了等温和等通量两种边界条件下的热发

展强迫对流# 对任意截面形状的管道, Hooman[ 7_8]用 Darcy 动量方程, 给出了椭圆管流动的封

闭解, 包括充分发展温度分布、Nusselt数和局部熵产率# 结果表明, 在低多孔介质中, 由于流

速度非常低(蠕动) , 热传导处支配地位# 正如 Hooman[ 9]指出的, 当流体粘度与温度相关时,问

题将变得更加复杂,不再能得到温度分布和Nusselt数的简单表达式,甚至对圆管和平板通道

也是如此# 

大多数工业用液体粘性很高, 并且对温度非常敏感,热扩散率保持不变# 例如, 温度升高

10 e ,丙三醇的粘性降低 3倍
[ 10]# 这种现象不仅在粘性液体中可以观察到, 在水这样的流体

中也可以看到# 当水温从 10 e 上升到 50 e 时, 水的粘性就下降了大约百分之 240(见 Ling 和

Dybbs的文献[ 11] )# 因此,文献中给出的大多数粘度为常数的解都需要修正# 至今,不含固体

材料的流体的粘性随温度的变化问题是众多研究的课题,相关文献可在文献[ 12]中找到# 

另一方面, Bejan[ 13]开荡了在粘性不变的条件下熵产的研究# 最近出版的相关文献可以

参见文献[ 14]# 还有两个问题的研究报道, Sahin
[ 15]
研究了可变粘性对熵产的影响; Al_Zahranah

和Yilbas[ 16]进行了明流( clear flow)的研究# 然而多孔介质中的类似问题还没有被考虑,尽管多

孔材料的工业应用已日益广泛# 

直到近年, 有关多孔介质中随温度变化的粘性对强迫对流影响的研究, 仍限于基于 Darcy
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模型的第一定律分析, 如 Ling 和 Dybbs的文献[ 11] , Nield 等人的文献 [ 17] , Hooman 的文献

[ 18] ,以及对平板通道流动中的Hazen_Dupuit_Darcy模型的研究[ 19_22]# 此外, 一些文章(参见文

献[ 23]及其参考文献,为简洁计, 此处就不重复列出了)用第二定律分析了多孔介质中的流动,

但都没有考虑物性变化的作用# 本文的目的是研究多孔饱和矩形管中,流体粘性随温度变化

对流动、热和熵产特性的影响# 

1  分   析

1. 1  热和流体流动
本文研究充填多孔介质矩形管中充分发展的强迫对流(见图 1)# 假设 P�clet数充分大,纵

向传热( x
*
方向)可以忽略# 

图 1 研究示意图

Darcy 动量方程为( x
*
方向流动)

  u
*
=

KG
L
, ( 1)

其中, K 为渗透系数; G 为作用压力梯度的负值;

L为流体粘度,在逆线性模型中,它与管壁温度处

流体粘度 Lw 有关# 假设粘度_温度的关系为

1
L =

1
Lw

1 - 5 L
5T *

T
w

( T
*
- Tw)

Lw
# ( 2)

应用上述流体粘性随温度变化的模型是合理

的# 我们发现, 多孔颈轴承和类似设备中使用的流体( SAE油, PAOs,等)以及水和酒精, 当温度

在摄氐几十度范围内,其粘度的倒数是温度的严格线性函数[ 22]# 

将此结果与平板通道的结果相比较,类似于文献[ 17] ,粘性变化数可定义为

  N =
(5 L/5T *

) | T
w

Lw

Hqd
k
, ( 3)

其中, k 为导热系数, qd为管壁热通量, Tw为管壁温度, T
*
为温度# 

重新整理后,粘度_温度关系可表示为

  1
L =

1
Lw

1-
Nk
Hqd( T

*
- Tw) , ( 4)

从而导出下列形式的 Darcy 动量方程

  u
*
=

GK
Lw

1 -
Nk
Hqd( T

*
- Tw) # ( 5)

忽略 x
* 方向的传热,热能方程为

  u
* 5T *

5x * =
k
Qcp

52
T

*

5y * 2 +
52
T

*

5z * 2 , ( 6)

其中 Q为密度, cp为流体常压下的比热比# 

由热力学第一定律可得

  5T *

5x * =
qd

QcpH�u
a + 1
a

# ( 7)

应用方程( 5)至方程( 7) ,有

  GK
Lw

1 -
Nk
Hqd( T

*
- Tw)

qd
kH�u

a + 1
a

=
52
T

*

5y * 2 +
52
T

*

5z * 2# ( 8)
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无量纲化能量方程可写为

  52H
5y 2+

52H
5z 2 - p

2
H+

1
R
= 0, ( 9)

其中的无量纲变量定义如下

  y =
y

*

H
, z =

z
*

H
, H= k

Tw - T
*

qdH , R =
�uLw

GK
a

a + 1
# ( 10)

对粘性随温度升高而降低的流体(正如多数流体) ,其粘性变化数是一个负值,可清楚地定

义为

  p
2
= - N / R# ( 11)

合理的边界条件为

  H= 0,   当 y = ? 1且 z = ? a# ( 12)

用熟知的特征函数展开法,可以得出无量纲温度的解

  H= 6
]

n= 1

Dn 1-
cosh( mz )
cosh( ma)

cos( Kny ) , ( 13)

其中

  m = [ p
2
+ K2

n ]
1/ 2
, Dn =

2(- 1)
n- 1

KnRm
2 , Kn =

(2n - 1)P
2

# ( 14a, b, c)

利用求得的温度分布导出平均速度为

  �u = GK
Lw

1+ 1 + N
8( a + 1)

a 6
]

n= 1

1 - ( tanh( ma) / ( ma) )

K
2
nm

2

2
, ( 15)

及归一化速度为

  û =
u

*

�u
= A(1 + NH) , ( 16)

其中

  A =
2

1+ 1 +
8( a + 1)N

a 6
]

n= 1

1

K2
nm

2 1 -
tanh(ma)

ma

# ( 17)

A 与R 的关系为A = R
- 1
( a / ( a + 1) )# 

无量纲混合室( mixing cup)温度由以下积分定义:

  Hb =
Q

a

0Q
1

0
Ĥudydz

a
# ( 18)

积分上式得

  Hb = S1+ S2, ( 19a)

其中 S1和 S2为

  S1 =
2A
R 6

]

n= 1

[ 1 - ( tanh( ma) ) / (ma) ]

m
2
K

2
n

, ( 19b)

  S2 = N
A

R
2 6

]

n= 1

(2- (3tanh( ma) ) / ( ma) + sech2
( ma) )

K
2
nm

4 # ( 19c)

求得了无量纲混合室温度,很容易得到 Nu数为

  Nu =
qdDH

k( Tw - Tm)
=

DH

H
1
Hb
, ( 20)
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其中 DH为水力学意义下的直径
[ 6]

  DH = 4H
a

a + 1
# ( 21)

特别地,由方程( 19)至方程( 21) ,可以得到 Nusselt数为

  Nu =
a

a + 1

2
2
A

2 6
]

n= 1

[ 1- ( tanh( ma) ) / ( ma) ]

m
2K2

n
+

    AN
a + 1
a 6

]

n= 1

1- (3tanh( ma) ) / (2ma) + ( sech
2
( ma) ) / 2

K
2
nm

4

- 1

# ( 22)

值得注意的是, 在导出上述Nusselt数的表达式时,用到了关系式 A = R
- 1
( a/ ( a + 1) )# 

当 a趋于无穷大时(平板通道) ,又重新得到了粘度为常数和粘度随温度变化两种情况下

的解析解# 当N趋于0时(熵为常数) ,由方程(22) 得到 Nu = 12, 这与Darcy流动模型的已知

结果完全一致# 简化方程(22) ,对于小N ,利用摄动方法求得Nu = 12(1- 2N/ 15) ,这与文献

[ 17] 的结果完全一致# 为简略计,略去了详细的数学推导# 读者可以发现, Nield等人[ 17] 定

义的 Nu 依据的是通道宽度,而本文定义的 Nu依据的是水力学意义下的直径,因此本文的 Nu

较文献[ 17] 的大 1倍# 还可以看到, 本文结果在取舍时, 解的误差控制在 O(N
2
) 内# 事实

上,这时方程( 22)求得的 Nusselt数与方程( 22)取更多的级数项得到的值是不相同的# 本文结

果的详细验证参见表 1# 结果表明,在 3位有效数字内, 本文结果与Haji_Sheikh
[ 4]
的结果完全

相同# 还要注意到, 本不期望与文献[ 4] (应用 Brinkman流动模型)得到相同的结果, 只是为了

和他们的结果相比较# 
表 1 常物性条件下本文 Nusselt数与文献[ 4]的比较

a   Nu (本文) Nu(文献[ 4] )

1   7. 113 1  7. 113 6

4 9. 115 9 9. 116 5

8 10. 291 7 10. 292 0

10 10. 583 8 10. 584 0

100 11. 837 5 11. 838 0

] 12. 000 0 12. 000 0

1. 2  熵产
大家知道, 熵是由于热和流体流动产生的,并且单位体积熵产率的大小可以根据热传导不

可逆性参数NHTI 和流体摩擦不可逆性参数 N FFI求得

  Ûsgen = NHT I+ N FFI, ( 23)

其中 NHTI由下式求得

  NHTI = k
T̈

* # T̈
*

T
* 2 =

k

T
* 2

5T *

5x *

2

+
5T *

5y *

2

+
5T *

5z *

2

, ( 24)

而N FFI 由下式得到

  NFFI =
Lu* 2

T
*
K

# ( 25)

无量纲化后, NHT I变为

  NHTI =
k

H
2
( ( a + 1) / ( aPe) )

2
+ (5H/ 5y ) 2

+ (5H/ 5z ) 2

( q - H) 2 , ( 26)

其中 P�clet数 Pe和无量纲管壁热通量定义为
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  Pe =
QcpH�u
k

, q =
Tw k

qdH # ( 27a, b)

无量纲N FFI 为

  NFFI = qBr
k

H
2

1+ NH
q - H

# ( 28)

同时, Brinkman数 Br 定义为

  Br =
G

2
KH

2

LwTwk
# ( 29)

无量纲熵产数 N s 为

  N s =
H

2

k
Ûs gen =

( ( a + 1) / ( aPe) ) 2
+ (5H/ 5y ) 2

+ (5H/ 5z ) 2

( q - H) 2 + qBr
1 + NH
q - H

# ( 30)

特别地,由方程( 12)至( 14) ,熵产数又变为

N s =

a + 1
aPe

2

+ 6
]

n= 1
Dn Kn 1-

cosh(mz )
cosh(ma) sin( Kny )

2

+ 6
]

n= 1
Dn

msinh(mz )
cosh(ma) cos( Kny )

2

q - 6
]

n = 1

Dn 1- cosh(mz)
cosh(ma)

cos( Kny )
2 +

  qBr

1 + N 6
]

n= 1
Dn 1-

cosh(mz )
cosh( ma) cos( Kny )

q - 6
]

n= 1

Dn 1- cosh( mz )
cosh( ma)

cos( Kny )
# ( 31)

图 2 N 取某些值时,无量纲平均熵产数 N s     图 3  Br 取某些值时,无量纲平均熵产数 N s

与常物性熵产数 N s cp之比值随 Pe 数 与常物性熵产数Ns cp 之比值随 N 值

的变化 ( Br = 1, q = 1, a = 1) 的变化 ( a = 1, q = 1, Pe = 1)

还可以得到 Bejan数, 即NHTI 与总熵产率的比

Be = 1 + qBr

1+ N 6
]

n= 1

Dn 1 -
cosh( mz )
cosh( ma)

cos( Kny ) q - 6
]

n= 1

Dn 1-
cosh( mz )
cosh( ma)

cos(Kny )

a + 1
aPe

2

+ 6
]

n= 1

DnKn 1 -
cosh( mz )
cosh( ma) sin( Kny )

2

+ 6
]

n= 1

Dn

msinh( mz )
cosh( ma) cos( Kny )

2

- 1

# 

( 32)

  若忽略 NFFI,即 Br = 0, 则 Bejan数趋于单位1, 这就验证了熵产仅与 NHTI有关# 按照Be-

jan的文献[ 24] ,在本文情况下,在熵产分析中必须考虑 NFFI, 即使在热能方程中粘性耗散项通

常被忽略# 
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2  结果和讨论

本问题可以应用封闭形式的解来表示整个流场的速度、等温线和 N s ,但为简洁起见, 我们

仅给出了 N s 和Nu的平均值# 

图2显示了N取某些值( a = 1)时,Ns 与常物性熵产数Nscp的比值随Pe数的变化关系# P�clet

数通过 NHTI中的轴向(纵向) 温度梯度影响熵产率# 我们发现, Pe增大时N s减小,但在Pe为

5到 10这一段,不再倾斜下降# 

N FFI,随之熵产率呈线性变化关系, N s 值随Br 数的增大而增大(见图 3) # 正如预料的一

样,与常物性情况相比,粘性减小导致熵产率下降# 

   图 4  N 取某些值时 ,无量纲熵产数      图 5  N 取某些值时 ,Nusselt数 Nu 与常

随管道截面宽高比的变化 物性的 Nucp 之比值随管道截面

( Pe = 1, q = 1, Br = 10) 宽高比的变化

   图 6 q 取某些值时,无量纲熵产数 N s     图 7  N 取某些值时,无量纲熵产数 N s

与常物性的 Ns cp 之比值随粘性 随无量纲管壁热通量 q 的变化

变化数的变化

图4显示了, 粘性变化数N取某些值时, N s随管道截面宽高比的变化# 可以看出,与可变

粘性对应比较, 常物性熵产与最大熵产率相关连# 从图上还可看出,当管道为正方形截面时,

N s 达到最大值,随着向平板通道的变动(即宽高比增大) ,熵产逐步减小# 
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图 5显示了,Nusselt数 Nu与常物性的Nucp之比Nu/ Nucp随管道宽高比 a的变化# 显然,

随 a值的增大, Nu / Nucp减小# 还可看出, 当 a > 6且N = - 0. 5时, Nu/ Nucp的值大于N = -

019和 N = - 0. 1时的相应比值# 而 a较小时,当 N 从N = - 0. 1变化到 N = - 0. 9, 该比值

变大# 

其它的影响参数还有无量纲管壁热通量 q# 正如图 6所示,随着 q 增大熵产减小,当粘性

随温度变化时,比值 N s/ N scp是随 q 增大而增大的# 图 7证实了 q 增大,熵产数减小的事实# 

感谢  本文第一作者感谢昆士兰大学的支持和帮助# 
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Effects of Temperature_Dependent Viscosity Variation on

Entropy Generation, Heat, and Fluid Flow Through a

Porous_Saturated Duct of Rectangular Cross_Section

K. Hooman,  H. Gurgenci

( School of Engineer in g , The Univer sity of Queenslan d , Br isban e , Austr alia )

Abstract: Effect of temperature_dependent viscosity on fully developed forced convection in a duct of

rectangular cross_section occupied by a fluid_saturated porous medium is investigated analytically. The

Darcy flow model was applied and the viscosity_temperature relation was assumed to be an inverse_

linear one. The case of uniform heat flux on the walls, i. e. the H boundary condition in the termino-l

ogy of Kays and Crawford, was treated. For the case of a fluid whose viscosity decreases with temper-

ature, it is found that the effect of the variation is to increase the Nusselt number for heated walls.

Having found the velocity and the temperature distribution, the second law of thermodynamics was in-

voked to find the local and average entropy generation rate. Expressions for the entropy generation

rate, the Bejan number, the heat transfer irreversibility, and the fluid flow irreversibility were pre-

sented in terms of the Brinkman number, the P�clet number, the viscosity variation number, the d-i

mensionless wall heat flux, and the aspect ratio ( width to height ratio). These expressions let a para-

metric study of the problem based on which it is observed that the entropy generated due to flow in a

duct of square cross_section is more than those of rectangular counterparts while increasing the aspect

ratio decreases the entropy generation rate similar to what previously reported for the clear flow case

by Ratts and Raut.

Key words: entropy generation rate; forced convection; porous medium; rectangular duct; tempera-

ture_dependent viscosity
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