
文章编号: 1000_0887(2007) 01_0001_08 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

轴向变速运动粘弹性弦线横向
振动的复模态 Galerkin方法

X

张能辉
1, 2

,  王建军
1
,  程昌钧

1, 2

( 1.上海大学 理学院 力学系,上海 200444;

2. 上海市应用数学和力学研究所,上海 200072)

(我刊编委程昌钧来稿)

摘要:  在考虑初始张力和轴向速度简谐涨落的情况下,利用含预应力三维变形体的运动方程, 建

立了轴向变速运动弦线横向振动的非线性控制方程, 材料的粘弹性行为由 Kelvin 模型描述# 利用

匀速运动线性弦线的模态函数构造了变速运动非线性弦线复模态 Galerkin 方法的基底函数,并借

助构造出来的基底函数研究了复模态 Galerkin 方法在轴向变速运动粘弹性弦线非线性振动分析中

的应用# 数值结果表明,复模态 Galerkin 方法相比实模态 Galerkin 方法对变系数陀螺系统有较高的

收敛速度# 
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引   言

轴向运动弦线是许多工程系统的重要组成部分# 自1897年Skutch的开创性工作以来,许

多文献对轴向运动弦线的横向振动作了研究[ 1]# 近年来, 随着研究问题的日益复杂化和模型

的非线性特征, 半解析法和数值方法成为重要的研究工具, 如多重尺度法[ 2_3]、差分法[ 4_5] ,有

限元法[ 6] , Laplace 变换法[ 7]和 Galerkin方法[ 8_13]# 对于实模态 Galerkin方法,从本质上讲, 只要

选取满足边界条件的基底函数即可,但为了提高级数解的收敛速度, 往往选用静态线性弦线的

模态函数作为基底函数; 对于复模态 Galerkin方法来说,基底函数通常选用运动线性弦线的模

态函数,不但要满足边界条件,而且又要符合陀螺系统算子的特殊正交性要求# 数值结果表

明,利用复模态 Galerkin方法可以获得低阶高精度的离散模型# 有关轴向匀速运动粘弹性弦

线的实模态Galerkin方法[ 8_9]和复模态Galerkin方法[ 10_11]有了比较深入的研究# 但对于轴向变

速运动弦线的非线性振动问题,由于无法获得对应变系数线性微分系统特征根和特征向量,所
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以无法采用复模态 Galerkin方法,而目前只能采用实模态Galerkin方法[ 12_13]# 

本文致力于研究轴向变速运动粘弹性弦线横向振动的复模态 Galerkin方法# 首先在考虑

初始张力和轴向速度简谐涨落的情况下,利用含预应力三维变形体的运动平衡方程,建立了轴

向变速运动弦线非线性横向振动的控制方程, 材料的粘弹性行为由微分型 Kelvin模型描述# 

其次, 利用匀速运动线性弦线的模态函数构造了变速运动非线性弦线复模态 Galerkin 方法的

基底函数, 而该底基函数既满足边界条件,又保持了对于变系数陀螺系统算子的正交性, 因为

算子的正交性只与空间坐标有关, 与时间坐标无关# 最后利用 Mathematica 软件对各阶

Galerkin截断系统进行了推导和数值求解, 在轴向匀速运动弦线的线性横向振动分析中, 比较

了复模态 Galerkin数值解和已有复模态解析解的差别;在轴向匀速或变速运动粘弹性弦线的

非线性横向振动分析中, 比较了复模态 Galerkin数值解和实模态 Galerkin数值解的差别# 

1  数学模型及其简化

考察轴向运动粘弹性弦线的横向振动问题# 设均质弦密度为 Q,截面积为 A, 初始张力为

T, 在相距为 L 的两个边界间以速度x , t 沿轴向运动# 仅考虑 y 方向上的横向位移V( x , t ) ,其

中 t 为时间, x 为轴向坐标# 由含预应力三维变形体的运动方程[ 14]
得

  T
A

+ R V, xx + V , x R, x = Q
d2 V

dt
2 , ( 1)

这里 x、y 为Lagrange 坐标系, R为轴向应力# 弦线材料的应力和应变的关系符合以下 Kelvin

模型

  R( x , t ) = E0E( x , t ) + GE, t ( x , t ) , ( 2)

其中, E0 为弹性模量, G为动态粘度# 轴向拉格朗日应变和横向位移的关系由下式给出

  E( x , t ) = (1/ 2) V
2
, x ( x , t )# ( 3)

将( 2)式、( 3)式代入( 1)式中可以得到控制方程为

  QV, tt ( x , t ) + 2Qx , tV, xt ( x , t ) + ( Qx 2
, t - T/ A ) V, xx ( x , t ) + x , ttV , x ( x , t ) =

    ( 3/ 2) E 0V
2
, x ( x , t ) V, xx( x , t ) + (1/ 2) G[ V

2
, x( x , t ) ] , tV, xx( x , t ) +

    GV , x ( x , t ) [ V, x ( x , t ) V, xx( x , t ) ] , t , ( 4)

这里弦线的初始张力为 T = T 0+ T 1cos 8t , 轴向速度 x , t = c0+ c1cos 7t ,其中, 8、7 分别为张

力和轴向速度周期变化的频率# 

若引入以下无量纲参数和变量

  v =
V
L

, N=
x
L

, S =
t
L

T 0

QA , A=
T 1

T 0
, Ee =

E0A

T 0
, Ev =

G
L

A
QT 0

,

  C0 = c0
QA
T 0

, C1 = c1
QA
T 0

, X= 8L
QA
T 0

, W= 7L
QA
T 0

, C(S) = C0 + C1cos( WS) ,

则( 4)式可化为

v , SS + 2( C0 + C1cos( WS) ) v , NS+ [ ( C0 + C1cos( WS) )
2

- 1 - Acos( XS) ] v , NN-

  WC1cos( WS) v , N- (3/ 2) Eev , Nv ,NN- (1/ 2) Ev ( v
2
,N) , Sv , NN- v ,NEv ( v , Nv ,NN) , S = 0# 

( 5)

若定义 w = u, v
T

= v , S, v
T
, 则方程( 5)可化为以下等价的算子方程

  A( S) w, S+ B( S) w- C( S) w = 0, ( 6)

2 张  能  辉    王  建  军    程  昌  钧



其中

  A( S) =
1 0

0 [ ( C0 + C1cos( WS) )
2
- 1] (52/ 5N2)

,

  B( S) =

2( C0 + C1cos( WS) )
5
5N [ ( C0 + C1cos( WS) )

2
- 1]

52

5N2

[ 1 - ( C0 + C1cos( WS) )
2
]

52

5N2
0

,

  C( S) =

Ev
5v
5N

2 52

5N2
Acos( XS) +

3
2

Ee
5 v
5N

2

+ 2Ev
5v
5N

5 u
5N

52

5N2

0 - WC1sin( WS)
5
5N

,

显然 A( S)是对称算子, B( S) 是反对称算子, C( S) 是非线性算子,因此(6) 式是一个变系数的

陀螺系统# 当 C1 = 0时, ( 6)式退化为匀速运动弦线横向振动的控制方程,其对应的齐次线性

化系统为

  Aw, S + Bw = 0, ( 7)

这里 A和B是与时间变量无关的算子# 若定义内积3w1, w24= Q
1

0
w

T
1 �w2dx , Meirovitch已证明

(7) 式的特征值 Kn和特征向量 5n具有以下性质
[ 15]

:首先, Kn = i Xn ,其中 Xn为实的振动频率,

i = - 1# 其次,复数 5 n 具有如下结构

  5n ( N) = 5R
n ( N) + i 5 I

n( N) , 5R
n ( N) =

- XnW
I
n ( N)

W
R
n ( N)

, 5 I
n ( N) =

XnW
R
n ( N)

W
I
n( N)

, ( 8)

这里, Wn( N) = WR
n ( N) + iWI

n ( N) 是与位移场 v 有关的法化标量形式的特征函数, WR
n ( N) , WI

n( N)

是实的# 第三, 5n 满足如下正交法化条件

  
3A 5R

n , 5R
m4 = Dnm , 3A 5 I

n , 5 I
m4 = Dnm , 3A5R

n , 5 I
m4 = 3A 5 I

n, 5R
m4= 0,

3B 5R
n , 5

R
m4 = 0, 3B 5 I

n , 5
I
m4 = 0, 3B 5R

n , 5
I
m4= - 3B 5 I

n , 5
R
m4 = XnDnm# 

( 9)

对于固定端边界条件,线性化系统( 7)的特征频率为 Xn = nP(1 - C
2
0) ,特征函数为

  

WR
n ( N) =

1
nP

2

1- C20
sin( nPN) cos( CnPN) ,

WI
n( N) =

1
nP

2

1 - C20
sin( nPN) sin( CnPN)# 

( 10)

现考察如下展开

  w( N, S) = 6
]

n= 1

[ q
R
n ( S) 5R

n ( N, S) + q
I
n( S) 5 I

n ( N, S) ] , ( 11)

作为方程( 6)的级数解# 分量 q
R
n ( S) 和 q

I
n( S) 为广义实坐标, 基底函数取为

5
R
n ( N, S) =

- XnW
I
n( N, S)

WR
n ( N, S)

, W
R
n ( N, S) =

1
nP

2

1- [ C( S) ]
2 sin( nPN) cos( CnPN) ,

5I
n( N, S) =

Xn( S) WR
n ( N, S)

WI
n (N, S)

, WI
n ( N, S) =

1
nP

2

1- [ C( S) ]
2sin( nPN) sin( CnPN)# 

( 12)

其中, Xn( S) = nP 1- [ C( S) ]
2 # 于是不难证明,算子 A( S) 和 B( S) 具有如下性质
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3A( S) 5
R
n ( S) , 5

R
m( S)4 = Dnm , 3A( S) 5

I
n ( S) , 5

I
m( S) 4= Dnm ,

3A 5R
n ( S) , 5 I

m( S) 4= 3A 5 I
n ( S) , 5R

m( S) 4= 0,

3B( S) 5R
n ( S) , 5R

m( S)4 = 0, 3B( S) 5 I
n ( S) , 5I

m( S) 4= 0,

3B 5R
n ( S) , 5

I
m( S) 4= - 3B 5 I

n ( S) , 5
R
m( S) 4= Xn( S) Dnm# 

( 13)

利用( 11)式至( 13)式对非线性方程( 6)作Galerkin截断,得

  

ÛqR
i ( S) = Xi ( S) q

I
i ( S) + 6

]

n= 1

[ q
R
n ( S) b

RR
ni ( S) + q

I
n ( S) b

IR
ni ( S) ] ,

ÛqI
i ( S) = - Xi ( S) q

R
i ( S) + 6

]

n= 1

[ q
R
n ( S) b

RI
ni ( S) + q

I
n ( S) b

II
ni ( S) ] ,

( 14)

其中

  b
ab
ni ( S) = 3C( S) 5 a

n( N, S) , 5b
i ( N, S) 4,   a, b = R, I ,

  C( S) 5R
n ( N, S) = - Xn ( S) Ev

5v
5N

2 52 WI
n( N, S)
5N2

+ AcosXS+
3
2

Ee
5v
5N

2

+

    2Ev
5v
5N

5 u
5N

52 WR
n ( N, S)

5N2
- WC1sin( WS)

5 WR
n ( N, S)
5N ,

  C( S) 5 I
n( N, S) = Xn ( S) Ev

5 v
5N

2 52 WR
n ( N, S)

5N2
+ AcosXS+

3
2

Ee
5 v
5N

2

+

    2Ev
5v
5N

5 u
5N

52 WI
n( N, S)
5N2

- WC1sin( WS)
5WI

n ( N, S)
5N ,

这里需要指出的是, 本文利用匀速运动线性弦线模态函数构造了变速运动粘弹性弦线复

模态 Galerkin方法的基底函数,与目前常用的实模态 Galerkin方法[ 12_13]相比, 该基底函数既满

足边界条件,又保持了关于变系数陀螺系统算子的正交性, 因为算子 A( S) 和 B( S) 的正交性

只与空间坐标有关, 与时间坐标无关# 通过这种性质的基底函数近似求解轴向变速运动弦线

横向振动响应的方法,称之为复模态Galerkin方法# 

Meirovitch已给出了轴向匀速运动弦线线性振动的复模态解析解[ 15]

  w( N, S) = 6
]

n= 1
NR

n ( S) 5R
n ( N) + NI

n( S) 5I
n( N) , ( 15)

其中

  
NR

n ( S) = NR
n (0) cos( XnS) + NIn( S) sin( XnS) ,

NI
n( S) = NI

n(0) cos( XnS) - NR
n ( S) sin( XnS) ,

( 16)

而系统( 6)的实模态 Galerkin数值解可取为

  v( N, S) = 6
+ ]

n= 1
qn ( S) Wn( N) , u ( N, S) = 6

+ ]

n = 1
Ûq n( S) Wn( N) , Wn( N) = sin( nPN)# 

( 17)

2  数 值结 果

首先, 为了验证本文提出方法和求解程序的可靠性, 表 1和图 1及图 2中比较复模态数

值解( 11)式和解析解( 15)式的差别# 计算时截断初值均为 NR
n (0) = 0. 01, NI

n(0) = 0. 01, n =

1, 2, ,, max,弦的速度参数 C0 = 0. 25, C1 = 0# 表 1和图 1及图2表明,复模态数值解( 11)式

的误差较小,显然低阶截断只能捕捉到弦线运动的基本特征,若要捕捉到更多运动细节必须采
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用高阶截断# 

其次, 将分匀速、变速两种情况比较复模态 Galerkin数值方法( 11)式和实模态 Galerkin数

值方法( 17)式对于陀螺系统非线性振动响应预测的差别# 利用实模态 Galerkin 方法计算时初

值取为

  q1[ 0] = 1, qn [ 0] = 0,   n \ 2; Ûqn[ 0] = 0,   n \ 1# ( 18)

为保证两种数值解的可比性, 复模态 Galerkin方法的初值必须利用内积定义和( 18)式获得# 

计算中初始张力参数 A= 0, 材料的粘弹性参数 Ee = 400, Ev = 120,速度参数 C0 = 0. 5,在匀

速和变速运动弦线响应计算中,速度参数分别取为 C1 = 0和 C1 = 0. 1,速度周期变化的频率 W

= 0. 125# 
表 1 轴向匀速运动弦线线性振动位移值比较

 0 1 2 3 4 5

一阶解析解 0. 006 074 99 - 0. 005 466 9 0. 004 649 21 - 0. 003 652 86 0. 002 516 14 - 0. 001 282 72

一阶数值解 0. 006 074 49 - 0. 005 466 72 0. 004 648 93 - 0. 003 653 56 0. 002 518 91 - 0. 001 288 71

一阶误差 e / % 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00 0. 11 0. 00

四阶解析解 0. 004 049 66 - 0. 003 317 35 0. 003 099 48 - 0. 003 225 29 0. 003 354 85 - 0. 003 105 01

四阶数值解 0. 004 049 66 - 0. 003 317 77 0. 003 099 84 - 0. 003 224 81 0. 003 353 - 0. 003 101 96

四阶误差 e / % 0. 00 0. 00 0. 00 0. 00 0. 05 0. 10

       ( a) 位移解析解               ( b) 位移数值解

图 1  轴向匀速运动弦线线性振动响应的一阶截断

       ( a) 位移解析解               ( b) 位移数值解

图 2  轴向匀速运动弦线线性振动响应的四阶截断

  图 3和图4表明,对于匀速运动弦线非线性振动的实模态Galerkin方法, 即使是截断初值

( 18)式有一定的优越性, 其一阶响应与高阶的二阶、三阶、四阶响应之间还是存在着一定的

差别, 例如, 当 S = 10时,一阶响应的位置在初始位置 ( v = 0) 的上方,但二阶、三阶、四阶响

应的位置却在初始位置的下方# 事实上即使是高阶截断系统的初值取为 0, 也会由于系统的

非线性而激励起高阶模态的响应# 对于匀速运动弦线非线性振动的复模态 Galerkin方法,其
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一阶响应与二阶响应非常接近,且低阶复模态响应逼近高阶实模态响应, 例如,一阶和二阶复

模态系统第一次返回初始位置的时间分别为 2. 2和 2,这与四阶实模态系统第一次返回初始位

置的时间 2. 1已非常接近# 因此,与实模态Galerkin 方法比较,复模态 Galerkin方法的收敛速度

较快# 

      ( a) 一阶 Galerkin 截断           ( b) 二阶Galerkin截断

      ( c) 三阶 Galerkin 截断           ( d) 四阶Galerkin截断

图 3 轴向匀速运动弦线非线性振动响应的实模态 Galerkin截断

      ( a) 一阶 Galerkin 截断            ( b) 二阶 Galerkin 截断

图 4 轴向匀速运动弦线非线性振动的响应复模态 Galerkin截断

从图 5可以看到图 3中类似的现象, 对于变速运动弦线非线性振动的实模态 Galerkin解

法,尽管高阶截断系统的初值为 0,但由于系统的高度非线性也会激励起高阶模态的响应,造

成其一阶截断系统响应与高阶截断系统响应之间差别较大,例如,当 S = 10时,一阶响应的位

置在初始位置 ( v = 0) 的上方,但二阶、三阶、四阶响应的位置却在初始位置的下方# 图 6给

出了轴向变速运动弦线非线性振动响应的一阶复模态 Galerkin数值解,显然它已逼近实模态

三阶和四阶系统的响应,例如, 一阶复模态系统第一次返回初始位置的时间 2. 1与三阶、四阶

实模态系统第一次返回初始位置的时间 2. 1, 2非常接近# 

3  结   论

首先在考虑初始张力和轴向速度简谐涨落的情况下, 本文利用含预应力三维变形体的运

动平衡方程, 建立了轴向变速运动弦线非线性横向振动的控制方程( 4) , 材料的本构关系由
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      ( a) 一阶 Galerkin 截断            ( b) 二阶 Galerkin截断

      ( c) 三阶 Galerkin 截断             ( d) 四阶 Galerkin截断

图 5 轴向变速运动弦线非线性振动响应的实模态 Galerkin截断

 图 6  轴向变速运动弦线非线性振动响应

的一阶复模态 Galerkin截断

粘弹性Kelvin模型( 2)式描述# 其次, 利用匀速运

动线性弦线的模态函数( 10)式构造了变速运动非

线性弦线复模态 Galerkin方法的基底函数( 12)式,

并采用该基底函数研究了复模态 Galerkin方法在

轴向变速运动粘弹性弦线的非线性横向振动分析

中的应用# 最后, 利用 Mathematica 软件对各阶

Galerkin截断系统进行了推导和数值求解# 在轴

向匀速运动弦线线性振动分析中, 比较了复模态

Galerkin数值解( 11)式和已有复模态解析解( 17)

式的差别, 两者结果吻合良好; 在轴向匀速或变速运动弦线的非线性振动分析中,比较了复模

态Galerkin数值解( 11)式和实模态 Galerkin 数值解 ( 15)式的差别# 数值结果表明, 复模态

Galerkin方法相比实模态 Galerkin 方法对变速度陀螺系统有较高的收敛速度, 低阶复模态

Galerkin数值解可以逼近高阶实模态 Galerkin数值解# 
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Complex_Mode Galerkin Approach in Transverse Vibration

of an Axially Accelerating Viscoelastic String

ZHANG Neng_hui1, 2,  WANG Jian_jun1,  CHENG Chang_jun1, 2

( 1. Depa rtm ent of Mechanics , Shan gha i Un iver sity , Shangha i 200444, P . R . Chin a ;

2. Shan gha i Inst itute of Applied Mathema tics an d Mechan ics , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: Under the consideration of harmonic fluctuations of initial tension and axially velocity, a

nonlinear governing equation for transverse vibration of an axially accelerating string is set up by using

the equation of motion for a 3_dimensional deformable body with initial stresses. The Kelvin model

was used to describe viscoelastic behaviors of the material. The basis function of the complex_mode

Galerkin method for axially accelerating nonlinear strings was constructed by using the modal function

of linear moving strings with constant axially transport velocity. By the constructed basis functions,

the application of the complex_mode Galerkin method in nonlinear vibration analysis of an axially ac-

celerating viscoelastic string was investigated. Numerical results show that the convergence velocity of

the complex_mode Galerkin method is higher than that of the real mode Galerkin method for a variable

coefficient gyroscopic system.

Key words: axially accelerating string; viscoelasticity; transverse nonlinear vibration; complex_mode

Galerkin method; geometry nonlinearity
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