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多_尺度加细函数及其性质的研究
X
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(李继彬推荐)

摘要 :  引入伸缩因子为 a 的多_尺度加细函数和平移不变子空间的概念# 研究了多_尺度加细方

程解存在的条件# 特别地,给出这种方程的解是正交的充分必要条件# 建立了多_尺度加细函数与

两尺度加细函数之间的关系# 并讨论了它们的一些性质# 最后给出相应的构造算例# 
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引   言

两尺度加细方程 <( x ) = 6 k I Z
p k<(2x - k ) 在小波分析理论研究中起着非常重要的作

用# 其中系数 p k 称为面具# 两尺度加细方程解的存在性问题引起很多人的关注[ 1~ 7]# 当

面具满足适当的条件时, 两尺度加细方程可以存在分布解, 甚至是连续解# 基于两尺度加细方

程的细分算法收敛性的研究也是许多论文的研究课题[ 8~ 10]# 更有大量小波文献讨论两尺度

加细方程解的性质[ 1~ 5]# 

两尺度加细方程是由一个面具 pk k I Z 确定的, 而多 _尺度加细方程是由多个面具

p 1, k , p 2, k , ,, pM- 1, k 确定的# 即多_尺度加细方程具有如下的形式:

  <( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
k I Z

pm, k<(2
m
x - k )# 

特别地,这些面具在一定的条件下,也可以存在紧支撑分布解,甚至是连续的解# 在文献[ 11]

和[ 12]中,通过多_尺度加细方程构造出大量的多_尺度加细函数# 讨论了基于多_尺度加细方

程的细分算法的收敛性质,并与两尺度加细方程的细分算法进行比较# 当然两尺度加细方程

拥有的很多性质都可以推广到多_尺度加细方程# 而多_尺度加细函数拥有许多有很好的性质

而两尺度加细函数却未必具有(见文献[ 11] ) # 在文献[ 11]和[ 12]的基础上, 本文引入伸缩因

子为 a 时多_尺度加细函数的概念# 给出相应的多_尺度加细方程存在紧支撑正交解的充分必

要条件# 并建立多_尺度加细函数与两尺度加细函数之间的关系# 
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1  平移不变空间

下面简单介绍平移不变空间的一些基本概念# 设 5 ( x ) = [ <1, <2, ,, <r ]T是平移不变空

间的生成元# 如果存在一个生成元 5 ( x ) 使得

  S( 5 ) = clos3<l ( x - k ) : l = 1, 2, ,, r ; k I Z4,

则称 S ( 5 ) 是一个平移不变空间(SI)# 如果 5 是一有限集合,则空间 S ( 5 ) 称为有限平移不

变空间(FSI)# 如果 5 中仅有一个元素, 则称空间 S ( 5 ) 为主要的平移不变空间(PSI)# 设

S ( 5 ) 是一个SI空间,通过伸缩定义 S ( 5 ) a
k

为

  S( 5 ) a
k

= f ( x / a
k
) | f I S( 5 ) # 

定义 1  设 5 ( x ) = [ <1, <2, ,, <r ]T# 如果存在 r @ r 矩阵序列 Pk 使得下面两尺度关

系成立

  5 ( x ) = 6
k I Z

Pk 5 ( ax - k ) , ( 1)

则称 5 ( x ) = [ <1, <2, ,, <r ]T是伸缩因子为 a的两尺度加细函数向量# 

对( 1)式两边作 Fourier 变换,有

  5̂ ( X) = P( a
- 1 X) 5̂

X
a

, P( X) =
1
a 6k I Z

Pke
ikX# ( 2)

如果当 N y ] 时,乘积F
N

k= 1P( a
- k
X) 收敛,则方程(1) 存在一个解 5 ( x ) , 其解的Fourier变

换为

  5̂ ( X) = F
]

k= 1
P( a

- k
X) 5̂ (0) , P( X) =

1
a 6k I Z

Pke
ikX# ( 3)

当 5 是由单个函数<构成时, 两尺度关系有下列形式:

  <( x ) = 6
k I Z

p k<( ax - k ) , ( 4)

其中 p k I R# 类似地, 我们有

  <̂( X) = F
]

k= 1

P ( a
- kX) <̂(0) , P ( X) =

1
a 6k I Z

pk e
i kX# ( 5)

2  多_尺度加细函数

为了构造优化的平移不变空间的生成元(见文献[ 11] ) , 基于若干个面具, S. Dekel和 N.

Dyn
[ 12]
研究了多_尺度加细函数# 这种加细函数是两尺度加细函数的自然推广# 在此基础上,

本节将研究更一般的情形,即伸缩因子为大于 2的整数情形# 

定义 2  设 5 ( x ) = [ <1, <2, ,, <r ]T# 如果存在 M- 1个面具 Pm = pm, k k I Z, m = 1,

2, ,, M - 1, 使得下面多_尺度关系成立:

  5 ( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
k I Z

pm, k 5 ( a
m
x - k )# ( 6)

则称 5 ( x ) = [ <1, <2, ,, <r ]T是多 _尺度加细函数向量,更具体地,称为 M_尺度加细函数向

量(这里 2 [ M I N)# 

根据( 6)式, 可以得到下列关系:

  S( 5 ) < S( 5 ) a
- 1

+ S ( 5 ) a
- 2

+ ,+ S( 5 ) a
- ( M- 1)

# ( 7)

1478 杨   守   志



为了叙述的方便,更重要的是由于 PSI情形可以很容易推广到FSI情形# 本文仅讨论 PSI

情形# 并假设多_尺度加细函数的面具也是有限的# 也就是说, 多_尺度加细方程满足下面的

方程:

  <( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
N
2

k= N
1

pm, k<( a
m
x - k )# ( 8)

对( 8)式两边实施 Fourier变换,得到

  <̂( X) = 6
M- 1

m= 1

Pm( a
- mX) <̂( a- mX) , Pm( X) = a

- m 6
k I Z

pm, ke
ikX
,

  m = 1, 2, ,, M - 1# ( 9)

定理 1  设 <( x ) 是满足加细方程( 8)的多_尺度加细函数# 定义

  5̂ ( X) = [ <̂( a0 X) , <̂( a- 1X) , <̂( a- 2X) , ,, <̂( a- ( M- 2) X) ]# 

则 <( x ) 的 Fourier 变换能用下式表示:

  <̂( X) = f
[ j]
[ 5̂ ( a

- j
X) ]

T
,   j = 0, 1, 2, ,, ( 10)

其中 f
[ j]
( X) = [ f

j , 1
( X) , f j, 2

( X) , ,, f
j , M- 1

( X) ] 可由下式通过递归定义:

  

f
[ 0]
( X) = [ 1, 0, ,, 0] ;

f
j+ 1, m

( X) =
f
j , m+ 1

( X) + Pm( a
- (j+ m) X) f j, 1( X) ,   1 [ m [ M - 2,

PM- 1( a
- ( j+ M- 1) X)f j , 1( X) ,       m = M- 1# 

( 11)

证明  用归纳法证明# 当 j = 0, (10) 式显然成立# 假设对于任意正整数 j , (10) 式也成

立# 下面证明(10) 式对 j + 1也成立# 应用( 11)式, 可以得到

  <̂( X) = f
[ j ]
[ 5̂ ( a- j X) ]T =

    f j , 1( X) <̂( a- jX) + f
j , 2
( X) <̂( a- (j+ 1) X) + ,+ f

j, M- 1
( X) <̂( a- ( j+ M- 1) X) =

    [ f j , 2( X) + P1( a
- ( j+ 1) X)f j , 1, f j, 3( X) + P 2( a

- (j+ 2) X) f j, 1, ,,

    f j , M- 1
( X) + PM- 2( a

- (j+ M- 2)
X)f

j , 1
, PM- 1( a

- ( j+ M- 1)
) f

j , 1
] @

    [ <̂( a- (j+ 1) X) , <̂( a- (j+ 2) X) , <̂( a- ( j+ 3) X) , ,, <̂( a- (j+ M- 1) X) ] T =

    [ f j+ 1, 1
( X) , f

j+ 1, 2
( X) , ,, f j+ 1, M- 1

( X) ] @

    [ <̂( a- (j+ 1) X) , <̂( a- (j+ 2) X) , <̂( a- ( j+ 3) X) , ,, <̂( a- (j+ M- 1) X) ] T =

    f
[ j+ 1]

[ 5̂ ( a- ( j+ 1) X) ] T# 

上式意味着完成归纳过程# 从而证明了定理 1# 

利用( 11)式,可以得到下面的关系:

  f
[ j+ 1]

( X) = f
[ j ]
( X) P( a- (j+ 1) X) ,   j I Z, ( 12)

其中 P( X) 是(M - 1) @ (M - 1) 矩阵,且由下式定义

  P( X) =

P1( a
- 0
X) P2( a

- 1 X) , , P2( a
- ( M- 2) X)

1 0 , 0 0

0 1 s s s

s s 1 0 0

0 0 , 1 0

# ( 13)

重复应用( 12)式,则

  f
[ j+ 1]

( X) = f
[ j ]
( X) P( a- (j+ 1) X) =
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    f
[ 0]
( X) F

j+ 1

k= 1

P( a
- kX) = [ 1, 0, ,, 0] F

j+ 1

k= 1

P( a
- kX) , ( 14)

因此,

  <̂( X) = [ 1, 0, ,, 0] lim
j y ] F

j+ 1

k= 1
P( a

- k
X) [ <̂(0) , <̂(0) , ,, <̂(0) ] T# ( 15)

根据( 10)式和( 15)式, 得到 5̂ ( X) 满足下面的-两尺度类型. 的函数方程:

  [ 5̂ ( X) ]
T
= P ( a

- 1
X) [ 5̂ ( a

- 1
X) ]

T
, ( 16)

其中矩阵 P( X) 由(13) 式确定# 容易知道它的每个元素都是以 a
M- 1

P为周期的函数# 

设 5 ( x ) = [ <( a0
x ) , <( a1

x ) , ,, <( a ( M- 2)
x ) ]

T# 假设 <是M_尺度加细函数# 则由(16)

式知, S ( 5 ) 是两尺度加细的有限平移不变空间(FSI) ,即, S ( 5 ) 满足下面的方程:

  S( 5 ) < S( 5 ) a
- 1

# ( 17)

应用上面的/两尺度类型0的函数方程( 16) , 分析方程( 8)解的存在性, 给出下面的定理:

定理 2  设 Pm = pm, k , m = 1, 2, ,, M - 1 是有限支撑的面具 # 定义 Cm =

a
- m 6 k I Z

pm, k , m = 1, 2, ,, M - 1# 如果 Cm , m = 1, 2, ,, M - 1满足条件(A) : 6
M- 1

m= 1
Cm

= 1; (B) :多项式 q ( K) = KM- 2
+ 6

M- 1

m= 2 6
M- 1

j= m
CmK

M- m- 1的所有根的绝对值小于 a, 则当N y

] 时,乘积F
N

k= 1
P( a

- kX) [ 1, 1, ,, 1] T在紧支撑区间内一致收敛,且方程( 8)的解的Fourier变

换具有下列形式:

  <̂( X) = [ 1, 0, ,, 0] l im
Ny ] F

N

k= 1

P( a
- kX) [ 1, 1, ,, 1] T# ( 18)

证明  条件( A)保证[ 1, 1, ,, 1]是( 13)式定义的矩阵 (1/ a) P( 0) 关于特征值 1的特征向

量# 可以看出矩阵 P(0) 的特征多项式为( K- 1) q ( K)# 因此,矩阵 P(0) 的所有特征值(除特

征值 1外) 均为多项式 q( K) 的根# 再由条件(B) 知矩阵 P(0) 的谱半径小于等于 a ,即矩阵

(1/ a) P(0) 的谱半径小于等于1# 

应用文献[ 2] ~ [ 5] ,可以证明当 N y ] 时,乘积F
N

k= 1P( a
- kX) [ 1, 1, ,, 1] T在紧支撑区

间内一致收敛# 下面证明(18) 式定义的 <̂( X) 是多_尺度加细方程( 8)的解的Fourier变换# 

由于无穷乘积 F
]

k= 1
P( a

- kX) [ 1, 1, ,, 1]T 一致收敛,则有

  lim
N y ] F

N

k= 1
P ( a

- k
X) [ 1, 1, ,, 1]

T
=

    [ <̂( a0 X) , <̂( a- 1 X) , <̂( a- 2 X) , ,, <̂( a- (M- 2) X) ] ,

因此,

  <̂( X) = [ 1, 0, ,, 0] l im
Ny ] F

N

k= 1
P( a

- kX) [ 1, 1, ,, 1] T =

    [ 1, 0, ,, 0] P( a- 1 X) lim
N y ] F

N

k= 2

P( a
- kX) [ 1, 1, ,, 1] T =

    [ 1, 0, ,, 0] P( a- 1 X) [ <̂( a- 1 X) , <̂( a- 2X) , ,, <̂( a- (M- 1) X) ]T =

    6
M- 1

m= 1
Pm( a

- mX) <̂( a- mX) ,

这意味着 <是多_尺度加细方程( 8)的解,从而完成定理 2的证明# 

1480 杨   守   志



应用定理 2,可以得到下面的定理:

定理 3  假设多_尺度加细方程( 8)的解有一个可积解 f ( x )# 设 Pm = pm, k , m = 1, 2,

,, M - 1是有限的加细面具# 定义 Cm = a
- m 6 k I Zpm, k , m = 1, 2, ,, M - 1# 如果存在一

个非负整数 n,使得 6
M- 1

m= 1
Cm = a

n
, 则用 a

- mn
pm, k , m = 1, 2, ,, M- 1代替 pm, k 得到新的

M_尺度加细方程

  <( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
N
2

k= N
1

a
- mn

pm, k<( a
m
x - k )

有非零的可积解 g , 且满足

  dn

dxn
g ( x ) = f ( x ) ,   a. e# 

根据文献[ 13] ,可以得到

  supp( <) A 3 G
M- 1

m= 1

1

a
m
- 1

supp( Pm) 4, ( 19)

其中 3X4表示 X < R的凸包# 

3  正交的多_尺度加细函数

下面研究正交的多_尺度加细函数# 首先给出正交多_尺度加细函数的定义# 

定义 3  如果 M_尺度加细函数<( x ) 满足

  3<( aix - k ) , <( ajx - l)4= Di , j Dk , l ,   i , j = 0, 1, ,, M - 2; k, l I Z, ( 20)

则称 M_尺度加细函数 <( x ) 是正交的# 

通过应用( 9)式定义的 M- 1个面具 Pm( X) ,得到伸缩因子为 a 的多_尺度加细函数是正

交的充分必要条件# 

定理 4  设 <是满足(8) 式的 M_尺度加细函数,它的 M - 1个面具 Pm( X) , m = 1, 2, ,,

M - 1# 则下列叙述是等价的# 

1) <是正交的多_尺度加细函数# 

2) <̂( X) 满足下方程:

  6
l I Z

<̂
X+ 2aPl

a
i <̂

X+ 2aPl
a
j = Dij ,   i , j = 1, 2, ,, M - 1# ( 21)

3) 定义线性算子 (

  ( (F) ( X) = 6
a- 1

j= 0
P ( e

- i(2Pj+ X) / a
) F

X+ 2Pj
a

P( e
- i(2Pj+ X) / a

)
*
, ( 22)

其中 ( (F) 是定义在2P周期的连续函数为元素构成全体矩阵上# 则 IM- 1是算子 ( 的唯一的

不动点,其中 P( X) 是由( 13)式定义的矩阵# 

证明 1) Z 2) :由于 <是一个正交的多 _尺度加细函数,则向量函数 5 ( x ) = [ <( a0
x ) ,

<( a1
x ) , ,, <( a ( M- 2)

x ) ]
T是一个正交的两尺度加细函数# 因此, 5 ( x ) 是一个正交的向量多

尺度函数的充分必要的条件是它的自相关符号满足

  S5 = 6
l I Z

5̂
X
a
+ 2Pl 5̂

X
a
+ 2Pl

*

= IM- 1# 

其中,
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  S5 = 6
l I Z

<̂
X+ 2Pl

a
, <̂

X+ 2Pl
a
2 , ,, <̂ X+ 2Pl

a
M- 1

T

@

    <̂
X+ 2Pl
a

*

, <̂
X+ 2Pl
a
2

*

, ,, <̂
X+ 2Pl
a
M- 1

*

=

    6
l I Z

<̂
X+ 2aPl

a
<̂

X+ 2aPl
a

<̂
X+ 2aPl

a
<̂

X+ 2aPl
a
2

<̂
X+ 2aPl

a
2 <̂

X+ 2aPl
a

<̂
X+ 2aPl

a
2 <̂

X+ 2aPl
a
2

, ,

<̂
X+ 2aPl
a
M- 1 <̂

X+ 2aPl
a

<̂
X+ 2aPl
a
M- 1 <̂

X+ 2aPl
a
2

       

, <̂
X+ 2aPl

a
<̂

X+ 2aPl
a
M- 1

, <̂
X+ 2aPl

a
2 <̂

X+ 2aPl
a
M- 1

, ,

, <̂
X+ 2aPl
a
M- 1 <̂

X+ 2aPl
a
M- 1

= IM- 1# 

则比较上式两边的各项得到( 21)式# 应用文献[ 4] ,可以证明其余的结论# 

如果 <是一个正交的M_尺度加细函数,根据(22) 式,则 M- 1个面具 Pm( X) , m = 1, 2,

,, M - 1一定满足下列方程:

  6
a- 1

j = 0
6
M- 1

k= 1

Pk( e
- i( aX+ 2 jP) / a

k

)
2
= 1, 6

a- 1

j= 0
Pk ( e

- i( aX+ 2jP) / a
k

) = 0,

  k = 1, 2, ,, M - 2# ( 23)

由于 S( 5 ) 是一个 FSI空间,所以对任何 f ( x ) I S ( 5 ) , 有

  f ( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
k I Z

cm, k<( a
m
x - k )# 

如果 <是一个正交的M_尺度加细函数,则 cm, k = 3f ( x ) , <( amx - k )4, m = 1, 2, ,, M - 1; k

I Z, 即

  f ( x ) = 6
M- 1

m= 1
6
k I Z

3f ( x ) , <( amx - k )4<( amx - k )# 

4  多_尺度加细函数的性质

显然任意两尺度加细函数可以满足很多不同的多_尺度函数方程# 换句话说, 任意两尺度

加细函数一定是一个多_尺度函数# 反之不真# 下面给出多_尺度加细函数具有两尺度关系的

充分条件# 

定理 5  设 < I L
1
(R) 是一个满足( 8) 式的多 _尺度加细函数, 且具有 M - 1个面具

Pm( X) , m = 1, 2, ,, M - 1,其中M \3# 如果 <也是一个两尺度加细函数,且满足两尺度关

系 <̂( X) = S( a- 1 X) <̂( a- 1 X) , 其中 S是一个aP_周期的函数# 则 S满足下面的方程

  F
M- 1

m= 1

S( a- mX) = 6
M- 1

m= 1
F
M- 1

j= m+ 1

S( a- jX) Pm( a
- jX) # ( 24)
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证明  由于 <满足 <̂( X) = S( a- 1X) <̂( a- 1 X) , 则

  <̂( a- mX) = <̂( a- ( M- 1) X) F
M- 1

j = m+ 1

S( a- jX) ,   m = 0, 1, ,, M - 2# ( 25)

特别地,

  <̂( X) = <̂( a- (M- 1) X) F
M- 1

j= 1

S( a- j X)# ( 26)

考虑公式( 9)、( 25)和( 26)# 得到

  <̂( X) = <̂( a- (M- 1) X) F
M- 1

j= 1
S( a- j X) = <̂( a- ( M- 1) X) F

M- 1

j= m+ 1
S( a- jX) Pm( a

- jX) # 

又由于 <的 Fourier 变换是连续的且不恒等于零, 这意味着公式( 24)成立# 

设 <( x ) 是伸缩因子为 a
n
, n I Z+ 的加细函数,满足下面方程

  <( x ) = 6
k I Z

p k<( a
n
x - k ) , H ( X) = a

- n 6
k I Z

hke
ikX# ( 27)

推论 1  设 <( x ) 是伸缩因子为 a
n
, n I Z+ 的加细函数,满足方程(27)# 由(27) 式定义的

H ( X) 是 <的面具# 如果 <是伸缩因子为a 的加细函数,满足方程

  <̂( X) = S( a- 1 X) <̂( a- 1 X) ,

则 S满足下面的方程

  F
n- 1

m= 1

S( a- mX) = S( a- ( M- 1) X)H ( a- (M- 1) X)# ( 28)

多_尺度加细函数可以拥有许多有很好的性质,而两尺度加细函数却未必具有# 文献[ 11]

通过不同的两尺度加细样条函数构造出一类多_尺度加细函数# 下面我们给出多_尺度加细函

数的卷积构造方法# 即由一个多_尺度加细函数和一个两尺度加细函数的卷积构造出新的多_

尺度加细函数# 

定理 6  设 < I L
1
(R) 是(8) 式定义的M_尺度加细函数,且具有面具 Pm , m = 1, 2, ,,

M - 1# 设 Q I L
1
(R) 是(4) 式定义的两尺度加细函数, (5) 式定义的 P ( X) 为其对应的面具# 

则卷积 <* Q是一个新的M_尺度加细函数,具有的面具为

  �Pm( X) = Pm( X) F
M- 1

n= 1
P ( a

m- n
X) ,   m = 1, 2, ,, M - 1# ( 29)

证明  由于 <* Q
) )

= <̂̂Q, 则

  <* Q
) )

( X) = 6
M- 1

m= 1

Pm( a
- mX) <̂( a- mX) P( a- 1X) Q̂( a- 1 X) =

    6
M- 1

m= 1
Pm( a

- mX) F
m

n= 1
P( a

- nX) <̂( a- mX) Q̂( a- mX) =

    6
M- 1

m= 1

Pm( a
- mX) F

m

n= 1

P( a
- nX) <* Q

) )

( a
- mX)# 

上式意味着 <* Q是一个M_尺度加细函数,对应的面具满足( 29)式# 

推论 2  设 <i I L
1
( R) , i = 1, 2是两个两尺度加细函数,分别具有面具为 P

i
( X) , i = 1,

2# 则卷积 <1* <2 仍是两尺度加细函数,且对应的面具为

  �P ( X) = P
1
( X) P2

( X)# 

证明  由于两尺度加细函数是特殊的多_尺度加细函数# 因此根据定理 6可以完成推论 2
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的证明# 

由定理6和推论 2,可以得到更一般的结果# 

推论 3  设 < I L
1
(R) 是(8) 式定义的M_尺度加细函数,且具有面具 Pm , m = 1, 2, ,,

M - 1# 设 Qi I L
1
(R) , i = 1, 2, ,, k 是k 个两尺度加细函数,对应的面具分别为 P

i
( X) , i =

1, 2, ,, k# 则卷积 <* Q1* Q2* ,* Qk 仍是M_尺度加细函数, 且对应的面具为

  �Pm( X) = Pm( X) F
M- 1

n= 1
F
k

i = 1

P
i
( a

m- nX) ,   m = 1, 2, ,, M - 1# 

5  多_尺度加细函数的构造算例

下面给出一些构造算例# 

例 1  设 M = 3# 假设 Pm = pm, k , k I Z , m = 1, 2是有限支撑的面具# 如果

  6
k I Z

p 1, k = 1, 6
k I Z

p 2, k = 6,

则通过计算得 C1 = 1/ 3, C2 = 2/ 3# 因此 Cm , m = 1, 2满足定理2中的条件( A)和条件( B)# 

根据定理 2,方程

  <( x ) = 6
2

m= 1
6
k I Z

pm, k<(3
m
x - k )

有一个紧支撑解,其解为伸缩因子为3的 3_尺度加细函数# 

例 2  文献[ 14]构造出大量的伸缩因子为 3的两尺度加细函数# 如两尺度方程

  Q( x ) = 2 - 6
4

Q(3x ) + 1
2
Q(3x - 1) + 2+ 6

4
Q(3x - 2) +

      2 + 6
4

Q(3x - 3) +
1
2
Q(3x - 4) +

2- 6
4

Q(3x - 5)

的解是一个伸缩因子为 3的两尺度加细函数# 在例 1中, 我们构造出伸缩因子为 3的 3_尺度

加细函数 <# 根据定理 6,卷积 <* Q构成一个新的 3_尺度加细函数,其对应的面具可由( 29)

式给出# 
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Poly_Scale Refinable Function and Their Properties

YANG Shou_zhi

( Depa rtm ent of Mathem atics , Shantou Univer sity , Shantou , Guan gdon g 515063, P . R . China )

Abstract: Poly_scale refinable function with dilation factor a was introduced. The existence of solu-

tions of poly_scale refinable equation was investigated. Specially, necessary and sufficient conditions

for the orthonormality of solution function phi of a poly_scale refinable equation with integer dilation

factor a were established. Some properties of poly_scale refinable function were discussed. Several

examples illustrating how to use the method to construct poly_scale refinable function were given.

Key words: poly_scale function; dilation factor; poly_scale refinable equation
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