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具有紧支撑的非张量积形式二维小波有限元
X

金坚明,  薛鹏翔,  徐应祥,  朱亚莉

( 1.西北师范大学 数学与信息科学学院,兰州 730070)

(扶名福推荐)

摘要 :  分析论述了构造非张量积形式二维 Daubechies 小波的几条定理,在此基础上着重构造了具

有紧支撑的非张量积形式二维小波,随后用具有紧支撑的非张量积二维小波有限元去解弹性薄板

挠度问题,给出了误差阶, 最后列举了一个数值例子# 

关  键  词:  紧支撑;  非张量积;  二维小波;  插值函数;  弹性薄板;  挠度;  有限元

中图分类号:  O24. 82    文献标识码:  A

1  二维小波简介

设 Vj j I Z为 L
2
( R

2
) 上的一个多分辨分析[ 1, 2]

,其中 Vj 称为多尺度空间# 

一般 Vj 可表示为

  Vj = span Uj, k | k I Z
2 # ( 1)

其中 Uj , k( x) = 2- jU(2- j
x - k) , Uj, k 为Vj 上的一组规范正交基, x = ( x 1, x 2) , k = ( k1, k 2) , x

I R
2
, k I Z

2# 

由文献[ 1, 2]有

  2- 1U
x
2

= 6
k I Z2

hkU( x - k) ,  hk I R, hk = 2- 1QR
2 U

x
2

U( x - k)dx# ( 2)

由式( 2)两边经过 Fourier变换可得

  Û( X) = m 0
X
2

Û
X
2

, m0( X) = 2- 1 6
k I Z

2

hke
- ik# X ( 3)

为2PI周期函数, 称为共轭滤波器, hk 称为频率响应, X = ( X1, X2) , X I R
2# 

引理 1[ 3]  6
k I Z

2

| Û( X+ 2kP) | 2
= 1# 

定理 1[ 4, 5]  由式( 3)确定的 m0( X) 有如下关系式:

1) | m0( X) | [ 1, m0(0) = 1; ( 4)

2) | m0( X+ IP) |
2
+ | m0( X) |

2
+ 6

k I Z
2
- [ ( 2Z

2
+ I )+ 2Z

2
]

| m0( X+ kP) |
2
| Û( X+ kP) |

2
= 1# 
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( 5)

定义 1  让 Vj- 1 = Vj © Wj , Wj = V
L
j , 则有

  Vm- 1 = ©
+ ]

j= m
Wj , L

2
( R

2
) = ©

+ ]

j= - ]
Wj# ( 6)

设

  Wj = span Wj, k | k I Z
2
, ( 7)

其中 Wj , k = 2
- j
W(2

- j
x - k ) 为上 Wj 上规范正交基,则称 W( x ) 为基本小波函数# 

因为 2- 1W( x/ 2) I W1 < V0, 故有

  2- 1W x
2

= 6
k I Z

2

gkU( x - k ) , ( 8)

其中   gk = 2- 1QR
2 W

x
2

U( x - k )dx# 

定理 2  式( 8)中的 gn由下式确定

  gn = h 1
0

- n (- 1) 1- ( n
1
+ n

2
)
, ( 9)

其中   n = ( n1, n2)
T I Z

2# 

由式( 8)两边经过 Fourier变换可得

  Ŵ( X) = G
X
2

Û
X
2

# ( 10)

2  非张量积二维小波函数的构造

定义 Gl ( x) 为 Gl ( x ) = ( T
l
H VA ) ( x) , x I R

2# 其中 VA 为A 的集特征函数,

  A = ( x 1, x 2) | - 1/ 2 [ x 1 [ 1/ 2, - 1/ 2 [ x 2 [ 1/ 2 ,

  ( T
l
Hf ) ( x) = 2 6

k I Z
2

hkf (2x - k)# 

由Fourier变换可得

  Ĝl ( X) =
1
2P F

l

j= 1
m0(2

- j X)
sin(2- j- 1 X1)

2- j- 1X1

sin(2- j- 1X2)

2- j- 1X2
,

其中 m0( X) =
1
2 6

k I Z
2

hk e- ik# X
, X I R

2# 当 l y ] 可得

  Ĝ] =
1

2P F
]

j= 1

m0(2
- j X)# 

引理 2[ 4]  假设对任意 E> 0有

  6
k I Z

2

| hk | | k |
E
< ] , | k | = k

2
1 + k

2
2 ,

这时 Ĝ] ( X) =
1

2P F
]

j= 1

m0(2
- j X) 对任意给定的 X I R

2是收敛的, 而且在有界集上是一致收

敛的# 

引理 3[ 4]  如果

  m0( X) =
1
2
( 1+ e- iX

1)
1
2
(1+ e- iX

2 )
N

F ( X) ,

其中 F ( X) = 6
k I Z

2

f ( k) e- ik# X
,满足 supk I Z

2 | f ( k ) | | k |
E
< ] , 记 sup XI R

2 | F ( X) | = B ,则
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存在常数 C > 0, 使得

  F
]

j= 1
m0(2

- j
X) [ C | X1 |

- N
| X2 |

- N
| X |

lnB/ ln2# 

引理 4  定义

  m0( X) =
1
2 6

k I Z
2

hk e- ik# X
,

并且假定

  m0( X) =
1
2
( 1+ e- iX

1)
1
2
(1+ e- iX

2 )
N

F ( X) ,

其中   F ( X) = 6
k I Z

2

f ( k) e- ik#X
,

满足   supk I Z
2 | f ( k ) | | k |

E
< ] , E> 0, supX I R

2 | F ( X) | = B < 2N- 1# 

那么由下式

  Gl ( x) = 2 6
k I Z

2

hkGl- 1(2x - k) ,   x I R
2
,

  G0( x ) = VA ( x) , A = ( x 1, x 2) | - 1/ 2 [ x 1 [ 1/ 2; - 1/ 2 [ x 2 [ 1/ 2

定义的函数 Gl ( x) 当 l趋于无穷时是逐点收敛于 G] ( x )# 

定理 3  让

1) 6 k I Z
2 | hk | | k |

E
< ] , E> 0;

2) 6 k I Z
2hk- 2shk- 2t = Ds

1
t

1
Ds

2
t
2
, s , t I Z

2
;

3) 6 k I Z
2hk = 2# 

定义 m0( X) = 2- 1 6 kI Z
2hke

- i k#X
, X I R

2
, 并假定

  m0( X) =
1
2 ( 1+ e

- iX
1)

1
2 (1+ e

- iX
2 )

N

6
k I Z

2

f ( k) e
- ik#X

;

其中

4) 6 k I Z
2 | f ( k) | | k |

E
< ] , E> 0;

5) sup
X I R2

6 kI Z
2f ( k) e

- ik# X
< 2

N- 1
, N I Z

+ # 

定义

  Û( X) =
1

2P F
]

j= 1
m0(2

- j
X) , W( x ) = 2 6

k I Z
2

gkU(2x - k) ,  X I R
2
, x I R

2# 

那么 Uj, k = 2- jU(2- j
x - k) 定义了一个多尺度分析; Wj, k = 2- jW(2- j

x - k ) 是相应的正交小波

基, 只 需 让 G0 = VA , A = ( x 1, x 2) | - 1/ 2 [ x1 [ 1/ 2; - 1/ 2 [ x 2 [ 1/ 2 , Gl+ 1 =

2 6 k I Z2 hkGl (2x - k) ,从而得到 Gl y U, 当 l y ] 时, V0= span U( x - k) , x I R
2
, k I Z

2
,

Vm 是多尺度分析# 

为构造具有紧支撑的非张量积二维小波,我们假定序列 hk 是有限的# 设 hk = 0当 k1

< N 1- , k2 < N2- , k1 > N1+ , k 2 > N2+ , 那么 U( x 1, x 2) 和 W( x 1, x 2) 具有有限支集# 

上面我们已经由 m0( X) 出发构造出了二维 Daubechies小波,但是此时 m0( X) 还未知,为

此下面构造二维共轭滤波器 m0( X)# 
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假定只有有限个 hk X 0且 X =
P

0
和

0

P
是 m0( X) = 0的N 重根, 那么 m0( X) 可以写

成如下形式

  m0( X) =
1
2
( 1+ e- iX

1)
1
2
(1+ e- iX

2 )
N

Q( e- iX
) , ( 11)

其中 Q(#) 为实系数多项式# 

再由式( 5)得

  | m0( X) |
2
+ | m0( X+ IP) | 2

+ m0 X+
1

0
P

2

+ m0 X+
0

1
P

2

= 1# 

令 y 1 = cos2 X1/ 2 , y 2 = cos2 X2/ 2 , 有

  y
N
1 y

N
2 P ( (1- y 1) , (1 - y 2) ) + (1- y 1)

N
(1 - y 2)

N
P ( y 1, y 2) +

    ( 1- y 1)
N
y
N
2P ( y1, ( 1- y 2) ) + y

N
1 (1 - y 2)

N
P ( (1- y 1) , y 2) = 1, ( 12)

其中   P sin
2 X1/ 2 , sin

2 X2/ 2 = | Q( e
- iX

) |
2# 

通过与文献[ 1]类同的分析,可知

  PN ( y 1, y2) = 6
N- 1

j
1
= 0
6
N- 1

j
2
= 0

N - 1 + j 1

j 1

N - 1+ j 2

j 2

y
j

1
1 y

j
2

2

是方程( 12)的一个解# 

3  紧支撑非张量积二维小波函数的计算

对小波函数 W( x 1, x 2) 和尺度函数 U( x 1, x 2) 的计算要从 hk着手# 下面不失一般性地取

N = 3, 则有

  | Q3( e
- iX

) |
2
= 6

2

i= 0
6
2

j= 0

2+ i

i

2 + j

j
sin2i X1

2
sin2j X2

2
# 

不妨设 QN ( e
- iX

) = 6
N- 1

i= 0 6
N- 1

j = 0
qij e

- iX
1
ie- iX

2
j# 由于 QN (#) 为实系数多项式,那么有 | Q3(e

- iX
) |

2

= Q3( e
- iX

) Q3( e
iX
)# 

经过运算得下面方程组

  

q
2
00+ q

2
01+ q

2
02+ q

2
10+ q

2
11+ q

2
12+ q

2
20+ q

2
21+ q

2
22 = 625/ 64,

q00q01+ q 01q 02+ q 10q 11+ q 11q 12+ q20 q21+ q21 q22 = - 125/ 32,

q00q02+ q 10q 12+ q 20q 22 = 75/ 128,

q00q11+ q 01q 12+ q 10q 21+ q 11q 22 = 25/ 16,

q00q12+ q 10q 22 = - 15/ 64,

q00q22 = 9/ 256,

q01q10+ q 02q 11+ q 11q 20+ q 12q 21 = 16/ 25,

q01q20+ q 02q 21 = - 15/ 64,

q02q10+ q 12q 20 = - 15/ 64,

q02q20 = 9/ 256# 

求解得到

  q00 = 0. 187 500 000 000 001 05, q 01 = - 0. 084 500 542 658 999 16,

  q02 = 0. 013 594 044 723 715 615, q 10 = - 1. 165 499 457 341 011 3,
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  q11 = 0. 525 255 128 608 415 5, q12 = - 0. 084 500 542 658 988 57,

  q20 = 2. 586 150 826 667 882 5, q21 = - 1. 165 499 457 341 011 3,

  q22 = 0. 187 500 000 000 007 47# 

那么由( 11)式,得

  m0( X) =
1
2
( 1+ e

- iX
1)

1
2
(1+ e

- iX
2 )

3

6
2

i= 0
6
2

j= 0
qij e

- iX
1
i
e
- iX

2
j # 

又由文献[ 6]

  m0( X) =
1
2 6

5

p
1
= 0
6
5

p
2
= 0
hp

1
p

2
e
- iX

1
p

1e
- iX

2
p

2 ,

通过对比系数便得到:

h00 = 0. 005 859 38, h01 = 0. 014 937 5, h02 = 0. 010 081, h03 = - 0. 000 788 109,

h04 = - 0. 001 366 2, h05 = 0. 000 424 814, h10 = - 0. 018 843 7, h11 = - 0. 048 038 9,

h12 = - 0. 032 420 5, h13 = 0. 002 534 56, h14 = 0. 004 393 7, h15 = - 0. 001 366 2,

h20 = - 0. 010 870 2, h21 = - 0. 027 711 8, h22 = - 0. 018 702 2, h23 = 0. 001 462 09,

h24 = 0. 002 534 56, h25 = - 0. 000 788 109, h30 = 0. 139 045, h31 = 0. 354 473,

h32 = 0. 239 227, h33 = - 0. 018 702 2, h34 = - 0. 032 420 5, h35 = 0. 010 081,

h40 = 0. 206 03, h41 = 0. 525 238, h42 = 0. 354 473, h43 = - 0. 027 711 8,

h44 = - 0. 048 038 9, h45 = 0. 014 937 5, h50 = 0. 080 817 2, h51 = 0. 206 03,

h52 = 0. 139 045, h53 = - 0. 010 870 2, h54 = - 0. 018 843 7, h55 = 0. 005 859 38# 

由式( 4)知 m0(0) = 1, 当是二维且N = 3, X = (0, 0)T 时,将 h i, j 的结果代入式( 3)有

  m0(0) =
1
2 6

5

i= 0
6
5

j= 0
h i, j = 1. 000 000 000 000 011 5# 

此结果与式( 4)一样, 十分微小的误差是由于计算中舍入误差造成的# 

这里得到了 hk 当 k1 > 5, k 1 < 0, k2 > 5, k2 < 0时为0, 便可以计算尺度函数 U与小波函

数 W的支集# 

由定理3有 U( x) = lim ly ] Gl ( x)# 显然所有的 Gl 都具有有限支集

  suppGl < ( x 1, x 2) | N
-
l , 1 [ x 1 [ N

+
l , 1; N

-
l, 2 [ x 2 [ N

+
l, 2 ,

其中 N
-
l , 1 = N

-
l- 1, 1/ 2, N

-
l, 2 = N

-
l- 1, 2/ 2, N

+
l , 1 = [ N

+
l- 1, 1+ 5] / 2, N

+
l , 2 = [ N

+
l- 1, 2+ 5] / 2# 

因此当 l y ] 时, N
-
l , 1 y 0, N

-
l, 2 y 0, N+

l , 1 y 5, N+
l , 2 y 5, 故

  suppU < ( x 1, x 2) | 0 [ x 1 [ 5; 0 [ x 2 [ 5 # ( 13)

由( 9)式有 gn 当n1 > 1, n1 < - 4, n2 > 0, n2 < - 5时都为 0# 

又
1
2
W( x) = 6

k I Z
2

gkU(2x - k) 得到 W( x) 具有支集

  suppW < ( x 1, x 2) | - 2 [ x 1 [ 3; - 2. 5 [ x 2 [ 2. 5 # 

对于尺度函数 U的计算采用与一维类似的方法# 根据式(13) ,由于 h ij 当 i > 5, i < 0, j

> 5, j < 0时都为 0,所以 U( x 1, x 2) 的支集为[ 0, 5] @ [ 0, 5]# 

由于在构造紧支撑二维小波函数 W( x 1, x 2) 时假定 X =
P

0
和

0

P
是 m0( X) = 0的N 重

根,故由参考文献[ 7] 知 W( x 1, x 2) 具有 N 阶消失矩, 即有
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  Q
+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
x
A
1x
B
2U( x 1- i , x 2- j )dx 1dx 2 = 0,

A+ B= 0, 1, ,, N - 1# 所以根据参考文献[ 2] 可知对 A+ B [ N - 1的多项式 x
A
1x
B
2可由 V0

空间的基 U( x 1- i , x 2- j ) 线性表出,即有

  x
A
1x

B
2 = 6

+ ]

i= - ]
6
+ ]

j= - ]
C ij U( x 1- i , x 2- j )# ( 14)

与文献[ 8]中一维情形类似,由( 14)式可知

  1 = 6
+ ]

i= - ]
6
+ ]

j= - ]
C ij U( x 1- i , x 2 - j )# 

其中   Cij = 3U( x 1- i , x 2- j ) , 14= Q
+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
U( x 1- i , x 2- j )dx 1dx 2 = 1# 

特别地对( 0, 0)点有:

  6
+ ]

i= - ]
6
+ ]

j= - ]
U( i , j ) = 1# 

由于 U( x 1, x 2) 的支集为[ 0, 5] @ [ 0, 5] ,故再加上如下的规范化条件:

  U(1, 1) + U(1, 2) + U(1, 3) + U(1, 4) + U(2, 1) + U(2, 2) + U(2, 3) +

    U(2, 4) + U(3, 1) + U(3, 2) + U(3, 3) + U(3, 4) + U( 4, 1) +

    U(4, 2) + U(4, 3) + U(4, 4) = 1# ( 15)

并将方程( 14)、( 15)联立建立关于 U( i , j ) , i , j = 1, 2, 3, 4的线性非齐次代数方程组 5H = B ,

其中 B = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)T# 

由于系数矩阵和增广矩阵的秩都为 16, 与未知数 U( i , j ) , i , j = 1, 2, 3, 4的个数相同,故

此方程组存在唯一解# 经具体运算求得

U(1, 1) = 0. 000 950 936, U(1, 2) = - 0. 000 058 960 3, U(1, 3) = 0. 000 032 101 1,

U(1, 4) = 0, U(2, 1) = 0. 035 682 2, U(2, 2) = - 0. 002 212 38,

U(2, 3) = 0. 001 204 54, U(2, 4) = 0. 000 032 101 1, U(3, 1) = - 0. 065 537 7,

U(3, 2) = 0. 004 063 49, U(3, 3) = - 0. 002 212 38,

U(3, 4) = - 0. 000 058 960 3, U(4, 1) = 1. 057 02,

U(4, 2) = - 0. 065 537 7, U(4, 3) = 0. 035 682 2, U(4, 4) = 0. 000 950 936# 

( 16)

对于小波函数利用( 8)式可以求得

W(- 1, - 1. 5) = 0. 001 229 24, W(- 1, - 0. 5) = - 0. 009 161 23,

W(- 1, 0. 5) = - 0. 006 538 19, W(- 1, 1. 5) = - 0. 000 169 138,

W(0, - 1. 5) = 0. 047 517 4, W(0, - 0. 5) = - 0. 354 136,

W(0, 0. 5) = - 0. 252 739, W(0, 1. 5) = - 0. 006 538 19,

W(1, - 1. 5) = 0. 066 580 9, W(1, - 0. 5) = - 0. 496 211,

W(1, 0. 5) = - 0. 354 136, W(1, 1. 5) = - 0. 009 161 23,

W(2, - 1. 5) = - 0. 008 933 74, W(2, - 0. 5) = 0. 066 580 9,

W(2, 0. 5) = 0. 047 517 4, W(2, 1. 5) = 0. 001 229 24# 

( 17)

进一步利用式( 2)和( 8)还可以求得其他加细节点处尺度函数 U( x) 和小波函数 W( x) 的

值,其中 x = ( x 1, x 2)# 尺度函数与小波函数对应的图形如图 1所示# 
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( a) 尺度函数 U( x 1, x 2)

( b) 小波函数 W( x 1, x 2)

图 1  尺度函数 U( x 1 , x 2) 和小波函数 W( x 1 , x 2)

由于 U( x 1, x 2) 的支集为[ 0, 5] @ [ 0, 5] , 则SuppU( A+ B)x
1
x

2
( x 1, x 2) < [ 0, 5] @ [ 0, 5] ,经过分析

计算,类似可以得到以 U
( A+ B)
x

1
x

2
( i , j ) , ( i , j = 1, 2, 3, 4) 为未知数的 16阶齐次线性方程组 �5H =

B , 其中 �5 = ( U( A+ B)
x

1
x

2
( 1, 1) , U( A+ B)x

1
x

2
(1, 2) , U( A+ B)x

1
x

2
(1, 3) , U( A+ B)x

1
x

2
(1, 4) , U( A+ B)

x
1
x

2
(2, 1) , U( A+ B)

x
1
x

2
(2,

2) , U
( A+ B)
x

1
x

2
(2, 3) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(2, 4) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(3, 1) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(3, 2) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(3, 3) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(3, 4) , U

( A+ B)
x

1
x

2
(4,

1) , U( A+ B)
x

1
x

2
(4, 2) , U( A+ B)

x
1
x

2
(4, 3) , U( A+ B)x

1
x

2
(4, 4) ) T# 

由式( 13)可知,不高于 N - 1次的多项式可以由尺度函数表出,即

  x
A
1x

B
2 = 6

+ ]

i= - ]
6
+ ]

j= - ]
C ij U( x 1- i , x 2- j ) , ( 18)

其中 Cij 为

  Cij = 3xA1xB2, U( x 1- i , x 2- j )4=

    Q
5

0Q
5

0 6
A

L= 0

A

L
i
A- L

x
L
1 6

B

M= 0

B

M
j
B- M

i
M
2 U( x 1, x 2)dx 1dx 2 =

    6
A

L= 0
6
B

M= 0

A

L

B

M
i
A- L

j
B- M

AL,M,
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其中

  AL, M= 3xL1xM2, U( x 1, x 2)4= 3x
L
1x

M
2, 2 6

5

i= 0
6

5

j= 0

hij U(2x 1- i , 2x 2- j ) 4=

    6
5

i= 1
6
5

j = 1
6
L- 1

m= 0
6
M- 1

n= 0

2- L- M- 1
hij

L

m

M

n
i
L- m

j
M- n
Am, n+

    6
5

i= 0
6
5

j= 1
6
M- 1

n= 0
2
- L- M- 1

hij
M

n
j
M- n

AL, n+

    6
5

i= 1
6
5

j= 0
6
L- 1

m= 0

2- L- M- 1
hij

L

m
i
L- m

Am, M (1- 2- L- M
)   ( L, M\ 1) ,

  A 0, 0 = 3x 0
1x

0
2, U( x 1, x 2)4 = Q

+ ]

- ]Q
+ ]

- ]
U( x 1, x 2)dx 1dx 2 = 1,

  AL, 0 = 6
5

i= 1
6
5

j= 0
6
L- 1

m= 0

2- L- 1
hij

L

m
i
L- m

Am, 0 (1- 2- L
)   ( L \ 1) ,

  A 0,M= 6
5

i= 0
6
5

j = 1
6
M- 1

n= 0
2
- M- 1

hij
M

n
j
M- n

A 0, n (1- 2
- M
) ,   (M\ 1)# 

同时对式( 18)两边关于 x 1 求 A阶偏导,关于 x2 求 B阶偏导有

  A!B! = 6
+ ]

i= - ]
6
+ ]

j = - ]
Cij

5A+ B

5xA15xB2
U( x 1- i , x 2- j )# 

不妨在上式中取 x 1 = 5, x 2 = 5便有

  A!B! = 6
5

i= 0
6
5

j = 0
C ij

5A+ B

5xA15xB2
U(5- i , 5- j )# ( 19)

将式( 19)与齐次方程组 �5H = B联立,得到了非齐次方程组 �5�H = �B , 其中 �B(0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, A!B!) T# 

由于系数矩阵和增广矩阵的秩都为 16, 与未知数 UA+ Bx
1
x

2
( i , j ) ( i , j = 1, 2, 3, 4) 的个数相

同,故此方程组存在唯一解# 

以上我们求出了尺度函数 U及其1阶、2阶偏导数在剖分节点处的函数值, 利用式(8) 可求

出小波函数 W及其 1阶、2阶偏导数在剖分节点处的函数值# 

4  弹性薄板小挠度问题二维非张量积小波有限元解

现在取一矩形薄板 R (0 [ x 1 [ a, 0 [ x 2 [ b ) ,各向同性均质等厚度,变形前的中性面取

为 z = 0,坐标轴 x 1, x 2, z 成右手系, 令 w = w ( x 1, x 2) 表示中性面上点( x 1, x2) 的横向位移,

f ( x 1, x 2) 表示作用在板面上的横向载荷# 

在小变形情况下,板的应变能为[ 9~ 11]

J [ w ] =
D
2Q

b

0Q
a

0

52
w

5x 2
1
+
52
w

5x 2
2

2

- 2(1- L)
52
w

5x 2
1

52
w

5x 2
2
-

52
w

5x 15x 2

2

dx1dx 2; ( 20)

外功势能为

  F[ w] = -Q
b

0Q
a

0
f ( x 1, x 2) w ( x 1, x 2)dx 1dx2, ( 21)

其中 D = Eh
3
/ [ 12(1 - L2

) ] 为板的抗弯刚度, h 为板厚, L为Poission比# 板的总势能为

  U[ w ] = J [ w ] + F [ w ]# ( 22)

由最小势能原理,平衡态位移是势能达到最小值
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  min
w I H

2

E

U[ w ] , ( 23)

其中 H
2
E 是矩形板 R 上具有有限能量并满足强加边界条件的函数空间# 

现在我们用二维 Daubechies小波有限元求解变分问题( 23) , 也就是 Ritz_Galerkin法中取二

维Daubechies小波为基函数# 

首先我们对区间进行剖分: 0 = x 10 < x 11 < ,< x 1M
x
1

= a, hx
1
= a/ Mx

1
, 0 = x 20 < x 21

< ,< x 2M
x
2

= b, hx
2
= b / Mx

2
其中 x 1i = i#hx

1
, x 2j = j#hx

2
# 

这样矩形板 R 上二维 Daubechies小波的基为

W = span W
x 1

hx
1

- i ,
x 2

hx
2

- j i = - 2, 0, 1, ,, Mx
1
+ 1; j = - 2, 0, 1, ,, Mx

2
+ 2 , ( 24)

显然 W是完备的# 

首先在四周不加约束的条件下将变分问题( 23)离散化,然后再加上相应的边界条件# 令

  w ( x 1, x 2) = 6
M
x

1
+ 1

i= - 2
6

M
x

2
+ 2

j= - 2
rij Wij ( x 1, x 2) , ( 25)

其中   Wij ( x 1, x 2) = W( x 1/ hx
1
- i , x 2/ hx

2
- j )# 

代入式( 23)得到代数方程组

  D 6
M
x

1
+ 1

i= - 2
6

M
x

2
+ 2

j= - 2
rij Q

a

0Q
b

0
Wd
ij , x

1
x

1
( x 1, x 2) W

d
kl , x

1
x

1
( x 1, x 2)dx 1dx 2+

    Q
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

2
x

2
( x 1, x 2) W

d
kl, x

2
x

2
( x 1, x2)dx 1dx 2+

    LQ
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

1
x

1
( x 1, x 2) W

d
k l, x

2
x

2
( x 1, x 2)dx1dx2 +

    Q
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

2
x

2
( x 1, x 2) W

d
kl, x

1
x

1
( x 1, x2)dx 1dx 2 +

    2(1 - L)Q
a

0Q
b

0
W

d
ij , x

1
x

2
( x 1, x 2) W

d
kl, x

1
x

2
( x 1, x 2)dx 1dx 2 = f kl ,   

k = - 2, - 1, 0, 1, ,, Mx
1
+ 1; l = - 2, - 1, 0, 1, ,, Mx

2
+ 2, ( 26)

其中   f kl = Q
a

0Q
b

0
f ( x 1, x 2) Wkl ( x 1, x 2)dx 1dx 2# 

引入矩阵记号:

  Aj , l = Q
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

1
x

1
( x 1, x 2) W

d
kl , x

1
x

1
( x 1, x 2)dx1dx2

i, k
,

  Bj , l = Q
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

2
x

2
( x 1, x 2) W

d
kl , x

2
x

2
( x 1, x 2)dx1dx2

i, k
,

  Cj , l = Q
a

0Q
b

0
Wd
ij , x

1
x

1
( x 1, x 2) W

d
kl , x

2
x

2
( x 1, x 2)dx1dx2

i, k
,

  Dj , l = Q
a

0Q
b

0
W

d
ij, x

1
x

2
( x 1, x 2) W

d
kl , x

1
x

2
( x 1, x 2) dx 1dx 2

i , k
,

其中 j , l = - 2, - 1, ,, Mx
2
+ 2; 向量记号:

  r = ( r- 2, r- 1, ,, rM
x

2

+ 2)
T
, rl = ( r- 2, l , r- 1, l , ,, rM

x
1

+ 1, l ) ,

  f = ( f - 2, f - 1, ,, fM
x

2

+ 2)
T
, fl = ( f - 2, l , f - 1, l , ,, fM

x
1

+ 1, l ) ,
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则方程组( 26)简化为矩阵形式

  Gr = f , ( 27)

其中

  G = D( Aj , l + Bj , l + L( Cj , l + C
T
j , l ) + 2(1 - L) Dj , l ) j , l# 

考察方程( 27) ,由于 W( x 1, x 2) 的支集为[- 2, 3] @ [- 2. 5, 2. 5] ,所以矩阵 G 是一个分块

带状矩阵,分块半带宽为 4,亦即令 G = ( Gij ) i , j = - 2, ,, M
x2
+ 2,则 Gij = 0当 | i - j | \ 5# 同时

每个子块本身又是一个带状矩阵, 半带宽为 4, 所以, 矩阵 G的每一行最多只有 81个非零元

素# 由此可见, 每个节点只与周围一个方块内 80个节点有关# 

对于矩阵 Aj , l , 每个元素

  Q
a

0Q
b

0
W

d
ij , x

1
x

1
( x 1, x 2) W

d
kl , x

1
x

1
( x 1, x 2)dx1dx2

中 Wd
ij, x

1
x

1
, Wd

kl, x
1
x

1
前面通过计算已经得到了网格 ( x 1, x 2) | x 1, x 2 I A 上的值, 其中 A =

k # 2- M
, m I Z, k = 0, 1, ,, 2M ,故矩阵 Aj, l的每一个元素可用数值积分的复化Simpson公

式求得# 其他矩阵也可通过复化 Simpson公式计算得出# 

计算矩阵 Aj , l、Bj, l、Cj , l、Dj , l结果如下(为了计算方便, 保留小数点后 2位有效数字) :

A3, 3 = h
- 2
x

1
@

  

0. 05 - 0. 25 1. 84 1. 06 0. 05

 2. 90 2. 07 - 5. 91 0. 55 0. 05

  377. 93 189. 00 - 1. 15 0. 55 0. 05

   550. 62 196. 08 - 1. 15 0. 55 0. 05

    551. 03 196. 08 - 1. 15 0. 55 0. 05

     w w w w w

      551. 03 196. 08 - 1. 15 0. 55 0. 05

  对     550. 98 196. 33 - 2. 98 - 0. 51

   称     548. 13 194. 01 4. 76

         173. 09 7. 09

          0. 41

,

B3, 3 = h
- 2
x

2
@

  

1. 32 - 7. 30 12. 17 0. 04 0. 00

 48. 33 - 61. 82 - 3. 07 - 0. 23 0. 00

  453. 18 35. 87 - 0. 89 - 0. 23 0. 00

   550. 95 38. 05 - 0. 89 - 0. 23 0. 00

    551. 02 38. 05 - 0. 89 - 0. 23 0. 00

     w w w w w

      551. 02 38. 05 - 0. 89 - 0. 23 0. 00

  对     549. 70 45. 35 - 13. 06 - 0. 27

   称     502. 70 99. 86 2. 19

         97. 85 2. 18

          0. 08

,

C3, 3 = h
- 1
x

1
h
- 1
x

2
@
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0. 22 - 0. 48 9. 04 0. 60 0. 01

 6. 03 - 52. 57 - 4. 93 0. 20 0. 01

  296. 67 59. 18 - 1. 47 0. 20 0. 01

   398. 82 62. 90 - 1. 47 0. 20 0. 01

    398. 97 62. 90 - 1. 47 0. 20 0. 01

     w w w w w

      398. 97 62. 90 - 1. 47 0. 20 0. 01

  对     398. 75 63. 38 - 10. 51 - 0. 40

   称     392. 94 115. 47 3. 45

         102. 29 3. 72

          0. 15

,

D3, 3 = h
- 1
x

1
h
- 1
x

2
@

  

1. 88 - 9. 44 30. 26 3. 37 0. 12

 65. 17 - 124. 63 - 26. 42 1. 54 0. 12

  1 890. 96 554. 65 - 10. 05 1. 54 0. 12

   2 503. 32 575. 12 - 10. 05 1. 54 0. 12

    2 504. 35 575. 12 - 10. 05 1. 54 0. 12

     w w w w w

      2 504. 35 575. 12 - 10. 05 1. 54 0. 12

  对     2 502. 47 584. 56 - 40. 31 - 1. 83

   称     2 439. 18 699. 74 16. 37

         613. 40 20. 46

          1. 03

# 

注 1 其他的 Aj , l、Bj , l、Cj , l、Dj , l 也可通过复化 Simpson 公式得出,半带宽都是 4,且从第 5 行起到倒数第

5 行与此 4 个矩阵类似数据相同.这里只列出 A3, 3、B3,3、C3, 3、D3,3# 

下面仅对常见的双线性外载荷给出右端项 f k , l的具体形式:

  f ( x 1, x2) = Ax 1+ Bx 2+ C,

  f kl = AQ
a

0Q
b

0
x 1Wkl ( x1, x 2) dx 1dx 2+ BQ

a

0Q
b

0
x 2 Wkl ( x 1, x 2)dx 1dx2 +

    CQ
a

0Q
b

0
Wkl ( x 1, x 2)dx 1dx 2# 

引入矩阵记号

  F1 = Q
a

0Q
b

0
x 1Wkl ( x 1, x 2)dx 1dx 2 , F2 = Q

a

0Q
b

0
x 2Wkl ( x 1, x 2)dx 1dx 2 ,

  F3 = Q
a

0Q
b

0
Wkl ( x 1, x 2)dx1dx 2 # 

同样使用复化 Simpson公式可以计算出 F1、F2、F3# 

5  边界条件的处理

在上 1部分中,未考虑边界条件的影响,现在讨论边界条件的处理# 以矩形薄板的边 x 1

= 0为例考察# 

1) 假设在 x 1 = 0边上是固支的,及 w | 5 8 = 0,5w / 5x 1 | 5 8 = 0# 这个强加边界条件必须

要处理# 由式( 25)可知,这要求
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w (0, x 2) = 6
M
x

1

+ 1

i= - 2
6

M
x

2

+ 2

j= - 2
rij Wij (0, x 2) = 0,

w
c
x

1
(0, x 2) = 6

M
x

1
+ 1

i= - 2
6

M
x

2
+ 2

j= - 2

rij W
c
ij , x

1
(0, x 2) = 0# 

( 28)

由于所取的基函数 suppW( x 1, x 2) < [- 2, 3] @ [- 2. 5, 2. 5] , suppWc
x

1
( x 1, x 2) < [- 2, 3] @

[- 2. 5, 2. 5] ,由 x 2的任意性, 要使式(28) 成立, 必须有 r- 2, j = r- 1, j = r 0, j = r1, j = r 2, j = 0( j

= - 2, - 1, 0, 1, ,, Mx
2
+ 2)# 在方程组(27) 中 G 的子块Gij 是与r 相乘, Gij r 的形式可表示

为 Gij r = ( G
l
ij rl ) ,而 r l中只有前 5个 r- 2, l = r- 1, l = r0, l = r1, l = r 2, l = 0, 故在 Gij 中划去

前5行前5列,亦即划去 Ai , j、Bi, j、Ci , j、Di, j 的前5行前5列# 重新运算得到 G,代入式( 27) 便

可使 w ( x 1, x 2) 在 x 1 = 0边上满足固支边界条件# 

2) 假设在 x 1 = 0边上是简支的,即 w | 5 8 = 0,52
w /5 x2

1 | 5 8 = 0# 这时52
w /5 x2

1 | 5 8 = 0

是自然边界条件,由变分过程自然满足,不需要进行处理# 只有 w | 5 8 = 0是强加边界条件,

其处理与在边 x 1 = 0上固支时处理方法相同# 

3) 若在 x 1 = 0边上是自由边界条件,由变分过程知这是自然边界条件,变分过程自然满

足,不需要进行处理# 

类似地,其它边上边界条件的处理与在 x1 = 0边上是类似的, 只不过去掉相应矩阵的一

些行和一些列便可满足边界条件, 处理过程是很简单的# 

6  误 差分 析

本文的误差有两部分,一部分为有限元法所产生的误差,另一部分为数值积分所产生的误

差# 由于我们所求得的是二维非张量积形式小波函数在剖分点处函数值, 一阶偏导数、二阶

偏导数及混合偏导数值, 而不是小波函数 W( x 1, x2) 自身, 故在二重积分中采用的是二重复化

Simpson公式# 由于定积分中复化 Simpson公式的误差是 O( h
4
) , 因而经过简单推导易知二重

复化 Simpson公式所产生的误差为 O( h
4
) (见参考文献[ 12] )# 

设w是弹性薄板小挠度问题在简支边界条件下的真解, wh是有限元解, Sh是有限元空间,

则由文献[ 10] 可知, 当 w I H
.

2( 8 ) H H 4( 8 ) 时,有误差估计式

  +w - wh +0, 8 = O( h
4
)# ( 29)

7  数 值例 子

设四边简支均厚弹性方板作用有均匀分布荷载 q = - 1, 弹性模量E = 1,泊松比 L= 0. 3,

设板的边长为 l 和板厚h都是 1# 计算结果与精确解比较见表1# 
表 1 本例的有限元解与精确解及弯矩对照表

网格 中心点绕度 w 0
点 ( x 1 = 0, x 2 = l / 4) 弯矩 M x

1

2 @ 2 0. 003 874 95 ql 4/ D 0 0. 021 927 2 ql 2

4 @ 4 0. 003 915 43 ql 4/ D 0 0. 031 534 64 ql 2

6 @ 6 0. 003 991 24 ql 4/ D 0 0. 032 515 14 ql 2

精确解 0. 004 062 36 ql 4/ D 0 0. 035 7 ql 2
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Compactly Supported N on_T ens or Pr oduct Form Two

Dimensi on Wa vel et Fini te Elemen t

JIN Jian_ming,  XUE Peng_xiang,  XU Ying_xiang,  ZHU Ya_li

( College of Mathema tics an d Informa tion Science , Nor thw est Norm al Univer sity ,

L anzhou 730070, P . R . China )

A bst ra ct: Some theorems of compactly supported non_tensor product form two dimension

Daubechies wavelet was analysed carefully. Compactly supported non_tensor product form two d-i

mension wavelet was constructed, then non_tensor product form two dimension wavelet finite element

was used to solve the deflection problem of elastic thin plate. The error order was researched. A nu-

merical example was given at last.

K ey words: compactly supported; non_tensor product; two dimension wavelet; interpolation func-

tion; elastic thin plate; deflection; finite element
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