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摘要:  给出了高精度的广义有限谱方法# 为使方法在时间离散方面保持高精度, 采用了 Adams_

Bashforth 预报格式和Adams_Moulton 校正格式, 为了避免由 Korteweg_de Vries( KdV)方程的弥散项引

起的数值振荡, 给出了两种数值稳定器# 以 Legendre多项式、Chebyshev多项式和 Hermite多项式为

基函数作为例子,给出的方法与具有分析解的 Burgers 方程的非线性对流扩散问题和 KdV 方程的

单孤独波和双孤独波传播问题进行了比较,结果非常吻合# 
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引   言

1844年 John Scott Russel在苏格兰首先发现孤波,但他的工作在 Joseph Boussinesq出版论文

前并没有引起关注[ 1] # Boussinesq 最早用数学方程描述孤波现象[ 1] , 后来被称为 Korteweg_de

Vries( KdV)方程[ 2]# KdV型方程可以用于描述大量物理领域的现象,并引起了众多学者的关

注# Pego 等人[ 3]研究了 KdV_Burgers方程行波振荡不稳定性# Ge 等人[ 4]通过结合交通中智能

运输系统和推导改进的 KdV方程提出了一种扩展的车辆跟踪模型# Zhang 等人[ 5]基于格子

Boltzmann方程单松弛形式推导了 KdV_Burgers 方程的格子 Boltzmann 模式# 他们模拟了 KdV_

Burgers方程的行波、孤波和激波解# Kaya
[ 6, 7]
针对 KdV型方程提出了精度很高的新的分解方

法,方法选择了合适的微分算子,可以是常微或偏微,线性或非线性, 确定或随机# 
与经典的差分法和有限元法相比较,谱方法具有计算精度高、稳定性好、滤短波较彻底的

突出优点# 然而,传统的谱方法运算量和存储量均较大,较小的电子计算机不易实现# 

由于谱方法对小尺度问题有较好的分辨率, 谱元法在过去 20年里得到了快速发展# Pat-

era[ 8]和他的同事们[ 9]系统阐述了如何应用谱元法# Giraldo[ 10]针对浅水方程提出了强和弱La-
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grange_Galerkin谱元法# 谱元法结合了谱方法和有限元法的优点# 同时, 也在一定程度上克服

了传统的谱方法运算量和存储量大的缺点# 

另一种能有效提高计算效率的谱展开方法是王建平[ 11, 12]提出的有限谱方法# 他的谱方

法是按节点而不是按区域进行离散,处理过程中使用了有限个节点和有限个基函数# 与传统

的谱元法相比较,有限谱方法的离散过程更接近有限差分法或多项式展开法# 即在所研究节

点的某个领域内,未知函数表示为 N + 1项/基函数0的和,其各阶导数值由该领域各节点的函

数值确定# 沈等人[ 13]基于有限谱方法和解析离散法, 提出一种新的高精度三点有限谱格式,

由于格式点数少,方法是高效的# 

以Legendre多项式、Chebyshev多项式和Hermite多项式为代表的正交特殊函数或多项式具

有精度高的特点# 由它们作为基函数来构造广义 Fourier 级数或多项式, 更能适应非周期和非

线性的物理问题# 本文结合有限谱思想,以 Burgers方程和 KdV 方程为例, 给出广义有限谱方

法的基本思路# 方法像传统有限谱方法那样,保持了有限差分法具有的灵活性, 同时, 由于使

用了正交特殊函数或多项式, 方法具有非常高的精度# 

1  广义有限谱格式

假设未知量 u ( x ) 可以用 2N + 1个正交基函数 <n( x ) 表示:

  u( Nij ) = 6
2N

n= 0

C
i
n<n ( N

i
j ) , ( 1)

其中 N
i
j 为局部坐标,定义如下:

  Nij = l
x i+ j - x i

N $x
,   j = - N , - (N - 1) , ,, 1, ,, N - 1, N , ( 2)

xi为节点坐标( i = 0, 1, ,, M ) , $x 为网格空间步长, 参数 l的值小于1# 靠近边界处的节点坐

标可采用不同的向前或向后格式处理# 为了得到 C
i
n, 方程( 1)可改写为
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系数 C
i
n 可以通过求解上述方程组得到# u( x ) 的一阶导数是

  u
i
x ( xi+ j ) = 6

2N

n= 0

C
i
n

d
dx
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i
j ) , ( 4)

  u
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本文采用的正交基函数是 Legendre 多项式 Pn ( x )、Chebyshev 多项式 Tn ( x ) 和Hermite多

项式 Hn( x )# 本节采用递推关系,使得描述更为简捷、清晰# 

1. 1  Legendre有限谱格式

由于 (1 - x
2
) P

c
n( x ) = nPn- 1( x ) - nxPn( x ) , 因此

  d
dx

Pn( N
i
j ) =

l
N$x

n

1 - ( Nij )
2[ Pn- 1( N

i
j ) - NijPn ( N

i
j ) ]# ( 7)

利用 Legendre方程, 我们有
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i
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l
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i
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jP
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dx 3Pn ( N
i
j ) =

l
N$x

3 1
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2
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1. 2  Chebyshev有限谱格式

因为 T n( cosH) = cos( nH) , 所以

  d
dx

Tn ( N
i
j ) =

nl
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1

1 - ( Nij )
2
sin( nH)# ( 10)

利用第一类Chebyshev 方程,有
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其中   H
i
j = arccos( N

i
j )# ( 13)

1. 3  Hermite有限谱格式

由递推关系

  d
dx

Hn ( N
i
j ) =

2nl
N$x

Hn( N
i
j ) , ( 14)

利用Hermite方程,有

  d2

dx 2H n( N
i
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c
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2  KdV_Burgers方程的数值格式

KdV_Burgers方程( KdVB)的一般形式为

  ut + Euux - Muxx + Luxxx = 0, ( 17)

其中 E, M和 L是参数# 方程( 17)由 Su和 Gardner( 1969)导出[ 14]# 

2. 1  空间离散
通过求解方程组( 3) ,可求得方程( 1)的系数# 对于多项式( 1) ,要求 | Nij | [ 1# 因为方程

(1)不仅可以用于计算区域的内部,而且可以用于边界,因此 l的值在边界处不大于0. 5# 在计

算中,我们发现数值稳定性和精度基本不依赖于 l 的取值# 我们取 l = 0. 48# 

由方程( 3)求得系数 C
i
n 后, 方程( 17) 的扩散项可直接由方程( 5) 确定# 由于三阶导数

uxxx 的精度相对于自变量是降低的,为了得到高精度和稳定性好的格式, 我们建议不直接采用

方程(5) ,而是对 uxxx 采取如下的离散过程# 即由 Taylor 展式,有
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从上述方程中消去五阶导数, 三阶导数可表示为

  53
u
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( 21)

方程( 21)中的一阶导数可以从Legendre多项式、Chebyshev 多项式和或Hermite 多项式得到# 将

式( 21)设计成由相邻点和一阶导数值来确定,其目的是为了使表达式在空间上紧凑,方便方法

的推广# 

2. 2  时间离散
用于本文的时间离散方法是Li和 Zhan[ 15]用于 Beji和 Nadaoka[ 16]提出的改进型 Boussinesq

方程的时间离散方法# 这里,仅仅简要描述一下如何将方法推广到 KdVB 方程# 在 n + 1时

刻, u 的值可用 Adams_Bashforth显格式[ 17, 18]从它们在 n, n - 1和 n - 2时刻的值求得:

  �un+ 1
i = u

n
i +

$t
12

23
5u
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n

i
- 16
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i
+ 5

5 u
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i
, ( 22)

�un+ 1的预报值可以通过一个迭代过程来校正# ( u
k+ 1
t ) i的值通过如下的KdVB方程的第 k 次迭

代获得:

  ( u
k+ 1
t ) i = - E( uk

u
k
x) i + M( uk

xx ) i - L( uk
xxx ) i , ( 23)

而 u
k+ 1
i 可以由四阶Adams_Moulton校正格式得到:

  ( u
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其中,当 k = 0时[ (5u /5 t ) n+ 1
i ]

0
= (5�u/ 5 t ) n+ 1

i # 

当 u 的两次叠代值之差的绝对值小于 10- 8,一个时间步的叠代过程完成# 

2. 3  数值稳定器

到此为止, 似乎关于 KdVB方程的数值方法已经完成# 我们尝试用该方法来求解方程时

发现,当用它来求解 Burgers方程时,可以得到精确结果(见下 1节) ,然而, 如果用于 KdV方程,

数值振荡非常强烈# 因此,我们发展了两种高精度的数值稳定器# 

由方程( 18) ,可得

  ui+ k + ui- k = 2ui + ( k$x ) 2 52
u

5x 2 +
( k$x ) 4

12
54

u

5x 4 + O( $x ) 6
, ( 25)

消去二阶导数和四阶导数,有

  ui =
1

20
[ 15( ui+ 1+ u i- 1) - 6( u i+ 2+ u i- 2) + ( u i+ 3+ u i- 3) ] + O( $x )

6# ( 26)

上述方程在每一个迭代步用于区域内的奇点处 i = 5, 7, 9, ,, M - 4,其中 M 为节点数# 

方程( 26)虽然简洁,但依赖周围节点数太多, 不便于推广到不规则区域, 因此本文发展另

一种数值稳定器# 利用方程( 19) ,一阶导数满足

1434 詹   杰   民    李   毓   湘



  5 u
5x i+ 1

-
5 u
5x i- 1

= 2$x
52

u
5x 2

i
+

( $x )
3

3
54

u
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由方程( 25)得

  ui+ 1+ ui- 1 = 2ui + ($x )
2 52

u

5x 2 +
( $x )

4

12
54

u

5x 4 + O( $x )
6# ( 28)

从方程( 27)和( 28)中消去四阶导数,有

  u
*
i =

1
8

4( ui+ 1+ ui- 1) - $x
5u
5x i+ 1

-
5u
5x i- 1

- 2( $x ) 252
u

5x 2
i
+ O( $x ) 6# 

( 29)

若将方程( 29)直接用于确定区域内 u ( x ) 在奇点处( i = 5, 7, 9, ,, M - 4) 的值,计算过程仍然

不稳定# 我们发现, 通过设计加权格式, 可以得到稳定解# 由于方程(24) 和(29) 对 u( x ) 而

言都是高精度的,我们建议

  u( x ) = A1u
k+ 1

( x ) + A2u
*
( x ) , ( 30)

其中, A1+ A2 = 1, uk+ 1
( x ) 和 u

*
( x ) 分别由方程( 24)和( 29)求得,计算中, 我们取 A1 = 0. 3# 

利用稳定器可以获得 KdV方程的精确结果(见下 1节)# 

3  数 值结 果

3. 1  Burgers方程

当 E= 1和 L = 0, KdVB方程( 17)可以写成下列的 Burgers方程

  ut + uux - Muxx = 0# ( 31)

由于弥散项在上述方程中不出现, 数值稳定器在此情形下不需使用# 为了验证数值结果的准

确性,本文采用下列初始条件

  u( x , 0) =
A+ B+ ( B- A) eC

1+ eC
, ( 32)

其中 C= ( A/ M) ( x - K) ,而参数 A、B、K和M为任意常数# 在上述初始条件下,有精确解

  u( x , t ) =
A+ B+ ( B- A) eF

1+ eF
,   t \ 0# ( 33)

表 1 广义有限谱方法的准确性(均方根误差)

情  况
方    法

Legendre有限谱方法 Chebyshev 有限谱方法 Hermite有限谱方法

Burgers方程 ( M= 0. 01) 5. 0 @ 10- 5 5. 0 @ 10- 5 5. 0@ 10- 5

Burgers方程 (M= 0. 1) 4. 4 @ 10- 5 4. 4 @ 10- 5 4. 4 @ 10- 5

KdV方程

(单孤波)

稳定器( 26) 8. 1 @ 10- 5 1. 0 @ 10- 4 1. 1@ 10- 4

稳定器( 30) 7. 5 @ 10- 5 1. 23@ 10- 4 7. 5 @ 10- 5

KdV方程

(双孤波)

稳定器( 26) 5. 4 @ 10- 4 5. 6 @ 10- 4 9. 6@ 10- 4

稳定器( 30) 7. 7 @ 10- 4 8. 1 @ 10- 4 7. 7 @ 10- 4

其中 F= ( A/ M) ( x - B t - K)# 本文考虑两组参数# 一种是曲线斜率急变的情形,参数为 A

= 0. 2, B= 0. 3, K= 0和 M= 0. 01# 一种是曲线斜率缓变的情形,参数为 A= 0. 4, B= 0. 6,

K= 0. 125和M= 0. 1# 网格数为 M = 401而时间步长 $t = 0. 001# 求解区域为[ - 10, 10]# 

数值结果的准确性由表 1所示# 可以看出, 3种广义谱方法的数值结果与分析解完全一致,数

值结果之间几乎也没有差异# 图 1中仅以 Legendre 有限谱方法的结果与分析解进行比较,可
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以看出两者完全一致# 再一次说明广义有限谱方法的准确性# 

  ( a) A = 0. 2, B = 0. 3,K= 0, M= 0. 01      ( b) A= 0. 4, B= 0. 6, K= 0. 125, M= 0. 1

图 1  Burgers方程的数值解与分析解 ( t = 10)

图 2  孤波的数值解与分析解 ( t = 1)

3. 2  Korteweg_de Vries方程

当 M= 0, E= - 6和 L= 1, KdVB方程( 17)可

写为下列的KdV方程

  u t - 6uux + uxxx = 0# ( 34)

如果初始条件为 u( x , 0) = - 2sech2
( x ) , 则有如

下的精确解

  u( x , t ) = - 2sech
2
( x - 4t )# ( 35)

节点数为 401,求解区域为 x I [- 5, 15] , 时间步

长为 $t = 0. 000 05# 由于方程中有弥散项, 计算中使用了两种数值稳定器# 从图 2可知,计

算结果与分析解相当吻合# 从表 1可以看出, 两种数值稳定器对计算结果的精度影响不大,结

果依然保持高精度# 

本文考虑的另一种形式的 KdV方程为

  ut + 6uux + uxxx = 0# ( 36)

该方程通过分析方法和数值方法来研究[ 19]# 如果初始条件为 u( x , 0) = 6sech2
( x ) , 则有下列

双孤独波解

  u( x , t ) = - 12
3 + 4cosh(2x - 8t ) + cosh(4x - 64t )

[ 3cosh( x - 28t ) + cosh(3x - 36t ) ] 2 # ( 37)

网格节点数和求解区域不变, 时间步长 $t = 0. 000 05# 同样, 再次使用数值稳定器# 相对于

单孤独波的例子而言, 3种广义有限谱方法的计算精度有所降低,但与 Li
[ 20]
用半隐蛙跳格式的

计算结果相比, 这里的误差是很小的(见图 3( d) )# 

       ( a) t = 0. 1                  ( b) t = 0. 3

1436 詹   杰   民    李   毓   湘



       ( c) t = 0. 5                ( d) t = 0. 5 (引自 Li, 1995) [ 20]

图 3  双孤波的数值解与分析解

4  结   论

本文给出的广义有限谱方法具有高精度的优点, 能很好地适应非线性对流扩散问题# 虽

然在应用于强非线性的孤独波问题时出现了强的数值震荡,但采用本文建议的数值稳定器可

以在保持高精度的前提下解决震荡问题# 方法可以推广到多维的数学物理问题# 

感谢  作者感谢香港理工大学基金(A_PE28)的资助# 
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Generalized Finite Spectral Method for 1D

Burgers and KdV Equations

ZHAN Jie_min1,  LI Yok_sheung2

( 1. Depar tment of Applied Mechanics and En gin eer ing , Zhongshan Un iver sity ,

Guangzhou 510275, P . R . China ;

2. Depar tment of Civ il &Structura l Engineer ing , The Hon g Kon g Poly techn ic

Un iver sity , Hon g Kong , P . R . China )

Abstract: A generalized finite spectral method is proposed. The method is of high_order accuracy.

To attain high accuracy in time discretization, the fourth_order Adams_Bashforth_Moulton predictor

and corrector scheme was used. To avoid numerical oscillations caused by the dispersion term in the

KdV equation, two numerical techniques were introduced to improve the numerical stability. The Leg-

endre, Chebyshev and Hermite polynomials were used as the basis functions. The proposed numerical

scheme is validated by applications to the Burgers equation ( nonlinear convection_diffusion problem)

and KdV equation(single solitary and 2_solitary wave problems) , where analytical solutions are avai-l

able for comparison. Numerical results agree very well with the corresponding analytical solutions in

all cases.
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