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摘要 :  基于建立于一般线性动力系统上的 Magnus 数值积分方法, 针对随时间而高频率振荡的二

阶动力系统,给出了有效的修正 Magnus 数值积分算法# 首先, 将二阶动力系统重新表示为一阶系

统的形式,通过引进新变量进行参考坐标变换, 使动力系统的高振荡性质保留在新形式内;进而基

于局部线性化技术用修正的Magnus方法求解新形式下的系统方程; 最后, 通过一系列数值实验说

明了文中方法的有效性# 
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引   言

考虑具有初值问题的二阶微分方程

  &y + g ( t ) y = 0,   y ( 0) = y 0, Ûy ( 0) = Ûy 0, ( 1)

并且其解的振荡性态的时间尺度远小于积分区间# 本文讨论这类高振荡动力系统的数值计算

问题# 高振荡动力系统广泛存在于许多领域,不仅在诸如分子动力系统, 电路仿真系统, 柔性

体系统等领域, 甚至振荡现象渗透于太空中卫星天线的折叠情形,以及车辆悬轴导向系统的定

位过程中# 我们更感兴趣的问题是如何对形如式( 1)的高振荡问题的模型方程进行有效的数

值求解,该问题是解决高振荡问题的首要条件# 

高振荡微分方程的数值积分方法, 历来是微分方程的数值求解问题中, 最富有挑战性的

难点问题之一# 经典数值算法效果甚微, 这也激励人们探讨新颖而富有创造性的数值方

法[ 1, 2]# 最早采用大步长求解振荡问题始于Gautschi[ 3] ,给出了形如 &y + X2
y = g( t , y ) (其中 X

为固定频率) 的微分方程的三角函数积分方法;他的方法很快推广到形如: &y + Ay = g ( t , y ) ,
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其中 A为对称、半正定的常矩阵# Garc�a_Archilla, Sanz_Serna & Skeel[ 4]给出了Mollified Impulse

方法,而Hochbruck & Lubich [ 5]研究了 Gautschi_型积分# 最近,基于 Magnus方法[ 6, 7] , Iserles等人

将研究推进到与时间相关的 A( t ) 情形,发展了完全不同的方法来数值求解高振荡线性微分方

程# 基于 Iserles的思想,本文开展了以下工作: 首先在第 1节给出一般线性微分方程的基于

Magnus展式的数值逼近格式, 然后给出高振荡微分方程的修正Magnus积分方法;第 2节进一

步基于 Cayley变换,高效地逼近指数映射,同样得到有效的逼近高振荡微分方程数值积分格

式;第 3节给出数值实验,验证了本文所给方法对处理高振荡动力系统问题的有效性, 特别地,

考虑了Hamilton系统问题# 最后是结论# 

1  基于修正的Magnus方法的数值积分方法

1. 1  Magnus积分方法

首先考虑基于Magnus展式的线性动力系统的数值积分方法的基本思路# 将式( 1)写成矢

量形式:

  Ûy = A( t ) y ( t ) ,   t \0, ( 2)

其中

  A( t ) =
0 1

- g( t ) 0
, y ( 0) =

y 0

Ûy 0

# 

我们知道,上式( 2)的解可以写为如下形式

  y ( t ) = e
8( t )

y 0, ( 3)

其中, 8 满足如下方程:

  Û8 = 6
]

k= 0

Bk

k !
ad

k
8 A ,   t \ t 0, 8 ( t 0) = 0,

这里, Bk k I Z
+ 是 Bernoulli函数,并且有

  ad
0
8 A = 8 , ad

k
8 A = [ A , ad

k- 1
8 A] = Aad

k- 1
8 A - ad

k- 1
8 AA# 

式( 3)中的 8 由所谓的Magnus展式给定:

  8 ( t ) = Q
t

0
A( N) dN-

1
2Q

t

0Q
N

1

0
[ A( N2) , A( N1) ] dN2dN1 +

    1
12Q

t

0Q
N

1

0Q
N

2

0
[ A( N3) , [ A( N2) , A( N1) ] ] dN3dN2dN1 +

    1
4Q

t

0Q
N

1

0Q
N

2

0
[ [ A( N3) , A( N2) ] , A( N1) ] dN3dN2dN1 + ,# ( 4)

Magnus展式原来主要作为量子力学系统的解的分析逼近# 近来它被作为有效的数值积分工

具,也主要是因为它逼近解析解时, 严格将逼近解限定在同一空间, 可给出类似解析解的几何

性质# 为了离散逼近解( 3) ,必须截断无穷级数( 4) ,并将该积分数值求积# 因此,以步长 h >

0逼近 y ( tn+ 1) = e 8n
( h)

y ( tn ) 的Magnus数值格式的形式为

  y ( tn+ 1) = e�8 n
( h)

y( t n) , ( 5)

�8 n( h) 是 8n ( h) 的截断部分,其中的积分由数值积分代替# 

对于Magnus积分方法,我们考虑给出它的一个基于 Gauss_Legendre点的四阶方法# 对于

每一时间步 n , 定义
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  Ai = A( t n + cih) ,   i = 1, 2, ( 6)

其中, c1 = 1/ 2- 3/ 6, c2 = 1/ 2+ 3/ 6# 由于只考虑四阶Magnus方法(Magnus4) ,所以 yn+ 1 =

e 8nyn ,其中的 8n 为

  8n =
h
2

( A1 + A2) -
3

12
h

2
[ A1, A2]# ( 7)

1. 2  修正的Magnus积分方法

下面考虑线性动力系统( 2)的修正的 Magnus积分方法, 该方法适宜于振荡问题的数值求

解[ 8, 9]# 当时间由 tn 推进到 t n + h 时, 令

  y ( t ) = e( t- t
n
) A( t

n+ 1/2
)
x( t ) ,   t \ tn , ( 8)

其中, t n+ 1/ 2 = t n + h/ 2, 而函数 x ( t ) 满足

  Ûx = B( t ) Ûx ,   t \ tn, x ( tn) = y ( tn ) , ( 9)

  B( t ) = e( t- t
n
) A( t

n+ 1/ 2
)
[ A( t ) - A( tn+ 1/ 2) ] e( t- t

n
) A( t

n+ 1/2
)# ( 10)

方程( 9)可以由上节中 Magnus积分方法离散, x ( t ) = e�8 n
( h)

y n, 从而得到全局逼近

  yn+ 1 = ehA( t
n+ 1/2

) e�8n
( h)

yn ,   n I Z+ # ( 11)

由式( 5)、( 6)和( 7)离散后,可得到修正的 Magnus积分格式( modified Magnus4)# 

该算法的基本思想是方程( 2)的振荡性态很好地由常系数的线性方程: �y
#

= A( t n+ 1/ 2)�y 所

控制# 由( 10) 式可知矩阵 B的第一个特性是B( t ) = O( t - t n+ 1/ 2) ,所以( 11) 式表示对解的

高阶修正; 另外, 矢量场 B( t ) 本身就是高振荡函数, 考虑到积分算子相对于微分算子更为光

滑, ( 11)式的Magnus展式包含了该矢量重复积分和低阶的振幅,因此, B( t ) 的高振荡特性被

很好地得到控制# 

2  基于 Cayley变换的高振荡动力系统的数值积分方法

由于计算 x( t ) = e�8 n
( h)

yn的过程代价昂贵,所以考虑按照 Iserles[ 10]的思想, 引用Cayley映

射来近似逼近指数映射, 从而高效求解高振荡动力系统# 与式( 3)类似,方程( 2)的解写为

  y ( t ) = cay( 8 ( t ) ) y 0, ( 12)

其中, cay( 8 ( t ) ) = [ I - 8 ( t ) / 2]
- 1

[ I + 8 ( t ) / 2] 是矩阵 8 ( t ) 的Cayley变换,并且 8 ( t ) 满

足如下方程:

  Û8 = A -
1
2 [ 8 , A ] -

1
4 8A 8 ,   t \ t 0, 8 ( t0) = 0# ( 13)

注意到计算 Cayley变换的代价要远小于计算矩阵函数的指数# 同样可以利用 Magnus 展式来

求解式( 13) :

  8 ( t ) = Q
t

0
A( N) dN-

1
2Q

t

0Q
N

1

0
[ A( N2) , A( N1) ] dN2dN1 -

    1
4Q

t

0 Q
N

1

0
A( N2) dN2 A( N1) Q

N
2

0
A( N3) dN3 dN1 +

    1
4Q

t

0Q
N

1

0Q
N

2

0
[ [ A( N3) , A( N2) ] , A( N1) ] dN3dN2dN1 + ,# ( 14)

类似的,截断式( 14)的无穷Magnus展式,并且将积分数值求积来得到方程( 2)的数值解# 从而

Cayley数值格式为
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  yn+ 1 = cay( �8n ( h) ) yn,

且 h > 0, �8 n( h) 是 8n ( h) 的截断部分,并且将积分数值求积# 

这里,给出基于 Cayley 变换的四阶方法来逼近 yn+ 1 = cay( 8 n) yn, 8 n 如下计算:

  8n = hB +
1

12h
2
[ B1, B0] -

1
12h

3
B

3
0, ( 15)

其中, B0 = ( A1 + A2) / 2, B1 = 3( A2 - A1) , Ai = A( t n + cih ) , i = 1, 2且 c1 = 1/ 2- 3/ 6,

c2 = 1/ 2+ 3/ 6# 

类似修正的 Magnus积分方法,考虑由时间 tn 推进到 t n + h 时,令

  y ( t ) = e
( t- t

n
) A( t

n+ 1/2
)
x( t ) ,   t \ tn ,

其中, 函数 x( t ) 满足方程( 9)# 注意,这里方程( 9)由 Cayley 方法( 15)来离散;从而得到类似

( 11)的全局逼近解:

  yn+ 1 = ehA( t
n+ 1/2

) cay( �8 n( h ) ) yn,   n I Z+ # ( 16)

当 x ( t ) = cay( 8n( h) ) y n 离散后,得到修正的 Cayley 积分格式( modified Cayley4)# 

3  数 值实 验

下面通过选择不同的测试问题,来验证本文的修正的Magnus方法及其基于 Cayley 变换的

改进,在处理高振荡动力系统时的有效性# 

3. 1  高振荡动力系统

例 1  考虑Airy 方程的初值问题:

  &y + ty = 0,   y ( 0) = 1, Ûy ( 0) = 1, ( 17)

该方程的精确解为 y ( t ) = P[ A i(- t ) ÛB i( 0) - ÛA i( 0) B i(- t ) ] ,其中A i( z ) 是Airy函数, B i( z ) 是

第二类 Airy函数# 可以证明该问题的解的轨迹是有界函数,振荡形态类似 sint
3/ 2

, 其频率随

时间增长, 这一点意味着长时间积分十分困难,经典 Runge_Kutta方法
[ 11]
在长时间求解该类问

题的困难也可以证实这一点# 图 1依次给出了经典的四阶Runge_Kutta 方法
[ 11]

, Magnus4, mod-

ified Magnus4和 modified Cayley4在[ 0, 100]上以不同步长求解Airy 方程( 17)时数值解与精确解

的误差,而图2则给出了[ 0, 2 000]时的误差# 由图 1和 2可以看出, Magnus类方法在不同时间

尺度上的误差明显小于 Runge_Kutta 方法; 特别地,由图 2可知,当长时间数值积分时, Runge_

Kutta方法失效了,而Magnus类方法却具有明显的优势# 此外, 修正的 Magnus方法和修正的

Cayley方法相对Magnus积分方法来说,误差有了很大程度的改进# 

3. 2  高振荡的 Hamilton动力系统

数值积分高振荡的Hamilton系统问题,诸如分子动力系统, 或者Hamilton偏微分方程问题

等,也是非常困难的事情# 这里,我们只考虑带振荡解的线性Hamilton方程# 

例 2  考虑Mathieu方程:

  &z + ( D+ Ecos( 2t ) ) z = 0, ( 18)

它是Hill类方程# 这类方程在物理和工程问题中经常出现,例如, 横向体受到周期纵向荷载的

稳定性问题,以及某些电力系统的激励作用等等# 它也是Hamilton系统问题

  Ûp = -
5H ( p , q )

5 q
, Ûq = -

5H ( p , q)
5p

, ( 19)

其中 ( p , q) = ( y , Ûy ) ,相当于弹性常数 f ( t ) = D+ Ecos( 2t ) 随时间变化的振子# 该系统的
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图 1a 数值解与精确解的误差(步长 h = 1/ 8 )   图 1b  数值解与精确解的误差(步长 h = 1/ 32 )

 图 2a  数值解与精确解的误差(步长 h = 1/ 8 )   图 2b 数值解与精确解的误差(步长 h = 1/ 32 )

Hamilton能量函数为

  H ( p , q ) = T( p ) + V( q) 且 T ( p ) =
p

2

2
, V( q ) =

f ( t ) q
2

2
# ( 20)

方程( 18)的解由过渡曲线分离出稳定区域和不稳定区域, 这里分别选取两类不同的参数和初

始值[ 12] :

情况 1:

  D= 1. 000 499 968 748 047, E= 0. 001, y ( 0) = 0, Ûy ( 0) = 1; ( 21)

情况 2:
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D= 0. 999 791 843 656 178, E= 0. 001,

y ( 0) = - 1. 557 212 993 975 872, Ûy ( 0) = 1# 
( 22)

它的精确解由充分小的时间步长近似逼近所得# 图3依次给出了Magnus4, modified Magnus4和

modified Cayley4在[ 0, 200P]上以步长 h = 1/ 8用不同参数与初值求解 Mathieu方程( 19)时,得

到的数值解与精确解的误差, 其表现类似于前面的算例# 此外, 在图 4中给出上述方法的能量

误差: En = H ( pn , qn) - H ( p 0, q 0) 的对数值# 注意, Magnus类方法不属于通常的辛差分方法,

但是具有与辛差分方法类似能够近似保持Hamilton系统的能量守恒的性质# 图 4表明当上述

方法应用到Hamilton系统( 21)时具有长时间能量守恒的特点# 但是当应用到非Hamilton 系统

( 22)时,尽管仍然具有很高近似精度(如图 3)# 但是能量不守恒# 

图 3a 由( 21)式得到的数值解与精确解的误差   图 3b 由( 22)式得到的数值解与精确解的误差

  图 4a  由( 21)式得到的能量误差的对数值      图 4b 由( 22)式得到能量误差的对数值

4  结   论

为了求解高振荡动力系统,本文给出了基于将方程的解的表达式通过指数映射和 Cayley

映射来表示的数值方法# 特别考虑了求解振荡问题的显式修正的 Magnus方法,同时也给出改

进的基于 Cayley 变换的修正格式# 此外, 给出一系列数值实验来表明该类算法优于 Runge_
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Kutta方法和Magnus方法# 进一步, 将考虑非齐次方程和非线性方程# 一个可能的途径是利

用Lie变换[ 13]将非线性方程转换为自治方程,再在本文的方法的框架下可以恰当处理# 
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Efficient Numerical Integrators for Highly Oscillatory

Dynamic Systems Based on Modified Magnus

Integrator Method

LI Wen_cheng1,  DENG Zi_chen2, 3,  HUANG Yong_an2

( 1. School of Science , Northwestern Polytechnical Univer sity ,

Xi. an 710072, P . R . China ;

2. School of Mechanics , Civil En gin eer in g and Architectur e , Northwest ern

Polytechn ical Univ er sity , Xi. an 710072, P . R . China ;

3. Sta te Key Labor ator y of Stru ctur al Analysis of Indu str ial Equipment ,

Dalian Univer sity of Techn ology , Da lian 116023, P . R . China )

Abstract: Based on the Magnus integrator method established in linear dynamic systems, an efficient-

ly improved modified Magnus integrator method is proposed for the second_order dynamic systems

with time_dependent high frequencies. Firstly, the second_order dynamic system was reformulated as

a system of the first_order and transfered the frame of reference by introducing new variables so that

highly oscillatory behaviour is inherited from the entries in the meantime. Then the modified Magnus

integrator method based on local linearization was appropriately_designed for solving the above new

form and some improved ones are also presented. Finally, numerical examples are presented and ana-

lyzed to show that the proposed methods appear to be quite adequate for integration for highly oscilla-

tory dynamic systems including Hamiltonian systems problem with long time and effectiveness.

Key words: dynamic systems; highly oscillatory; Magnus integrator method; Hamiltonian systems
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