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非线性弹性杆波动方程的摄动分析
X
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摘要:  针对计入横向惯性效应后的非线性弹性杆纵向波动方程进行了分析# 在小振幅、长波长

的一般情况下,根据远方场简单波理论, 采用约化摄动法, 得到了 NLS 方程, 并讨论了存在 NLS 孤

子的条件# 
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引言及预备知识

计入由横向惯性引起的几何弥散效应的非线性弹性杆纵波运动方程为[ 1]
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其中, s为杆的横截面积, JQ为杆截面的极惯性矩, c
2
0 = E / Q是线弹性波的波速平方, E为弹性

模量, Q是材料密度, M是泊松比, an、n均为材料常数# 

关于方程( 1)的孤波问题,已有较多的研究
[ 1~ 3]# 文献[ 1]和文献[ 2]曾研究了 n = 2的情

况, 均得出了方程(1) 的KdV孤立子;文献[ 3] 对于 n = 3的非线性材料,用调制摄动方法,得出

方程(1) 关于小参数 E的三级近似的非线性 SchrÊdinger方程(简称 NLS方程)
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证明了方程( 1)在 n = 3时存在NLS型包络孤波解# 本文在小振幅、长波长的一般情况下,根

据远方场简单波理论,采用约化摄动法[ 4~ 7] ,将方程( 1)变换为NLS方程

  i 5U
(1)

5S + A5
2
U

(1)

5N2 - B | U(1)
|

2 U( 1)
= 0, ( 3)

从而得出结论: 在 n \ 2的非线性弹性杆中存在 NLS包络孤子# 

1  向量方程和色散关系分析

设 u1 =
5u
5t , u2 =

5 u
5x , U = ( u1, u2)

T
, 则方程( 1)可写为
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其中
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设 U的远场定态解为: U
(0)

= ( u10, u20)
T
,考虑在这个定态上传播的小振幅 DU的平面波

的扰动(当非线性项与非定常项之比远小于 1时,非线性项可略去)

  U = U
(0)

+ DUeil ( kx- Xt )
,

代入方程( 4)的线性化方程,可得

  Wl DU= 0# 

DU有非零解的条件为

  | Wl | = 0, ( 6)

其中

  Wl = - il XI + ilkA0 + il 3 Xk 2
B,   | l | = 0, 1, 2, 3, ,,
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假定

  
| Wl | = 0,   | l | = 1,

| Wl | X 0,   | l | X 1,
( 7)

当 l = ? 1时,对应于这个平面波的色散关系由方程

  | ºi XI ? ikA0 ? iXk 2
B | = 0, ( 8)

给出 X_k 关系
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其中 R2
= M2JQ/ s# 

为了以下数学推导的需要,求解 A的特征值 K及其梯度分别为

  K= ? c0 1+ nanu
n- 1
2 , ( 10)
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求解方程组

  L0 W1 = 0, W1R0 = 0, ( 12)

得 L0, R0分别为
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并对于  W1R0 = 0, ( 14)

两边关于 k 求导得

  i A0- 8I + ( 2kX+ k
2 8 ) B R0+ W1

5R0

5k = 0, ( 15)

其中, 8 = dX/ dk 为波的群速度, 再用 L0左乘( 15)式,可有
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  L0[ A0- 8I + (2kX+ k
2 8) B] R0 = 0# ( 16)

2  摄动分析与 NLS方程的建立

在 U
(0)
附近将 U作小参数E的渐进展开
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  A = A0+ E( U(1)T# ü) A | U(0) + ,, ( 19)

作变换  N= E( x - 8t ) ,   S = E
2
t# ( 20)

将( 17)式~ ( 20)式代入方程( 4) ,分别得 E、E2、E3级近似方程为:
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对于( 21)式,当 | l | X 1时,由于 | Wl | X 0方程( 21)只有 0解,即

  U
(1)
l = 0   ( | l | X 1)# ( 24)

当 | l | = 1时, 因为 | W1 | = 0,故(21) 式必有非 0解,且与特征向量 R0成比例# 为此设
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其中, U
(1)

( N, S) 是随空间、时间缓慢变化的待定函数# 

对于( 22)式, 其中第 3项对 lc求和的表达式仅对于 | l | = 2和 | l | = 0才会出现, 而当

| l | X 2和 | l | X 0时求和均为 0# 所以,当 l = 1时,
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于是,将( 25)式、( 26)式和( 15)式代入( 22)式可得
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因为 | W1 | = 0,故(27) 式必有非 0解# 且与方程(12) 的解向量 R0 成比例# 设
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当 l = 0时,考虑( 25)式,方程( 22)变为
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因为 W0 = 0,所以 U
(2)
0 为任意, 可令
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当 l = 2时,考虑( 24)式、( 25)式,方程( 22)变为
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若设
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将( 32)式代入( 31)式得
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图 1 包络孤立波解

由 | W2 | X 0, 其逆矩阵为
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所以求得

  R
(2)
2 =

- 2kbn

| W2 |

X

- k
, ( 35)

其中
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对方程( 23) ,当 l = 1时,对 lc求和中不为0的只有 U
( 2)
2 , 利用( 25)式、( 28)式和( 32)式,则

方程( 23)变为
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用 L0 左乘(37) 式,并考虑(12) 式和(16) 式可得 U(1)
( N, S) 满足的方程
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其中
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3  讨   论

我们通过对 A、B表达式的分析可以发现

1) 当 n = 0、1时, bn = 0,从而 B= 0;而当 k = ( R
2 ? R

4
- 4R

2
) / 2R

2
时, A= 0# 此时

弹性杆中不存在 NLS孤子# 

2) 当 n \ 2, k X ( R2 ? R4
- 4R2

) / 2R2 时, A X 0, B X 0, 方程( 38)有包络孤立波解[ 8]
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其中, h 为一大于 0的常数, 弹性杆中存在 NLS包络孤子(如图 1所示)# 
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Perturbation Analysis for Wave Equation

of A Nonlinear Elastic Rod

LB Ke_pu,  GUO Peng,  ZHANG Lei,  YI Jin_qiao,  DUAN Wen_shan
( College of Phy sics and Electr on ic Engin eer in g , Northwest Norma l Univ er sity ,

L anzhou 730070, P . R . China )

Abstract: The longitudinal oscillation of a nonlinear elastic rod with lateral inertia were studied.

Based on the far field and simple wave theory, a nonlinear SchrÊ dinger ( NLS) equation was estab-

lished under the assumption of small amplitude and long wavelength. It is found that there are NLS

envelope solitons in this system. Finally the soliton solution of the NLS equation is presented.

Key words: nonlinear elastic rod; far field; NLS equation
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