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摘要 :  引入和研究了一类新的具有四元函数的广义混合隐拟平衡问题# 这类平衡问题包含了很

多已知的广义平衡问题和广义混合隐拟变分不等式问题作为很特殊的情形# 利用辅助原理技巧

建议和分析了求解广义混合隐拟平衡问题的预测修正迭代算法# 所建议算法的收敛性仅需要映

象的连续性和部分松弛强单调性# 
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引   言

平衡问题理论为我们提供了研究来自金融, 经济, 网络分析,运输, 力学, 弹性和最优化等

众多非线性问题的统一, 自然和有力的框架# 平衡问题已经在各种不同的方向上被延伸和推

广# 熟知已存在求解各种变分不等式问题的数值方法# 为求解一般混合变分不等式, 广义变

分不等式和拟变分不等式,Noor[ 1~ 6]引入和研究了预测修正迭代算法# 为了使用辅助变分不

等式技巧求解广义混合似变分不等式和广义混合拟变分包含, Ding[ 7~ 9]推广和完善了 Noor在

文献[ 1] ~ 文献[ 6]中关于预测修正迭代算法上的结果# 

最近Noor
[ 10, 11]

和Ding
[ 12]
进一步研究了广义混合拟平衡问题和广义混合隐似平衡问题且

建议和分析了求解这些问题的某些迭代算法# 

由上述研究工作的启发和激励,我们引入了一类新的具有四元函数的广义混合隐拟平衡

问题( GMIQEP)# 利用辅助原理技巧, 对求解GMIQEP建议和分析了某些预测修正迭代算法# 

所建议的算法的收敛性仅需要映象的连续性和部分松弛强单调性# 
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1  预 备知 识

设H 是具有范数 +# +和内积3#, #4的实Hilbert空间# CB (H ) 是H 的一切非空有界闭

子集的簇# 假设 T, A : H y CB (H ) 是集值映象, F :H @ H @ K @ K y (- ] , ] ] 和 U:H @

H y (- ] , ] ] 是单值函数和 g :H y K 是单值映象其中K 是H 的闭凸子集# 我们考虑下面

广义混合隐拟平衡问题(GMIQEP) : 求 u I H , g( u) I K , u
* I T( u ) , t I A( u) 使得

  F( u
*
, t , g( v) , g ( u) ) + U( g( v) , g ( u) ) - U( g( u ) , g( u) ) \ 0,

Pg( v) I K# ( 1)

我们容易观察到对映象 T、A、F、g 和 U的适当选取, GMIQEP( 1)将化归在文献[ 1] ~ 文献

[ 13]中研究的相应问题# 

现在我们引入以后要用到的某些概念# 

定义 1. 1  设 K 是H 的非空子集# 设 T, A : H y CB (H ) 是集值映象, g : H y K , F : H @

H @ K @ K y (- ] , ] ] 和 U:H @ H y (- ] , ] ] 是单值映象# 

1) 称 F 在第一自变量关于T 是部分松弛隐强单调的, 如果存在常数 A> 0使得

  F( s1, #, g ( v ) , g(w ) ) + F ( s2, #, g( w ) , g( v) ) [

    A+g ( u) - g( v) +2
,   Pu, v, w I H ; s1 I T (w ) ; s2 I T ( u)# 

2) 称 F 在第二自变量关于A 是部分松弛隐强单调的, 如果存在常数 C> 0使得

  F(#, t1, g( v ) , g(w ) ) + F (#, t 2, g( w ) , g ( v) ) [

    C+g( u) - g ( v ) +2
,   Pu , v , w I H ; t 1 I A(w ) ; t2 I A( u )# 

3) 称 U是旋转对称的, 如果

  U( u, u) + U( v, v) - U( u, v) - U( v, u ) \ 0,   Pu, v I H# 

4) 称 T 在H 上是M_连续的,如果 un < H 和un y u
*
, 则在 CB (H ) 的Hausdorff度量M

下有 T ( un ) y T( u
*
)# 

2  迭代算法和收敛性定理

对给定的 u I H , u
* I T( u) 和 t I A( u) ,我们考虑下面辅助变分不等式问题(AVIP) :求

û I H 使得

  3g( û ) - g ( u) , g ( v ) - g ( û)4+ QF( u* , t , g( v) , g ( û ) ) + QU( g ( v ) , g( û ) ) -

    QU( g ( û ) , g( û ) ) \ 0,   Pg( v) I K ,

其中 Q> 0是一常数# 

我们注意到如果在( AVIP)中 û = u, 则( u, u
*
, t ) 是 GMIQEP( 1)的一个解# 根据此观察,

对求解GMIQEP( 1) ,我们能建议下面预测修正迭代算法# 

算法 2. 1  对给定 u0 I H , v0 I T( u0) 和 t0 I A ( u0) ,由下面迭代格式计算GMIQEP(1)

的近似解序列( un, vn, t n)

  3g( yn ) - g( un) , g( v) - g ( y n)4+ LF( vn, t n, g( v) , g ( y n) ) +

    LU( g ( v) , g( yn ) ) - LU( g ( y n) , g ( y n) ) \ 0,   Pg ( v ) I K , ( 2)

  3g( wn) - g ( y n) , g( v ) - g (wn )4+ BF ( Nn, dn , g( v) , g (wn ) ) +

    BU( g ( v ) , g( wn) ) - BU( g(w n) , g (wn ) ) \ 0,   Pg( v) I K , ( 3)

  3g( un+ 1) - g (w n) , g( v) - g ( un+ 1)4+ QF( Gn , f n , g ( v ) , g( un+ 1) ) +
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    QU( g ( v ) , g( un+ 1) ) - QU( g( un+ 1) , g( un+ 1) ) \ 0,   Pg( v) I K , ( 4)

  vn I T ( un ) , +vn+ 1- vn + [ 1 +
1

n + 1
M(T ( un+ 1) , T ( un) ) , ( 5)

  Nn I T( yn) , +Nn+ 1- Nn + [ 1 +
1

n + 1
M(T ( y n+ 1) , T ( yn ) ) , ( 6)

  Gn I T (wn ) , + Gn+ 1- Gn + [ 1+
1

n + 1
M (T (wn+ 1) , T (wn ) ) , ( 7)

  tn I A ( un ) , + tn+ 1- t n + [ 1 +
1

n + 1
M(A ( un+ 1) , A ( un) ) , ( 8)

  dn I A( yn) , +dn+ 1- dn + [ 1 +
1

n + 1
M(A ( y n+ 1) , A ( yn ) ) , ( 9)

  f n I A (wn ) , +f n+ 1- f n + [ 1+
1

n + 1
M( A(w n+ 1) , A ( wn) ) , ( 10)

其中 L> 0, B> 0和 Q> 0是常数和 M 是CB (H ) 上的Hausdorff度量# 

为讨论算法 2. 1的收敛性,我们需要下面引理# 

引理 2. 1  设 ( u , u
*
, t ) 是GMIQEP(1) 的一个精确解和 un , vn , tn 是由算法2. 1生

成的近似解序列# 假设 F分别在第一和第二自变量关于T 和A 是部分松弛隐强单调的具有常

数 A> 0和 C> 0# 进一步假设

  F( s , t , g( u) , g ( v ) ) + F( s, t , g( v) , g ( u) ) = 0,   P u, v , s, t I H# ( * )

则有

  +g ( un+ 1) - g( u) +2 [

    +g ( un ) - g( u) +2
- (1- 2Q( A+ C) ) +g( un+ 1) - g (wn ) +2

, ( 11)

  +g (wn ) - g ( u) +2 [

    +g (w n- 1) - g ( u) +2
- (1 - 2B( A+ C) ) +g (wn ) - g ( y n) +2

, ( 12)

  +g ( y n) - g( u) +2 [

    +g ( y n- 1) - g ( u) +2
- ( 1- 2L( A+ C) ) +g( yn) - g ( un ) +2

, ( 13)

其中 0 < Q, B, L< 1/ (2( A+ C) )# 

证明  设 ( u, u
*
, t ) 是 GMIQEP(1) 的一解# 则 g ( u) I K , u

* I T ( u) , t I A ( u) 和

  LF ( u* , t , g ( v ) , g( u) ) + LU( g( v ) , g( u) ) - LU( g( u) , g ( u) ) \ 0,

Pg( v) I K , ( 14)

  BF ( u* , t , g ( v ) , g( u) ) + BU( g( v) , g ( u) ) - BU( g ( u) , g( u ) ) \ 0,

Pg( v) I K , ( 15)

  QF ( u
*
, t , g ( v ) , g( u) ) + QU( g( v) , g ( u) ) - QU( g ( u) , g( u ) ) \ 0,

Pg( v) I K# ( 16)

在( 16)中取 v = un+ 1和在(4) 中取 v = u, 有

  QF ( u* , t , g ( un+ 1) , g( u ) ) + QU( g( un+ 1) , g( u) ) - QU( g( u) , g ( u) ) \ 0, ( 17)

和

  3g( un+ 1) - g (w n) , g( u ) - g ( un+ 1)4+ QF( Gn, f n , g ( u) , g ( un+ 1) ) +

    QU( g ( u) , g( un+ 1) ) - QU( g ( un+ 1) , g( un+ 1) ) \ 0# ( 18)

( 17)和( 18)相加, 有

  3g( un+ 1) - g (w n) , g( u ) - g ( un+ 1)4 \
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    - Q[ F( u* , t , g( un+ 1) , g ( u) ) + F ( Gn, f n, g( u ) , g ( un+ 1) ) ] +

    Q[ U( g ( u) , g ( u) ) + U( g( un+ 1) , g ( un+ 1) ) -

    U( g( un+ 1) , g ( u) ) - U( g ( u) , g( un+ 1) ) ]# ( 19)

由 U的旋转对称性, ( 19)和假设( * ) ,有

  3g( un+ 1) - g (w n) , g( u ) - g ( un+ 1)4 \

    - Q[ F( u* , t , g( un+ 1) , g ( u) ) + F ( Gn, f n, g( u ) , g ( un+ 1) ) ] =

    - Q[ F( u* , t , g( un+ 1) , g ( u) ) + F ( u
*
, f n, g( u ) , g ( un+ 1) ) ] +

    Q[ F( u* , f n, g ( u) , g( un+ 1) ) - F( Gn, f n , g ( u) , g ( un+ 1) ) ] =

    - Q[ F( u* , t , g( un+ 1) , g ( u) ) + F ( u
*
, f n, g( u ) , g ( un+ 1) ) ] -

    Q[ F( u* , f n, g ( un+ 1) , g( u ) ) + F( Gn, f n , g ( u) , g ( un+ 1) )# ( 20)

因为 F分别在第一和第二自变量关于T 和A 是部分松弛隐强单调的具有常数A> 0和 C> 0,

由( 20)有

  3g( un+ 1) - g (w n) , g( u ) - g ( un+ 1)4 \- Q( A+ C) +g( un+ 1) - g (w n) +2# ( 21)

因为

  +g ( u) - g(w n) +2
= +g ( u) - g( un+ 1) + g ( un+ 1) - g( wn) +2

=

    +g ( u) - g( un+ 1) +2
+ +g ( un+ 1) - g(w n) +2

+

    23g ( u) - g( un+ 1) , g ( un+ 1) - g( wn)4,

由( 21) ,有

  3g( u ) - g ( un+ 1) , g ( un+ 1) - g( wn) =

    1
2
[ +g( u ) - g (wn ) +2

- +g ( u) - g( un+ 1) +2
- +g( un+ 1) - g (wn ) +2

] \

    - Q( A+ C) +g ( un+ 1) - g( wn) +2
,

所以有

  +g ( un+ 1) - g( u) +2 [

    +g ( u) - g( wn) +2
- (1- 2Q( A+ C) ) +g( un+ 1) - g (wn ) +2# ( 22)

在( 15)中令 v = w n 和在(3) 中令 v = u, 有

  BF ( u* , t , g ( wn ) , g( u) ) + BU( g(w n) , g ( u) ) - BU( g ( u) , g( u ) ) \ 0, ( 23)

  3g( wn) - g ( y n) , g( u ) - g(w n)4+ BF( Nn, dn, g( u) , g (wn ) ) +

    BU( g ( u) , g( wn) ) - BU( g( wn) , g (wn ) ) \ 0# ( 24)

( 23)和( 24)相加得到

  3g( wn) - g ( y n) , g( u ) - g(w n)4 \

    - B[ F( Nn, dn, g( u) , g (w n) ) + F ( u
*
, t , g( wn) , g ( u) ] +

    B[ U( g ( u) , g ( u) ) + U( g(w n) , g (wn ) ) -

    U( g( wn) , g ( u) ) - U( g( u ) , g(w n) ) ] # ( 25)

从 U的旋转对称性, ( 25)和假设( * )推得

  3g( wn) - g ( y n) , g( u ) - g(w n)4 \

    - B[ F( Nn, dn, g( u) , g (w n) ) + F ( u
*
, t , g( wn) , g ( u) ] =

    - B[ F( u
*
, t , g( w n) , g ( u) ) + F( u

*
, dn, g( u) , g (wn ) ) ] -

    B[ F( u* , dn , g ( wn ) , g( u) ) + F( Gn , dn , g ( u) , g (wn ) ) ]# ( 26)
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因为 F分别在第一和第二自变量关于T 和A 是部分松弛隐强单调的具有常数A> 0和 C> 0,

由( 26)有

3g (wn ) - g( yn) , g ( u) - g( wn)4 \- B( A+ C) +g ( y n) - g( wn) +2# ( 27)

因为

+g( u) - g ( y n) +2
= +g( u ) - g (wn ) + g(w n) - g( yn ) +2

=

  +g ( u) - g (wn ) +2
+ +g( wn) - g ( y n) +2

+

  23g ( u) - g(w n) , g (wn ) - g ( y n)4,

由( 27)有

3g ( u) - g( wn) , g (wn ) - g( yn)4 =

  1
2 [ +g( u ) - g ( y n) +2

- +g ( u) - g (wn ) +2
- +g( wn) - g ( y n) +2

] \

  - B( A+ C) +g (wn ) - g( yn) +2
,

所以有

+g( u) - g (wn ) +2 [

  +g ( u) - g ( yn ) +2
- (1 - 2B( A+ C) ) +g (wn ) - g ( y n) +2# ( 28)

在( 14)中令 v = yn 和在(2) 中令 v = u, 有

LF( u* , t , g( yn) , g ( u) ) + LU( g( yn ) , g ( u) ) - LU( g( u) , g ( u) ) \ 0, ( 29)

3g ( y n) - g( un) , g ( u) - g( yn )4+ LF ( vn , tn, g ( u) , g( yn ) ) +

  LU( g ( u) , g ( y n) ) - LU( g ( y n) , g ( y n) ) \ 0# ( 30)

因为 U是旋转对称的,注意到假设( * ) , ( 29)和( 30)相加,得到

3g ( y n) - g( un) , g ( u) - g( yn )4 \

  - L[ F( vn, t n, g( u) , g ( y n) ) + F ( u
*
, t , g ( y n) , g ( u) ] +

  L[ U( g( u) , g ( u) ) + U( g( yn ) , g( yn) ) - U( g ( y n) , g ( u) ) - U( g( u) , g ( y n) ) ] \

  - L[ F( vn, t n, g( u) , g ( y n) ) + F ( u
*
, t , g ( y n) , g ( u) ] =

  - L[ F( u * , t , g( yn ) , g( u) ) + F ( vn , t , g( u) , g ( y n) ) ] -

  L[ F( vn, t , g( yn ) , g( u) ) + F ( vn , tn , g ( u) , g( yn ) ) ]# 

因为 F分别在第一和第二自变量关于T 和A 是部分松弛隐强单调的具有常数A> 0和 C> 0,

有

3g ( y n) - g( un) , g ( u) - g( yn )4 \- L( A+ C) +g( un) - g( yn ) +2# ( 31)

因为

+g( u) - g ( un) +2
= +g ( u) - g( yn ) + g( yn) - g ( un ) +2

=

  +g ( u) - g ( yn ) +2
+ +g ( y n) - g( un) +2

+ 23g ( u) - g( yn) , g ( y n) - g ( un )4,

从( 31)有

3g ( u) - g( yn ) , g( yn) - g ( un )4 =

  1
2
[ +g( u ) - g ( un ) +2

- +g ( u) - g( yn) +2
- +g( yn ) - g ( un ) +2

] \

  - L( A+ C) +g ( un ) - g( yn) +2
,

所以有

  +g ( u) - g( yn) +2 [
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    +g ( u) - g( un) +2
- (1- 2L( A+ C) ) +g( un) - g ( y n) +2# ( 32)

结合( 22)、( 28)和( 32) ,推得结论( 11)、( 12)和( 13)成立# 

注 2. 1 如果 F( s, t , g( u) , g( v) ) = 3N ( s , t) , g ( v) - g ( u)4对一切 s , t , u, v I H 成立, 其中N : H @ H

y H 是一单值映象, 容易看出假设( * )成立# 

我们用 8 表 GMIQEP( 1)的解集如下

  8 = ( u, u
*
, t ) I H @ H @ H : g ( u) I K , u

* I T ( u) , t I A ( u) ,

    F ( u
*
, t , g( v ) , g ( u) ) + U( g ( v ) , g( u) ) -

    U( g( u) , g ( u) ) \ 0, Pg( y ) I K # 

定理 2. 2  设 H 是有限维Hilbert空间, K 是H 的非空闭凸子集, T , A : H y CB(H ) 是 M_

连续集值映象, g :H y K 是连续单值映象, F: H @ H @ K @ K y (- ] , ] ] 是连续的和 U: H

@ H y (- ] , ] ] 在H @ H 上是下半连续的且在第二自变量是上半连续的且在K @ K 上是旋

转对称的# 假设 g 是内射和条件( * ) 成立# 假设 F 分别在第一和第二自变量关于T 和A 是

部分松弛隐强单调的具有常数 A> 0和 C> 0# 再设GMIQEP(1) 的解集 8 是非空的# 则对

任给的 u0 I H , v0 I T( u0) 和 t 0 I A( u0) ,由具有0 < Q, B, L< 1/ (2( A+ C) ) 的算法2. 1生

成的迭代序列 un , vn , tn 强收敛于 GMIQEP( 1)的一解# 

证明  对任何 ( u, u
*
, t ) I 8, 从 (11)、(12) 和( 13) 推得序列 +g( un) - g( u ) + ,

+g( wn) - g ( u) + 和 +g( yn ) - g ( u) + 是不增的 # 注意到 g 是内射, 因此 un ,

y n 和 wn 是有界的, 并且有

  6
]

n= 0
(1- 2Q( A+ C) ) +g( un+ 1) - g (wn ) +2 [ +g( u) - g ( u0) +2

,

  6
]

n= 0
(1- 2L( A+ C) ) +g( wn) - g ( y n) +2 [ +g( u ) - g(w 0) +2

,

  6
]

n= 0
(1- 2B( A+ C) ) +g( yn ) - g ( un ) +2 [ +g( u) - g ( y 0) +2# 

这些不等式蕴含 lim
ny ]

+g ( un+ 1) - g (w n) + = 0, lim
n y ]

+g( wn) - g ( y n) + = 0和 lim
ny ]

+g( yn) -

g ( un) + = 0# 因为

  +g ( un+ 1) - g( un) + [ +g( un+ 1) - g (wn ) + +

    +g (w n) - g( yn ) + + +g ( y n) - g ( un) +,   P n \ 0,

我们有 lim
ny ]

+g ( un+ 1) - g ( un ) + = 0# 因为 un 是有界的, un 有一子序列 un
i 收敛于一点

û I H# 因此 g ( un
i
) y g( û) 和 g( û ) I K# 因为 g是内射, 我们有 y n

i 收敛于û 和g ( y n
i
)

y g ( û )# 因为 T 和A 在H 上都是M_连续的, 由 Aubin和 Cellina
[ 14]
的命题 1. 5. 2, T 和A 在

H 上都是上半连续的# 因为 vn I T( un) 和 tn I A ( un ) 对一切 n \ 0成立, 从 Border
[ 15]
的

命题 11. 11推得存在 vn
i 的子序列

vn
i
j
和 t n

i 的子序列
t n

i
j
使得 vn

i
j

y v̂ I T ( û ) 和

tn
i
j

y t̂ I A( û)# 

由( 2) , 有

  3g( yn
i
j

) - g( un
i
j

) , g( v) - g ( y n
i
j

)4+ LF( vn
i
j

, t n
i
j

, g( v) , g ( y n
i
j

) ) +

    LU( g ( v) , g( yn
i
j

) ) - LU( g ( y n
i
j

) , g ( y n
i
j

) ) \ 0,   Pg ( v ) I K# ( 33)
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由 F、g 和 U的连续性,从( 33)推得

  F( v̂ , t̂ , g ( v ) , g( û ) ) + U( g ( v) , g ( û ) ) - U( g( û) , g ( û ) ) \ 0, Pg ( v ) I K# 

因此 ( û, v̂ , t̂ ) 是GMIQEP(1) 的一个解# 现在, 我们主张 un , vn 和 tn 分别收敛于 û, v̂ ,

t̂# 从(11) 有, +un+ 1- û + [ +un - û +对一切 n \ 0成立# 因为

  +un - û + [ +un - un+ 1 + + + un+ 1- un+ 2 + + ,+ +un
i
j

- û + y 0, n y ] ,

所以 un y û# 因为 T 和A 在H 上都是M_连续的, 由(5) 和(8) ,我们有 lim
ny ]

+vn+ 1- vn + =

0和 lim
ny ]

+ tn+ 1- tn + = 0# 从下面不等式

  +vn- v̂ + [ +vn - vn+ 1 + + +vn+ 1- vn+ 2 + + ,+ +vn
i
j

- v̂ +

和

  + t n - t̂ + [ + tn - t n+ 1 ++ + t n+ 1- t n+ 2 ++ ,+ + tn
i
j

- t̂ +

推得 vn y v̂ 和 tn y t̂# 证毕# 
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Abstract: A new class of generalized mixed implicit quasi_equilibrium problems ( GMIQEP ) with

four_functions is introduced and studied. The new class of equilibrium problems includes many known

generalized equilibrium problems and generalized mixed implicit quasi_variational inequality problems

as many special cases. By employing the auxiliary principle technique, some predictor_corrector itera-

tive algorithms for solving the GMIQEP were suggested and analyzed. The convergence of the suggest-

ed algorithm only requires the continuity and the partially relaxed implicit strong monotonicity of the

mappings.

Key words: generalized mixed implicit quasi_equilibrium problem; auxiliary variational inequality; pre-

dictor_corrector iterative algorithm; partially relaxed implicit strong monotonicity
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