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两个模态耦合的 Ginzburg_Landau方程
的时空混沌同步化

X

胡满峰,  徐振源

(江南大学 理学院,江苏 无锡 214122)

(刘曾荣推荐)

摘要:  根据数值计算的结果提出了模态耦合的条件,两个方程在高频模态上是耦合的, 而在低频

模态上是不耦合的# 利用了无穷维动力系统理论,证明了两个高频模态耦合的 Ginzburg_Landau 方

程在函数空间中存在吸引域,因而存在连通的、有限维的紧的整体吸引子# 驱动方程存在时空混

沌# 将方程组联系一个截断形式,得到的修正方程组将保持原方程组的动力学行为# 高频模态耦

合的两个方程在一定的条件下具有挤压性质,证明了可达到完全的时空混沌同步化# 在数学上定

性解释了无穷维动力系统的同步化现象# 研究方法不同于有限维动力系统中通常使用的 Liapunov

函数方法与近似线性方法# 
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引   言

同步化现象在通讯、电路、非线性光学和生物系统中具有基本的重要性# 同步化现象可由

理论、数值和实验方法广泛地研究
[ 1~ 3]# 我们确信同步的深入研究将极大地推动科学技术的

发展# 最近无穷维动力系统的混沌同步和控制得到极大的注意[ 4~ 7]# 虽然有限维动力系统同

步已经有很多理论结果[ 1~ 3] ,但是无穷维动力系统的解仅由数值计算得到, 尚未见到完整的理

论结果# 文献[ 5]研究了地理流体动力系统中的同步化, 其中耦合方法为如下方式:耦合项可

表示为

  F
A
k = L

c
k [ q

A
k - q

B
k ] + [ L0- L

c
k ] [ q

*
k - q

A
k ] ,

其中流(方程的解 q ) 进行了谱分解,下标 k 表示波数(模态) , qk表示谱分量# 耦合系数 L
c
k随

波数而变化,该文耦合的是小尺度(高频分量) ,大尺度(低频分量)是不耦合的# 耦合方法是

  Lck = 0,   如果 | kx | [ kx
0
, | ky | [ ky

0
,

  Lck = L0 1-
k 0
k

4

,   否则,
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我们称这种耦合为高频模态耦合# 文献[ 8]通过数值方法研究了一对不同的 Ginzburg_Landau

方程的单向弱耦合的频率、相位和广义同步化# 从中可见, 无穷维动力系统的同步化问题是非

常有趣和十分困难的问题# 本文研究了两个相同的Ginzburg_Landau方程在高频模态耦合时从

不同初始条件出发时的混沌的同步化# 20世纪90年代初 Foias和Temam[ 9]等建立了整体吸引

子和惯性流形理论, 成功地应用于一大类典型的无穷维动力系统, 例如 Navier_Stokes 方程、

Ginzburg_Landau方程等# 1996年Li等人研究了以下摄动非线性 SchrÊdinger方程[ 10] :

  iqt = qxx + 2[ q�q - X
2
] q + iE[ D̂q - #] , ( 1)

证明了非平凡的对称的一对同宿轨道的存在性, 这种同宿轨道对应于时空混沌的存在性# 我

们研究如下的 Ginzburg_Landau方程:

  q1t + ( i+ EB) q1xx + ( Ek + 2i) | q 1 |
2
q1+ ( EA- 2X2i) q1+ E# = 0, ( 2)

其中- EB= K> 0, Ek > 0, E# > 0, 8 = [ 0, L ]# q1是 8 周期函数且

  q1( x , 0) = q10( x ) ,   x I 8# ( 3)

根据文献[ 9]的理论可以证明式( 2)、( 3)存在连通的紧的有限维整体吸引子, 而根据文献[ 10]

的理论也可证明同宿轨道的保持性,即时空混沌的存在性# 

本文我们将要研究两个相同的 Ginzburg_Landau方程不同的初始条件,在模态耦合条件下,

完全时空混沌同步化问题# 与式( 2)耦合的方程为

  q2t + ( i+ EB) q2xx + ( Ek + 2i) | q 2 |
2
q2+ ( EA- 2X2i) q2+ E# = F( q1, q 2) , ( 4)

其中 q2 也是 8 周期函数,且

  q2( x , 0) = q20( x ) ,   x I 8 , ( 5)

F 为模态耦合函数,定义为 Fk = Lk( q
1
k - q

2
k) , k = 1, 2, ,,其中 q

1
k、q

2
k 为 q1、q2在 Wk张成的

子空间上的投影# Wk为A = - $ = - 52
/5x 2的规范正交的本征函数# 设 Lk为单调有界的增

函数

  Lk
0

[ Lk [ L0,   当 1 [ k0 [ k,

  Lk = 0,      当 k < k0# 

定义 1  Ginzburg_Landau方程( 2) ~ ( 5)为完全同步化,如果

  lim
t y ]

| q1( x , t ) - q2( x , t ) | = 0,

这里|#|指的是所在函数空间的范数# 

在有限维动力系统同步化的研究中主要采用 Liapunov 函数方法与线性近似方法, 这些方

法难以应用到无穷维动力系统中去# 本文中,我们利用了无穷维动力系统吸收集、吸引子与惯

性流形的理论[ 9] ,成功地研究了无穷维动力系统的同步化问题# 

本文安排如下:在第 1节中给出了式( 2) ~ ( 5)的数学描述,并证明存在吸引域, 从而存在

整体吸引子;在第 2节中对式( 2)、( 4)的非线性项进行了截断, 得到的修正方程将保持与原方

程相同的长期动力学行为,进而证明了挤压性质;最后在第 3节中, 在一定的条件下证明了在

高频模态耦合条件下式( 2) ~ ( 5)可以达到完全同步化# 

1  吸收集和吸引子

为讨论式( 2) ~ ( 5) ,引人复的 Sobolev 空间# 用 X
y

、Y
y

记函数空间 X、Y 的复化空间, 例如

L
y2
( 8) 是 L

2
( 8 ) 的复化空间,用(#, #) 和 | #| 分别表示 L

2
( 8) 和 L

y2
( 8) 的内积与范数# 令
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H = L
2
( 8) , V = H

y
1
per( 8 ) , + # +为 V 的范数# 此时 Au = - $u,记 Wj 、Kj 为A 在H 中的

本征向量和本征值, 即

  AWj = KjWj ,   j \ 1; 0 [ K1 < K2 < ,< Kj < ,; Kj y ] ( j y ] )# ( 6)

对某个正整数 N , PN 为H 到 span W1, W2, ,, WN 的投影算子,令 QN = I - PN# 另外式( 2)

~ ( 5)等价于以下泛函发展方程:

  
dq 1

dt
+ (- i+ K) Aq1 + ( Ek + 2i) | q 1 | q1+ ( EA- 2X

2
i) q1 + E# = 0, ( 7)

  
dq 2
dt

+ (- i+ K) Aq2 + ( Ek + 2i) } q 2 | q2+ ( EA- 2X2i) q2+ E# = F ( q1, q 2) , ( 8)

  qj ( 0) = qj0,   j = 1, 2# 

其解的存在性和唯一性足以表明存在半群 S j ( t ) : qj 0 y qj ( t )# 

下面我们证明方程( 7)、( 8)在H 中存在吸收集# 首先, 方程(7) 的吸收集的存在性已在文

献[ 9] 中证明# 对于 r = - ( EA- E#/ 2) , r > 0的情况, 我们有

  | q1( t ) |
2 [ | q 10 | 2e- 2r t

+
1
2r

4r2

Ek
+ E# | 8 | (1- e- 2r t

) , ( 9)

  lim
t y ]

sup | q1( t ) |
2 [ Q

2
10, Q

2
10 =

1
2r

4r2

Ek + E# | 8 | # ( 10)

因此,在 H 中球B0 = BH (0, Q̂10) (中心在原点,半径 Q̂10 > Q10) 对半群 S1( t ) 是不变的, B0为半

群 S1( t ) 在 H 中的吸收集# 如果 B 是H 中的有界集,包含在 H 中中心在原点半径为R 的球

B (0, R ) 中, 那么当

  t \ t 0 = t0( B, B0) , t 0 =
1
2r

lg R
2

( Q̂10)
2
- ( Q10)

2

时有 S1( t ) B < B 0# 在 t 和 t + �r (�r > 0) 之间积分, 如果 q10 I B , t \ t0 时得

  Q
t+ �r

t
2K+q 1 +2

+ Ek | q 1 |
4
L
4 + 2r | q 1 |

2
ds [

    Q̂210+
4r 2�r
Ek

| 8 | + E# | 8 | �r# ( 11)

我们再考虑方程( 8) , 类似于方程( 7)可得

  1
2

d
dt
| q 2 |

2
+ K+ q2 +2

+ Ek | q2 |
4
L
4+ EA| q2 |

2
+ E#Q8

Re�q2dx =

    Q8
F( q1, q 2)�q 2dx# 

只考虑 r + h > 0, h = ( L0- 2Lk0) / 2情况,

  Eks
4

2 - 2( r + h) s
2 \- 2

Ek ( r + h)
2
,

  d
dt | q2 |

2
+ 2K+q 2 +2

+ Ek | q 2 |
4
L
4 + 2( r + h) | q2 |

2 [

    4( r + h)
2

Ek
| 8 | + E# | 8 | + L0Q̂

2
10, ( 12)

再由 Gronwall引理得

  | q2( t ) |
2 [ | q 20 | 2e(- 2r- 2h) t

+

    
4( r + h)

2
| 8 | + ( E# | 8 | + L0Q̂

2
10) Ek

2( r + h ) Ek ( 1- e
(- 2r- 2h) t

) ,

1003两个模态耦合的 Ginzburg_Landau方程的时空混沌同步化



  lim
t y ]

sup | q2( t ) |
2 [ Q

2
20, Q

2
20 =

4( r + h )
2
| 8 | + ( E# | 8 | + L0 Q̂

2
10) Ek

2( r + h) Ek
# ( 13)

因此在H 中球B
c
0 = BH (0, Q̂20) (中心在原点,半径 Q̂20 > Q20) 对半群 S2( t ) 是不变的, B

c
0为半

群 S2( t ) 在 H 中的吸收集# 如果 B 是H 中的有界集,包含在 H 中中心在原点半径为R 的球

B (0, R ) 中, 那么当

  t \ t 0 = t0( B, B
c
0) , t 0 =

1
2r

lg
R

2

( Q̂20)
2
- ( Q20)

2

时有 S2( t ) B < B
c
0# 在 t 和 t + �r (�r > 0) 之间积分, 如果 q20 I B , t \ t0 时得

  Q
t+ �r

t
2K+q 2 +2

+ Ek | q 2 |
4
L
4 + 2r | q 2 |

2
ds [

    Q̂220+ 4( r + h)
2
�r

Ek
| 8 | + E# | 8 | �r + L0 Q̂

2
10�r# ( 14)

我们再证明在 V 中方程(2) ~ ( 5) 具有吸收集# 方程(7) 在 V 中吸收集的存在性已在文

献[ 9]中证明# 我们可得

  1
2

d
dt

+q 1+2
+ K| $q1 |

2
+ EA+q 1 +2

- E#Q8
Re$�q1dx =

    Re( Ek + 2i)Q| q1 | 2q 1$�q1 [

    3[ ( Ek ) 2+ 4] | q 1 |
4
L
4 | $q1 |

4
L
4 +

| 8 | ( Ek ) 2

2K
+

K
2
| $q 1 |

2
,

则有

  d
dt

+q1 +2 [ 2(- EA+ C
c
3 | q1 |

4
L
4) +q1 +2

+
| 8 |
K

( EK) 2# 

应用一致 Gronwall引理于

  y = + q1 +2
, g = 2(- EA+ C

c
3 | q1 |

4
L4 ) , �h =

| 8 |
K

( E#)
2
,

  Q
t+ �r

t
g ( s)ds [ a1, Q

t+ �r

t
�h( s )ds [ a2, Q

t+ �r

t
y ( s)ds [ a3,

得到

  +q 1( t ) +2 [
a3
�r
+ a2 e

a
1   ( t \ t 0+ �r ) , ( 15)

其中�r > 0任意选择, q10 I B# 如果 B是V中的有界集,从而也是H 中的有界集, 则有 S( t ) B

< B0( t \ t 0( B , B 0) ) ; S( t ) B < B1( t 0 \ t 0+ �r ) ,其中 B1 是中心在原点半径为 Q1的 V 中的

球,

  Q21 = Q̂210+
a3
�r + a2 ea1, ( 16)

于是 B1是 S 1( t ) 在 V 中的吸收集# 类似地, 在方程(8) 两边乘上- $�q 2并在 8 上积分,再应

用一致Gronwall引理同样得

  +q 2( t ) +2 [
a

c
3

�r
+ a

c
2 e

ac
1   ( t \ t 0+ �r ) , ( 17)

其中 a
c
j , j = 1, 2, 3类似于式(15) 中 aj , j = 1, 2, 3那样定义# 因此也存在 V中的球B2= BV(0,

Q2) 是 S2( t ) 在 V 中的吸收集# 由于 V 到H 的单射是紧的,我们得到以下定理:

定理 1  考虑具有周期边界条件的模态耦合的两个 Ginzburg_Laudau方程( 2) ~ ( 5) , 当 K

= - EB> 0, Ek > 0, 这个动力系统具有吸引子 I , 它在 L
y2
( 8) @ L

y2
( 8 ) 中是紧、连通和极大
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的# 

2  修正方程与挤压性质

为了避免当 | q1 |、| q2 | 很大时非线性项引起的困难,我们对原方程(7)、(8) 的非线性项

进行截断, 这样处理后的方程称为修正方程# 修正方程将保持原方程(2) ~ (5) 的长期动力

学行为 # 选择 Q> 0使得吸收集 B 1、B 2(因此吸引子 I ) 包含在中心为原点半径为 Q/ 2的

D(A
A
) 球中# 选择 C

] 函数 H如下:

  H( s ) = 1,  0 [ s [ 1; H( s) = 0,  s \ 2; sup
s \0

| Hc( s) | [ 2# 

令

  HQ( s) = H( s / Q) , B( u , u) = ( Ek + 2i) | u | 2u,

  BH( u , u) = HQ( | A
A
u | ) ( Ek + 2i) | u | 2u,

方程( 7)、( 8)可修正为

  
dq 1
dt

+ (- i+ K) Aq1 + ( Ek + 2i) BH( q 1, q1) + ( EA- 2X2i) q 1+ E# = 0, ( 18)

  
dq 2
dt

+ (- i+ K) Aq2 + ( Ek + 2i) BH( q 2, q2) + ( EA- 2X2i) q 2+ E# =

    F ( q1, q2)# ( 19)

对于 1/ 8 [ A [ 3/ 8, 容易证明以下引理:

引理 1  BH是从D (A
A
) 到 D( A

A- 1/ 2
) 的整体有界算子# 

  sup
u I D( AA)

| A
A- 1/ 2

BH( u, u) | [ M1# ( 20)

引理 2  BH是从D (A
A
) 到 D( A

A- 1/ 2
) 的整体 Lipschitz映照

  | HQ( | A
A
u1 | ) A

A- 1/ 2
B( u1, u1) - HQ( | A

A
u2 | ) A

A- 1/ 2
| B ( u2, u2) | [

    M2 | A
A
( u1- u2) | # ( 21)

我们现证明方程( 18)、( 19)的挤压性质# 从方程( 18)、( 19)得

dPNq1
dt

+ (- i + K) APNq 1+ PN ( Ek + 2i) BH( q1, q1) + ( Ek - 2X2i) PNq1 + E# = 0,

dPNq2
dt

+ (- i + K) APNq 2+ PN ( Ek + 2i) BH( q2, q2) + ( Ek - 2X2i) PNq2 + E# =

  PNF ( q1, q2) ,

令N \ k0- 1, P = PN ( q1- q2) , R = HN ( q1- q2) , q = q 1- q 2, 则有

dP
dt

+ (- i+ K) AP + PN ( Ek + 2i) ( BH( q 1, q 1) - BH( q2, q 2) ) + ( Ek - 2X2i) P =

  - PNF ( q1, q2)# ( 22)

式( 22)两边乘以 A
2A�P 且在 8 上积分再取实部,可得

1
2

d | AAP | 2

dt
+ K| AA+ 1/ 2

P |
2 \

  - [ ( Ek)
2
+ 4]

1/ 2
M2[ | A

A
P | + | A

A
R | ] | A

A+ 1/ 2
P | - ( EA+ LN ) | A

A
P |

2# ( 23)

同理有

dR
dt + (- i+ K) AR + QN ( Ek + 2i) ( BH( q1, q1) - BH( q2, q2) ) + ( Ek - 2X

2
i) R =
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  - QNF( q1, q 2) ,

1
2

d | A
A
R |

2

dt
+ K| AA+ 1/ 2

R |
2 [

  - [ ( Ek) 2 + 4] 1/ 2M2[ | A
A
P | + | A

A
R | ] | A

A+ 1/ 2
P | - ( EA+ LN+ 1) | A

A
P |

2# ( 24)

设 V @ V 中锥为 2 = v I D (A
A
) , | A

A
QNv | [ L | AAPNv | , L> 0 # 如果 A

A
q I 5 2 ,

即 | A
A
R | = L | AAP | 时,函数 f ( z ) = - Kz 2+ [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M2( | A

A
P | + | A

A
Q | ) z 是二次函

数# 当 z > (1/ 2K) [ ( Ek )2+ 4] 1/ 2M2( | A
A
P | + L | AAP | ) 时 f ( z ) 是单调减的# 当 KN+ 1充分

大时

| A
A+ 1/ 2

R | \ K1/ 2N+ 1 | A
A
R | = K1/ 2N+ 1L | A

A
P | \ 1

2K
[ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M2(1 + L) | AAP | ,

( 24)可成为

  1
2

d | A
A
R |

2

dt
[ - KKN+ 1 | A

A
R |

2
+ [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M 2 1 + 1

L
| A

A
R |

2K1/ 2N+ 1-

    ( EA+ LN+ 1) | A
A
R |

2# 

考虑

  1
2

d( | AAR |
2
- L2 | AAP |

2
)

dt
[

    | A
A
R |

2
- KKN+ 1+ [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M2 1+

1
L
K1/ 2N+ 1- ( EA+ LN+ 1) +

    KKN + [ ( Ek )
2
+ 4]

1/ 2
M2[ 1+ L] K

1/ 2
N + EA+ LN # 

当

  KKN+ 1+ LN+ 1 > [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M2 1+
1
L
K1/ 2N+ 1+ KKN +

    [ ( Ek) 2+ 4] 1/ 2M2[ 1+ L] K1/ 2N + LN ( 25)

时有

  1
2

d( | AAR |
2
- L2 | AAP |

2
)

dt
[ 0,

则如果 A
A
q ( t1) I 2, A

A
q = A

A
( q1- q2) 当 t > t 1时不离开锥# 如果A

A
q不属于 2,即 | A

A
R | \

L | AAP | 时有

  1
2

d | AAR | 2

dt
[ - | AAR | 2 KKN+ 1 - [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2M 2 1 +

1
L
K1/ 2N+ 1 + EA+ LN+ 1 # 

令

  N= KKN+ 1- [ ( Ek) 2+ 4] 1/ 2M 2 1+
1
L
K1/ 2N+ 1+ EA+ LN+ 1 > 0, ( 26)

得到

  | A
A
R |

2 [ | AAR (0) | 2e- 2Nt
, ( 27)

于是当 t y ] 时 | A
A
R | y 0# 因此我们得到以下定理(挤压性质) :

定理 2  对于满足周期边界条件的方程( 7)、( 8) ,当式( 25)、( 26)成立时, 那么

1) 如果 A
A
q1(0) I A

A
q2(0) + 2 ,则 A

A
q1( t ) I A

A
q2( t ) + 2, P t \ 0;

2) 如果A
A
q 1(0) 不属于A

A
q 2(0) + 2,那么或者A

A
q1( t 0) I A

A
q 2( t0) + 2 对某 t0 > 0,因此

A
A
q 1( t ) I A

A
q2( t ) + 2, P t \ t 0; 或者A

A
q 1( t ) 不属于A

A
q2( t ) + 2,则 A

A
QNq1( t ) - A

A
QNq 2( t )
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指数衰减到0# 

3  模态耦合同步化

当 A
A
q 处于锥外时,即 | A

A
R | \ L | AAP | , 当 t y ] 时 | A

A
R | y 0, 从而 | A

A
P | y 0,

即 | A
A
( q 1- q2) | y 0# 当 A

A
q 处于锥内时, 即 | A

A
R | [ L | A

A
P | 时, 我们要修正式( 20)和

( 21)# 

引理 3  在锥 2内, BH是从D( A
A
) 到 D(A

A- 1/ 2
) 的整体有界算子# 

  sup
u I D( AA)

| A
A- 1/ 2

BH( u, u) | [ �M 1 [ M1# 

引理 4  在锥 2内, BH是从D( A
A
) 到 D(A

A- 1/ 2
) 的整体 Lipschitz映照

  | HQ( | A
A
u1 | ) A

A- 1/ 2
B( u1, u1) - HQ( | A

A
u2 | ) A

A- 1/ 2
B( u2, u2) | [

    �M 2 | A
A
( u1- u2) | ,

其中 �M 2 [ M 2# 则有

  1
2

d | A
A
P |

2

dt
+ K| AA+ 1/ 2

P |
2 [

    [ ( Ek) 2+ 4] 1/ 2�M 2[ | A
A
P | + | A

A
R | ] | A

A+ 1/ 2
P | - ( EA+ Lk0) | A

A
P |

2# 

函数 f ( z ) = - Kz
2
+ [ ( Ek )

2
+ 4]

1/ 2
�M2( | A

A
P | + | A

A
Q | ) z 是二次函数# 当 z < (1/ 2K) [ ( Ek )

2

+ 4] 1/ 2�M 2( | A
A
P | + L | AAP | ) 时 f ( z ) 是单调增的,当 KN 适当选择时,

  | A
A+ 1/ 2

P | [ K1/ 2N | A
A
P | [ 1

2K
[ ( Ek) 2+ 4] 1/ 2�M 2(1+ L) | AAP | , ( 28)

  1
2

d | AAP | 2

dt
[ - KKN - [ ( Ek )

2
+ 4]

1/ 2
�M2[ 1 + L] K

1/ 2
N + EA+ Lk0 | A

A
P |

2# 

令

  G= KKN - [ ( Ek ) 2+ 4] 1/ 2�M 2[ 1+ L] K1/ 2N + EA+ Lk0 > 0, ( 29)

得到

  | A
A
P( t) |

2 [ | AAP (0) | 2e- 2Gt
,

于是 t y ] 时, | AAP( t) | y 0, 也有 | A
A
R( t) | y 0, 从而 | A

A
( q1- q2) | y 0# 最后得:

定理 3  在式( 28)、( 29)、( 25)、( 26)条件下两个模态耦合的 Ginzburg_Landau方程( 2) ~ ( 5)

可达到时空混沌完全同步化# 
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Spatio_Temporal Chaotic Synchronization for Modes

Coupled Two Ginzburg_Landau Equations

HU Man_feng,  XU Zhen_yuan
( School of Science , Southern Yan gt ze Univ er sity , Wuxi , J ian gsu 214122, P . R . Chin a )

Abstract: On the basis of numerical computation, the conditions of the modes coupling were pro-

posed. The high_frequency modes are coupled, but the low frequency modes are uncoupled. It was

proved that the existence of an absorbing set and a global finite dimensional attractor which is com-

pact, connected in the function space for the high_frequency modes coupled two Ginzburg_Landau e-

quations(MGLE) . The trajectory of driver equation may be spatio_temporal chaotic. One associats

with MGLE, a truncated form of the equations. The prepared equations will persist in long time dy-

namical behavior of MGLE. MGLE possess the squeezing properties under some conditions. It was

proved that the complete spatio_temporal chaotic synchronization for MGLE can occur. Synchroniza-

tion phenomenon of infinite dimensional dynamical system (IFDDS)was illustrated on the mathemat-i

cal theory qualitatively. The method is different from Liapunov function methods and approximate lin-

ear methods.

Key words: complete synchronization; Ginzburg_Landau equations; attractor; spatio_temporal chaos
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