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摘要:  研究了无应力作用条件下, 均匀、各向同性、圆柱形微极结构弹性板中波的传播# 导出了

对称和斜对称模式下波传播的特征方程# 对短波这一极端情况, 无应力圆板中对称和斜对称模态

波的特征方程退化为 Rayleigh 表面波频率方程# 并得到薄板的计算结果# 给出了位移和微转动分

量,并绘制了相应图形# 给出了若干特殊情况的研究结果及对称和斜对称模态特征方程的图示# 

关  键  词:  微极弹性板;  环形峰波;  特征方程;  相速度;  振幅

中图分类号:  O326   文献标识码:  A

引   言

现代工程结构物通常由具有内部结构的材料构成# 多晶体材料、带纤维结构的材料或带

粗粒料的材料均属于此# 经典弹性力学不能充分描述此类材料的性能# 分析此类材料需要引

入定向介质理论( theory of oriented media)# 在该领域, Eringen
[ 1~ 3]

发展了弹性固体、流体和非局

部极性场的微极理论# 微极连续介质由内部联结的微粒构成,这些微粒刚体可以平动和转动# 

Eringen[ 4~ 6]在他最近的著作中综述了微极弹性固体理论和非局部连续介质场论# 

鉴于该问题在理论和实践中的重要性,不少研究者讨论了微极弹性体的波和振动的若干

问题# W. Nowacki和W. K. Nowacki[ 7]研究了无限大微极弹性板中单色波的传播# Benerji和

Sengupta[ 8]讨论了无限大流体中微极弹性层中波的传播# K. M. Rao 和 B. K. Rao[ 9]及 K. M.

Rao[ 10]研究了微极波导中的纵波传播问题# Rao 和 Reddy[ 11]讨论了微极柱面内 Rayleigh型波

的传播# Kumar和 Singh[ 12]研究了广义微极热弹性扩展层中波的传播# Kumar 和 Deswal[ 13]讨

论了微极扩展弹性介质中通过柱孔时波的传播# Kumar和 Tomer[ 14]讨论了微极弹性扩展介质

中,柱孔弹性波的传播# Kumar和 Choudhary[ 15]研究了正交各向异性微极弹性介质中调和时间

源的响应# Kumar 和Ailawalia[ 16]研究了粘性对微极界面上作用移动荷载的影响# 

柱形微极结构板和面板广泛地用作结构的元件, 其振动特性对实际设计非常重要# 早期

大量的研究集中在各向同性弯曲面板的振动# 复合材料厚壳、板可用作航空和航天结构、近海

结构、水底结构、压力容器、土木工程结构、化工管道和自动悬吊设备的组件# 
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本文旨在研究厚为 2d 的无限大、均匀、各向同性、圆柱形微极结构弹性板中,平面峰波的

传播# 注意到矩形板中环形峰波的运动满足 Rayleigh_Lamb 型特征方程# 在短波这一极端情

况,无应力圆板对称和斜对称模态的特征方程退化为 Reyleigh表面波频率方程# 

1  基 本方 程

Eringen[ 17]给出了无体力和体耦合时微极弹性介质中的运动方程和本构关系:

  ( K+ 2L+ K ) (̈ #̈u ) - ( L+ K ) ¨@ ¨@ u+ K ¨@ < = Q
52
u

5t 2
, ( 1)

  ( A+ B+ C) (̈ #̈ <) - C̈ @ ( ¨@ <) + K ¨@ u- 2K< = Qj
52<
5 t 2

, ( 2)

  tkl = Kur , r Dkl + L( uk , l + ul , k) + K ( u l, k - Eklr<r) , ( 3)

  mkl = A<r , r Dkl + B<k, l + C<l , k , ( 4)

其中 u = ( ur, uH, uz )为位移矢量, <= ( <r, <H, <z )为微转动矢量, K、L、A、B、C、K为材料常数,

Q为密度, j 为微惯量, tkl 和mkl 分别为力应力和耦合应力分量# 

2  问题的数学描述及其解

我们考虑一个厚度为 2d 的无限大、均匀、各向同性、圆柱形微极结构板# 板关于 z_轴是

对称的,坐标系( r, H, z ) 的原点取在板的中面上, z_轴沿厚度方向垂直于中面# 表面 z = ? d

服从不同的边界条件# 以 r_z 平面作为波的入射平面# 作为二维问题,我们取 u<WTBX< =

( ur, 0, uz ) , < = (0, <H, 0)# 

定义如下无量纲量
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( 5)

其中 X* 为介质的特征频率# 

将方程( 5)代入方程( 1)和( 2) , 得到

  (1 - D2
)
5 e
5r + D2 ¨2

-
1

r
2 ur -

5 <H
5z =

52
ur

5 t 2
, ( 6)

  (1 - D2
)
5 e
5z + D2¨2

uz +
1
r

5
5r ( r <H) =

52
uz

5 t 2
, ( 7)

  ¨2
-

1

r
2 <H- 2D2

2<H+ D* 2 5u r
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5 uz
5r

= D2
2
52<H
5 t 2

, ( 8)

其中

  e =
5 ur
5r +

ur
r
+

5uz
5z 和 ¨2

=
52

5r2
+

1
r

5
5r +

52

5z 2,

为方便计,这里省去了字母上角的撇号# 

在方程( 6)、( 7)、( 8)中,通过下列关系,引入势函数 <和W:

  ur =
5 <
5r +

5W
5z , uz =

5 <
5z -

5 W
5r -

W
r
, ( 9)
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得到

  ¨2<-
52<
5 t 2

= 0, ( 10)

  ¨2
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W
r

2 -
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D

2 -
1

D
2
52W
5 t 2

= 0, ( 11)

  D* 2 ¨2
-

1

r
2 W= D2

2
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5 t2

+ 2D2
2<H- ¨2

-
1

r
2 <H# ( 12)

假设方程组( 10) ~ ( 12)有如下形式的解

  ( <, W, <H) = [ f ( z ) J0( Nr ) , g( z ) J1( Nr ) , h ( z ) J1( Nr ) ] e
- iXt

, ( 13)

其中 X为频率, N为波数, J0( Nr ) 和 J1( Nr ) 分别为 0阶和 1阶 Bessel函数# 

将方程( 13)代入方程组( 10) ~ ( 12) , 并求解该微分方程组,得到 <、W和<H的表达式

  < = ( Acosm1z + Bsinm1z ) J0( Nr ) e
- iXt

, ( 14)

  W= ( C cosm2z + Dsinm2z + Ecosm3z + Fsinm3z ) J1( Nr ) e
- iXt

, ( 15)

  <H = D2
[ ( B2

- m
2
2) ( Ccosm2z + Dsinm 2z ) +

     ( B2
- m

2
3) ( Ecosm3z + Fsinm3z ) ] J1( Nr ) e

- iXt
, ( 16)

其中
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且 c = X/ N为波的相速度# 

由方程( 9)、( 14) ~ ( 16) , 得到位移分量 ur 和uz

  ur = [- N( A cosm1z + B sinm1z ) - m2( Csinm2z - Dcosm 2z ) -

    m3( Esinm3z - F cosm3z ) ] J1( Nr ) e
- iXt

, ( 19)

  uz = [- m1( Asinm1z - B cosm1z ) -

    N( C cosm 2z + Dsinm2z + E cosm3z + Fsinm3z ) ] J0( Nr ) e- iXt# ( 20)

z = ? d 处的无量纲力学边界条件为

  tzz = 0, tzr = 0, mzH = 0, ( 21)

其中 tzz、tzr、mzH为

  tzz = (2L+ K )
5 uz
5z + Ke,

  tzr = L
5 ur
5z +

5uz
5r + K

5 ur
5z - <H ,

  mzH = C
5 <H
5z # 

3  特征方程的推导

应用板外表面 z = ? d 处的边界条件( 21) , 并利用方程( 14) ~ ( 20) ,我们得到由 6个方程
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联立的方程组:

  P(Ac1+ Bs1) + Q m2( Cs 2- Dc2) + m 3( Es3- Fc3) = 0, ( 22)

  P(Ac1- Bs1) + Q m2(- Cs2- Dc2) + m3(- Es3- Fc3) = 0, ( 23)

  Q(- m1 s1A + m1 c1B) + P ( Cc2+ Ds2+ Ec3+ Fs3) = 0, ( 24)

  Q(m 1s1A + m 1c1B ) + P ( Cc2- Ds2+ Ec3- Fs3) = 0, ( 25)

  f 2( Cm2s2 - Dm2c2) + f 3( Em3s 3- Fm3 c3) = 0, ( 26)

  f 2( Cm2s2 + Dm2c2) + f 3( Em3s 3+ Fm3 c3) = 0, ( 27)

其中

  
P = B

2
- N

2
+
pN

2

D
2 , Q = 2N 1 -

p

2D2 , f i = B
2
- m

2
i ,   i = 2, 3,

si = sinmiz , ci = cosmiz ,   i = 1, 2, 3,

( 28)

如果 [ A , B, C, D, E, F ]
T 的系数行列式等于零, 则方程组( 22) ~ ( 27)有一个非平凡解# 经过

冗长的代数运算,导得板的特征方程为
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?

-
m2( B

2
- m

2
2)

m3( B
2
- m

2
3)
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tanm3d

?

=
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2
m1m2(m
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2
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2
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2
+ pN

2
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2
)

2
( m

2
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2
)

# 

( 29)

这里,上角+ 1表示斜对称模态, - 1表示对称模态# 方程( 29)便是板中微极弹性波传播的修

正特征方程# 该方程被认为是微极弹性固体中, 无限大矩形板内传播对称和斜对称波的

Rayleigh_Lamb方程# 我们宁可称它为 Rayleigh_Lamb 波而不称它为 Lamb波, Lamb 波的性质是

由Lamb
[ 18]
从弹性动力学中, 由各向同性弹性固体中导出的# 从而 Rayleigh_Lamb 型方程也给

出了板中呈环形峰波的微极弹性的控制方程# 尽管频率波数关系, 无论对于直峰波和环形峰

波都是成立的# 就径向坐标而言, 确定位移和应力的变化, 选用 Bessel函数比三角函数更适

宜# 

对大的 r 值,有

  J0( Nr) y sinNr + cosNr
PNr

, J1( Nr) y sinNr - cosNr
PNr

, ( 30)

但远非一开始在 r 向的运动就是周期性的# 实际上, 用/远( far) 0字倒不如用/迅速( repidly) 0,

发生在 Bessel函数的 4到 5个零点内# 当 r 变得很大时,环形峰波趋于直峰波# 

特殊情况: 弹性板

在没有微极效应 ( K = p = j = 0) 的情况下,有

  m
2
1 = A2

, a
2
2 =

1

D2, a
2
3 = 0, m2

2 = B2
, m

2
3 = - N2

,

从而,特征方程( 29)变为

  
tanm1d

tanm2d

?

= -
4N2AB

( B
2
- N

2
)

2# ( 31)

方程( 31)与Graff在文献[ 19]中讨论的均匀、各向同性、无应力弹性板相符# 

4  特征方程的讨论

特征方程的区域

特征方程的区域取决于:无论 c < D, 1, 1/ | ai | ( i = 2, 3) 我们都会有 B, mi ( i = 1, 2, 3)
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为纯虚数、0或实数# 这时,频率方程( 29)出现如下相应的情况:

区域 Ñ  该区域用 c < D, 1, 1/ | ai | ( i = 2, 3) 表征# 这里我们分别用 iBc代替B,用 iAi

( i = 1, 2, 3) 代替 mi , 则特征方程( 29)变为

  
tanhA1d

tanhA2d

?

-
A2( Bc2

- A
2
2)

A3( Bc2
- A2

2)

tanhA1d

tanhA3d

?
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2
(1 - p / 2D

2
)

2
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2
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2
2)

( pN2
/ D2

- Bc2
- N2

)
2
( A2

3- Bc2
)
# ( 32)

区域 Ò  该区域用 D< c < 1表征# 这时我们有 B= iBc, m1 = iA1, m2 = m 2, m3 = m3,

则特征方程变为

  
tanhA1d

tanm 2d

?

-
m2( Bc2

- m
2
2)

m3( Bc2
- m

2
2)

tanhA1d

tanA3d

?
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)

2A1m2(m
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2
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2
/ D

2
- Bc2
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2
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2
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2
3- Bc2

)
# 

( 33)

区域 Ó  该区域用 N< X, c > 1表征,则特征方程即是方程( 29)# 

5  薄 板结 果

让我们考虑当横波波长相对于板的厚度相当大的情况, 此时 2P/ m1, 2P/ m 2, 2P/ m3, 2P/ B
\d# 这时候, 从区域Ñ和区域Ò可导出有趣的结果# 在区域Ñ中, 对称模态波,无解;斜对称

模态波时,在双曲正切函数的展开式中保留前两项,则特征方程( 32)变为

  pN2

D2 - Bc2
- N2

2

1- Bc2
d

2

3
= 4N2 1 -

p

2D2

2

A2
2 1-

A2
2d

2

3
; ( 34)

如果忽略微极效应, 即 K = p = j = 0, 则方程( 34)又变为

  ( Bc2
- N2) 2 1-

Bc2
d

2

3
= 4N2A2

2 1 -
A

2
2d

2

3
# ( 35)

在区域Ò中,斜对称模态波无解;对称模态波特征方程变为

  ( A
2
3+ A

2
2- Bc2

) =
4N

2
(1- p / 2D

2
)

2
A

2
2A

2
3

( Bc2
+ N

2
- pN

2
/ D

2
)

2 ; ( 36)

如果忽略微极效应, 即 K = p = 0, 则方程( 36)又变为

  ( Bc2
+ N

2
)

2
= 4N

2
Bc2# ( 37)

6  短 波长 波

令 Ny ] ,可得到一些有关渐近解特性的信息# 若取 N> X/ D,则 c > D, 1# 特征方程

的根位于区域 Ñ# 这时分别用 iBc代替B,用 iAi ( i = 1, 2, 3) 代替 mi , 则特征方程( 29)化为

  
tanhA1d

tanhA2d

?

-
A2( Bc2

- A2
2)

A3( Bc2
- A2

3)

tanhA1d

tanhA3d

?

=
4N2

(1 - p / 2D2
)

2A1A2( A
2
3- A2

2)

( pN2
/ D2

- Bc2
- N2

)
2
( A2

3- Bc2
)
# ( 38)

当 Ny ] , ( tanhA1d) / ( tanhAid ) y 1 ( i = 2, 3) , 则对称和斜对称模态的频率方程( 38)成为

  4N2 1- p
2D2

2

A1A2A3( A2+ A3) =
pN

2

D2 - Bc2
- N2

2

( A2
2+ A2

3+ A2A3- Bc2
)# ( 39)

只不过,它们已成为 Rayleigh表面波方程# 因为对这样的短波长来说,有限厚度的板可看作一

个半空间, 正好是Rayleigh表面波的结果# 所以,振动能量主要是沿板的表面传播# 如果在方

程( 39)中忽略微极效应,即 K = p = 0, 则得到

  4N2A1Bc = ( Bc2
+ N2) 2# ( 40)

7  Lamb模态

Lamb模态是一类特殊的精确解,首先由 Lamb
[ 18]
在 B

2
= N

2
(1- p / D

2
) 条件下得到# 其解
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在区域Ò中,并且频率方程( 29)变为:

对称模态:

  tanhm2d = ] ] m2 =
nP
2d ,   n = 1, 3, 5, ,;

斜对称模态:

  tanhm2d = 0 ] m2 =
nP
2d

,   n = 0, 2, 4, ,;

于是,其频率为

  X =
4B2

d
2
+ n

2P2
(1 - p / D2)

2da2 1 - p / D
2

# 

不过,不计微极效应 ( p = 0) 时, B= m2,从而频率为 X= nPD/ ( 2d ) ,这与文献[ 19] 相吻

合# 显然,这些模态取决于微极参数( K 或 p ) 和板的厚度# 

8  位移和微转动的幅值

本节, 讨论对称模态和斜对称模态平面波, 位移分量和微转动幅值的计算# 利用方程

( 19)、( 20)和方程组( 22) ~ ( 27) ,有

  ( ur ) sym = - Ncosm 1z + Lm 2cosm2z + Mm3cosm3z A J1( Nr ) e
- iXt

,
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,
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其中
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- 1
3

PQ( m2T
- 1
2 - m 3T

- 1
3 )

s1
s2
, M = -

Q
2
m1m2T

- 1
2 - P

2
T
- 1
1

PQ(m2T
- 1
2 - m3T

- 1
3 )

s1
s3
,

  Lc=
Q

2
m1m3T 3- P

2
T 1

PQ( m2T 2 - m3T 3)

c1

c2
, Mc =

P
2
T 1- Q

2
m1m2T 2

PQ( m2T 2- m3T 3)

c1

c3
,

  T i = tanhmid,   i = 1, 2, 3# 

9  算   例

通过对前面得到的理论结果的分析,给出一些数值结果# 为此, 材料选用镁晶体(微极弹

性固体) , 其物理参数如下:

  Q= 1. 74 @ 10
3

kg/m
3
, K= 9. 4 @ 10

10
N/ m

2
, L= 4. 0 @ 10

10
N/m

2
,

  K = 1. 0 @ 1010 N/m2
, C= 0. 779 @ 10- 9 N , j = 0. 2 @ 10- 19 m2

, d = 0. 01 m# 

根据特征方程( 29) ,计算对称和斜对称模态传播波在各种无量纲波数下相对应的相速度# 不

同模态 ( n = 0到 n = 6) 下对应的相速度的数值计算结果示于图1和图2# 实曲线代表微极弹

性板( MEP) ,虚曲线代表弹性板( EP)# 对称和斜对称模态的位移和微转动分量幅值的数值计

算结果示于图 3~ 图 8# 

最低阶对称模态 ( n = 0) 的相速度并不随波数变化,而保持为常数; 反之,最低阶斜对称
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   图 1  对称模态传播波的相速度剖面       图 2 斜对称模态传播波的相速度剖面

  图 3 对称模态下位移 ur 的幅值        图 4  斜对称模态下位移 ur 的幅值

  图 5 对称模态下位移 uz 的幅值        图 6  斜对称模态下位移 uz 的幅值

模态的相速度在低波数段是变化的,在高波数段达到常数# 以高阶模态传播波时,无论是对称

模态还是非对称模态,当波数接近于0时,相速度很快达到一个相当大的值,随着波数的增大,
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  图 7  对称模态下微转动 <H的幅值      图 8  斜对称模态下微转动 <H的幅值

相速度急剧下降后逐渐变得平稳# 由此可见,不同阶模态下波传播的相速度,在接近零波数时

达到大值, 并呈现很强频散现象, 然后趋于平稳, 在高波数时达到材料的微极 Reyleigh波速

值# 这一渐近特性, 究其原因在于,对于短波长(或高频)而言,材料板有如厚板一样,使上下边

界面间的耦合减弱, 从而使对称和斜对称波的性质变得越来越相似# 

还可看出, n = 1的对称模态:当波数 Nd [ 3时, 微极弹性板(MEP) 的相速度小于弹性板

( EP) ;当波数 Nd \ 3时,MEP 的相速度与EP的相速度几乎相同# n = 2的对称模态:当波数

在1. 5 ~ 3. 0时, EP的相速度较MEP的相速度大; 而当波数为 Nd [ 1. 5和 Nd \3时, EP和MEP

的相速度剖面图重合# 高阶对称模态( n = 4) : 当波数 Nd \2. 0时,MEP和 EP的相速度剖面

图重合;而当 Nd [ 2. 0时, EP的相速度值较小# n = 3, 5, 6的对称模态, EP和MEP 的相速度

剖面图重合# 

对斜对称模态传播波,我们发现: ( a) 对 n = 1, 波数 Nd [ 1时, EP中的相速度大于 MEP

中的相速度; 而波数为 1. 0~ 2. 0时, MEP 和 EP 中的相速度几乎相同; 波数为 2. 0~ 4. 0时,

MEP的相速度大于 EP 的相速度;波数 Nd \4. 0时, 两者几乎相同# ( b) 模数 n = 0, 2, 3, 4, 5,

6时,MEP 和EP 中的相速度重合# 

图3~ 图 6示出了对称和斜对称模态下, 微极弹性板(MEP)和弹性板( EP)位移 ur 和 uz 的

变化情况# 在对称模态下,板中心位移 ur出现极小值,而在板表面出现极大值;在斜对称模态

下, 板中心 ur 为0, 板表面为极大值(见图3和图4)# 在图5和图6中,对称模态板中心的位移

uz 为0, 板表面的位移 uz 为极大值;斜对称模态板中心的位移 uz为极大值,板表面的位移 uz为

极小值# 图7和图 8示出了对称和斜对称模态下微极弹性板( MEP) 微转动 <H的变化情况# 

可以看出,对称模态板中心的微转动 <H为极小值,板表面的微转动 <H为极大值;斜对称模态板

中心的微转动 <H为 0, 板表面的微转动为极大值# ( ur ) sym、( u r) asym、( uz ) sym、( uz ) asym、( <H) sym、

( <H) asym分别表示 ur、uz、<H的对称和斜对称模态下的数值# 可以看出: ( ur ) asym和( uz ) sym的情

况和变化趋势相似, ( ur) sym和( uz ) asym正好相反# 对称和斜对称模态下,弹性板(EP) 的 uz 值

较微极弹性板(MEP) 大# 对称模态下,弹性板(EP) 的位移 ur 值较微极弹性板(MEP) 大;而在

斜对称模态下, 弹性板的位移 ur 值较微极弹性板小# 
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10  结   论

本文研究了无限大、均匀、各向同性、圆柱形微极结构弹性板中,环形峰波的传播, 并导出

了特征方程# 注意到,环形峰波的运动满足 Rayleigh_Lamb型特征方程# 还探讨了特征方程的

适合区域# 对短波这一极端情况来说, 对称和斜对称模态传播波的特征方程和无应力圆板中

传播波一样,可以简化为 Rayleigh表面频率方程# 这是因为, 这种情况下有限厚度的板可视为

半空间,并且振动能量沿板的表面传播# 当横波波长相对于板的厚度大得多时,在区域Ñ和区

域Ò出现了有趣的结果# 在区域 I中, 斜对称模态的特征方程属于挠曲振动,在整个频谱中,

只需要在有限频域中用单个振动模态来描述# 区域 Ò中对称模态的特征方程,其相速度表达

式归结为薄板的相速度, 或者归结为板应力的模拟量, 即纵杆理论(也与微极效应有关)的杆速

度# 作为一个特例可得到 Graff[ 19]的结果# 
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Rayleigh LambWaves in a Micropolar Isotropic

Elastic Plate

Rajneesh Kumar1,  Geeta Partap2

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Kurukshetr a Univ er sity ,

Kurukshetra 136119, Haryana , India ;

2. Depar tment of Applied Mathemat ics , Dr . B . R . Am bedka r

Nationa l In stitute of Technology , Ja lan dhar 144011, Pun jab, India )

Abstract: The propagation of waves in a homogeneous isotropic micropolar elastic cylindrical plate

subjected to stress free conditions is investigated. The secular equations for symmetric and skew sym-

metric wave mode propagation were derived. At short wave limit, the secular equations for symmetric

and skew symmetric waves in a stress free circular plate reduces to Rayleigh surface wave frequency

equation. Thin plate results are also obtained. The amplitude of displacements and microrotation

components are obtained and depicted graphically. Some special cases are also deduced from the pre-

sent investigations. The secular equations for symmetric and skew symmetric modes are also present-

ed graphically.

Key words: micropolar elastic plate; circular crested waves; secular equations; phase velocity; am-

plitudes
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