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高体积分数颗粒增强复合材料有效线性
与非线性介电性质的研究
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( 北京理工大学 理学院 力学系, 北京 100081)

(我刊编委胡更开来稿)

摘要: 基于两球相互作用的近似解, 提出了一种解析方法来预测颗粒增强复合材料的线性有效

介电性质, 该方法可以应用于颗粒体积分数较高( 可达 50% ) 的情况 利用割线方法还研究了该类

复合材料的非线性有效性质 结果表明当外加电场较弱时该文提出的方法与 Stroud 和 Hui的方法

比较接近, 当外场较强时与 Yu和 Hui的方法一致
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引 言

预测颗粒增强复合材料等效介电常数( 或电导率) 的诸多方法中, 应用最多的是Maxwell_

Garnett
[ 1, 2]

方法, 在体积百分比较低时能给出比较准确的预测结果 Bruggeman
[ 3]

提出的有效介

质理论特别适合预测夹杂介电常数非常大的情况[ 4] 最近 Torquato[ 5] 和 Kanaun[ 6] 通过引入三

点关联函数来预测球形颗粒复合材料的等效介电常数( 或电导率) , 该方法能够应用到体积分

数非常高甚至接近逾渗的情况 复合材料非线性光学性质的预测也非常重要, Stroud 和 Hui[ 7]

提出的弱非线性模型能够预测三次非线性介质的等效三阶项系数; 根据同一原理, Yu 和 Hui

等人[ 8] 提出了预测五阶项系数的方法 基于 Bruggeman 的有效介质理论和局部电场概率分布

的Gauss 近似, Pellegrini
[ 9]

提出了预测复合材料非线性介电性质的一种方法, 在该方法中放弃

了非线性解耦假设 周和胡[ 10] 仿照 Qiu 和 Weng[ 11] 以及Hu[ 12] 在预测复合材料非线性力学行

为时提出的应力二阶矩方法, 基于局部电场的二阶矩, 最近发展了割线介电常数方法, 该方法

将非线性问题化为一系列线性问题来处理

本文旨在提出一种简单的解析方法来预测高颗粒体积分数复合材料的有效线性和非线性

介电性质 本文安排如下: 在第 1 节, 将首先给出双球问题的近似解, 在此基础上通过解析方

法得到复合材料的等效介电常数, 再结合割线方法研究复合材料的等效非线性性质 在第 2
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节, 将具体针对两相复合材料, 给出一些计算结果, 并与其他方法进行比较 由于数学上的

相似性, 本文提出的方法也可用于分析颗粒增强复合材料的磁、扩散、导电及热传导等相关问

题

1 理 论 公 式

1. 1 双球问题的解

图 1 两球相互作用示意图

考虑半径都为 a 的两个球(第1相) 放入无限

大均质基体( 第 0相) 中, 如图 1 所示 假设两相

材料都是各向同性的, 则介电常数可用标量表示

为 i ( i = 0, 1) 在宏观均匀外电场 E
0 作用下,

局部电场 e( x) 满足下式积分方程[ 13]

e
( 1)

( x) = E
0
+

1

( x - x ) [ ( x ) e
( 1)

( x ) ] dx +

2

( x - x ) [ ( x ) e
( 2)

( x ) ] dx , ( 1)

其中 ij = -
2

xi xj

1
4 0 r

, r = | r | , r = x - x ( 2)

以及 ( x) = ( x) - 0, e
( i )

( x) 表示 e ( x) , x i ( i = 1, 2) ( 下同)

值得指出的是等式( 1) 右边最后一项表示两球相互作用过程中另一个球的影响, 去掉该

项得到不考虑球间相互作用的结果

e1 = E
0
- 1 P e1, ( 3)

其中 P 类似于Eshelby 张量, 对于球形夹杂具有简单的表达式 P = 1/ 3 0I( I 为二阶单位张

量) , 单球问题夹杂内的局部电场 e1 为常量

将式( 3) 代入式( 1) , 由球相互作用引起的电场扰动将满足以下方程

h
(1)

( x) =
2

( x - x ) ( x ) dx e1 +
1

( x - x ) h
(1)

( x ) ( x ) dx +

2

( x - x ) h
( 2)

( x ) ( x ) dx , ( 4)

其中电场扰动定义为

h
( i )

( x) = e
( i)

( x) - e1, i = 1, 2 ( 5)

在式( 4) 右边最后两个积分中, 假设扰动是均匀的, 并以 h
( i)

( xi ) 来表示球域 i ( 球心坐标为

x i ) 内的扰动 该假设与 Ju 和Chen
[ 14]

在处理相关力学问题时所作的近似一致, 相当于令二

阶张量 ( x - x ) 在域 i 内的球心x i 处作展开而只取零阶项 利用该假设根据式( 4)可以得

到近似方程

h
(1)

( x) =
2

( x - x ) ( x ) dx e1 - 1 P h
(1)

( x1) +

1 ( x - x2) h
(2)

( x2) ( 6)

其中 是球的体积

在式( 6)两边进行体积平均并对球域 i 引入电场扰动的平均
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h
( i )

=
1

i

h
( i )

( x) dx, ( 7)

则式( 6)可重新表示为

h
(1)

= 1 P2 e1 - 1P h
( 1)

+ 1 P1 h
(2)

, ( 8)

其中

P1 =
1

( x - x2) dx =
1

3 0

3
F( 1, - 3) , ( 9)

P2 =
1

1 2

( x - x ) dx dx =
1

3 0

3
F( 1, - 3) , ( 10)

并定义二阶张量

F( A 1, A 2) = A 1 ij + A 2n inj , ( 11)

且 = a/ r , n = r / r , r = | r | , r = x1 - x2 ( 12)

根据式( 8)可以进一步得到

h
(1)

= h
(2)

= h ( 13)

因此, 最终式( 8) 的解为

h ( x1 - x2) =
3
[ S

- 1
F( 1, - 3) ] e1, ( 14)

其中 S = ( 1 + 3 ) I -
3
F( 1, - 3) , ( 15)

并设 = 0/ ( 1 - 0)

求解二阶张量 S 逆的过程可参见附录, 在 S 逆的表达式中略去 的高阶项最后得到

S
- 1 1

1 + 3
I +

3

( 1 + 3 )
2 F( 1, - 3) ( 16)

将式( 16) 代入式( 14) , 最后得到 h 的表达式为

h =
1

( 1+ 3 )
2

3
[ ( 1+ 3 ) F( 1, - 3) +

3
F( 1, 3) ] e1 ( 17)

在复合材料中, 为了得到所有其它球对某一个球均产生影响时的 h 整体平均, 当给定第

一个球(球心 x1) 的位置后, 式( 17) 必须对所有第二个球( 球心 x2) 可能存在的位置作积分

则整体平均可定义为

h ( x1) =
V-

1

h( x1 - x2) P ( x2 | x1) dx2, ( 18)

其中 P ( x2 | x1) 是两点条件概率函数, 其分布取决于复合材料的微结构, V 代表单元的体积

对各向同性复合材料, 通常假设两点条件概率函数是统计各向同性的并服从如下形式[ 15~ 17]

P( x2 | x1) =
N
V

g( r ) , r 2a, ( 19)

其中 N / V 是复合材料的颗粒密度, g( r ) 为径向分布函数

本文将具体研究均匀( uniform) 径向分布函数 g ( r ) = 1和由Percus_Yevick 方程得到的分布

函数的情况 考虑颗粒间不允许相互渗透, 从著名的 Percus_Yevick 方程可以解得一个非常稳

定的两点关联函数, 该方程是在液体分子理论
[ 18]

中基于热动平衡状态提出来的 图 2 给出了

颗粒体积分数分别为 = 0. 1, 0. 3 和 0. 5时的 Percus_Yevick 径向分布函数曲线

利用式( 17) 和式( 19) , 式( 18) 的积分可通过下式计算

h ( x1) =
N
V

1
( 1+ 3 )

2
2a

3
g( r ) [ ( 1 + 3 ) F( 1, - 3) +

3
F( 1, 3) ] d dr e1, ( 20)
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图 2 体积分数分别为 = 0. 1, 0. 3 和 0. 5 时

的 Percus_Yevick径向分布函数

其中 代表半径为r 的球面 另外, 可以证明下

式成立

n inj d =
4 r

2

3 ij ( 21)

最后利用式( 21) 就可以得到电场扰动的整体

平均值, 其表达式具有如下形式

h =
*

e1, ( 22)

其中 * 可以写为

*
=

( 1 + 3 )
2 Y( g ) , ( 23)

体积分数为 =
4 a

3

3
N
V

以及

Y( g) = 6
1/ 2

0

2
g( ) d ( 24)

根据式( 24) , 采用均匀径向分布函数时得 Y( g) = 1/ 4 对于其他统计各向同性的径向分

布函数, 通过简单的一维数值积分可以很容易得到 Y( g) ( 对 P_Y 分布 Y( g ) > 1/ 4) 因此根

据式( 22) , 在给定体积分数后, 对于均匀、P_Y 或任何其他各向同性径向分布函数都能得到

h

1. 2 复合材料的等效介电常数

考虑颗粒间不允许相互渗透的复合材料, 其等效介电常数可以通过上一节双球问题的解

导出 结合式( 3) 、式( 5) 和式( 22) 可以得到下面的局部化关系

e =
3

1+ 3
( 1 +

*
) E

0 ( 25)

有了上述局部化关系, 根据细观力学理论, 复合材料等效介电常数为

e

0
= 1 +

3 ( 1 +
*

)
3 ( 1+

*
) + ( 1 - )

, ( 26)

其中 * 由式( 23) 给出, 与复合材料内颗粒的分布有关 可以发现当 * 为零时( 夹杂间没有

相互作用) , 式( 26) 就退化为著名的Maxwell_Garnett 公式

e

0
= 1 +

3
3 + ( 1- )

( 27)

1. 3 复合材料非线性有效介电性质

在本节中, 前面所提出的线性方法将用来分析复合材料的等效非线性性质 根据基于局

部电场二阶矩的割线介电常数方法[ 10] , 复合材料的非线性有效介电性质可以由一系列线性复

合材料性质描述 该方法最早由 Qiu 和 Weng[ 11] 以及 Hu[ 12] 在预测复合材料塑性行为时被提

出, 这种割线方法与 Ponte Castaneda[ 19] 提出的严格变分方法一致

割线方法引入了线性比较复合材料, 该线性比较复合材料与真实非线性复合材料具有相

同的微结构 对于各向同性材料, 线性比较复合材料第 i 相的割线介电常数定义为

s
i =

i ( e)

e e
, ( 28)

其中 e = e e , i ( e) 为第 i 非线性相的势函数 借助于割线介电常数, 真实非线性复合材

料第 i 相的电位移d 和电场 e 有如下关系

d =
s
i e ( 29)
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线性比较复合材料受宏观外电场 E 作用时, 局部电场的二阶矩在第 i 相材料内的平均可

以通过下式计算[ 10]

e
2

i = E
s
e

i
s
i

E , ( 30)

其中  i 表示在第 i 相材料内作体积平均,
s
e 是线性比较复合材料的等效割线介电常数

当复合材料各非线性相满足三次非线性关系 d = e+ e
2
e 时, 其中 、 分别是介电常数

和非线性系数, 非线性相的割线介电常数定义为
s
i = i + i e

2
i ( 31)

将式( 30) 代入式( 31) 就得到了局部相的割线介电常数和宏观外场的关系 线性比较复合材料

的等效介电常数 s
e 被认为就是真实非线性复合材料的割线等效介电常数, 复合材料的宏观非

线性介电性质最后可以表示为

D =
s
e( E) E ( 32)

2 计算结果与讨论

2. 1 线性有效性质

对各向同性颗粒增强复合材料, 我们将给出采用均匀和 Percus_Yevick 径向分布函数时的

计算结果, 并与Maxwell 稀疏模型、Maxwell_Garnett 方法以及 Torquato[ 5] 的三阶近似方法进行比

较 在计算中基体和颗粒的介电常数分别设为 0 = 1, 1 = 100

图 3 0 = 1, 1 = 100 时复合材料等效介电 图 4 不同方法预测的颗粒增强复合材料等效

常数 e与体积分数 的关系 非线性系数 e与体积分数 的关系

图 3 给出了不同方法之间的比较结果, 可以看出当体积分数小于约 10% 时, 所有的方法

都与稀疏模型预测的结果一致 Maxwell_Garnett 方法与基于三点关联函数的 Torquato 方法相

比, 在体积分数大于 30%时对等效介电常数的预测明显偏低 从本文方法给出的计算结果可

以看出, 采用 P_Y 径向分布函数比采用均匀径向分布函数预测得好, 当体积分数较高时, 这两

种分布得到的预测结果都比Maxwell_Garnett 的预测合理 另外本文的方法具有简单的解析表

达式以及清晰的物理涵义

2. 2 非线性有效性质

下面将具体针对颗粒增强复合材料以及两相材料均符合三次非线性关系的情况给出具体

的预测结果, 线性有效介电常数将利用 P_Y 分布进行计算 为了进行比较, 下面先简单回顾一
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下在引言中提到的 Stroud 和Hui[ 7] 以及Yu 和Hui 等人[ 8] 提出的方法 根据 Stroud 和Hui 的方

法, 当各相材料满足三次非线性关系时, 复合材料的非线性有效性质也具有三次非线性形式

D = e( E) + eE
2
( E) , ( 33)

其中 e 是两相材料介电常数分别为 0、1时的复合材料线性有效介电常数 等效非线性系数

e 定义为 eE
4

= e
4

, 其中 E = E E , e 的表达式为

e =
i= 0, 1

i

i

e

i

2

( 34)

按照 Stroud 和Hui 的定义, 割线方法则是通过一系列线性比较复合材料给出真实复合材

料的等效非线性系数

e =
i= 0, 1

i

i

s
e
s
i

2

, ( 35)

其中 Es
e 是真实非线性复合材料的等效割线介电常数或具有割线介电常数为 Es

0、E
s
1 时线性比较

复合材料的线性等效介电常数# 值得注意的是各相割线介电常数与宏观外场 E有关, 这意味

着割线方法得到的 Ve 也将与外场有关# 

根据Yu 和Hui 等人[ 8] 的方法, 电位移与电场之间的等效非线性关系仍用式( 33) 来表示,

但这时等效非线性系数为

  Ve = V0 + <1 V0 - 1+ 4b0 +
36b

2
0

5
+

8b
3
0

5
+

8b
4
0

5
+ <1 V1 c

4
0, ( 36)

其中   b0 = ( E1 - E0) / ( E1 + 2E0) , c0 = 3E0/ ( E1 + 2E0)# 

计算中所选材料参数为 E0 = 1, E1 = 10, V0 = 0. 01, V1 = 0. 1, 其中均相对于真空中的介电

常数 Ev( 8. 854 @10
- 12

F/ m # 图4 给出了当外加电场分别为 E = 1, 3和 5(V/ m) 时 3种方法预

测的等效非线性系数 Ve 与体积分数的关系# 

根据计算结果可以看出, 对于一定的入射场割线方法预测的结果可以介于 Stroud 的和 Yu

的方法之间# 当入射场较小时, 割线方法预测的结果与 Stroud 的结果比较接近; 而当入射场增

强时, 割线方法预测的结果更接近 Yu 的结果# 

       ( a) V0 = 10- 4
               ( b) V0 = 10- 3

图 5 体积分数分别为 < = 10% 、25% 和 40%时不同方法所预测的电位移和电场的关系

图5 给出了 3 种方法预测的复合材料电位移与电场之间的非线性关系# 所选材料参数为

E0 = 1, E1 = 10, V1 = 0. 01, 基体非线性系数取两种情况 V0 = 10- 4 和 V0 = 10- 3
# 从计算结果

可以看出, 当基体非线性系数 V0非常小时3种方法预测的结果几乎一致, 但当 V0增大时Stroud
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的方法在颗粒体积分数较大时预测结果偏高, 而割线方法和 Yu 的方法一直吻合比较好, 如图

5( b) 所示# 值得指出的是, 割线方法不仅能够预测各相材料为非线性的情况, 而且能够预测各

向异性复合材料的非线性性质# 

3  结  论

通过考虑两球之间的直接相互作用, 本文提出了一种简单的解析方法, 该方法可以预测颗

粒增强复合材料的等效线性介电常数# 该方法非常简单, 在体积分数较高时预测结果比著名

的Maxwell_Garnett 方法要好, 而与Torquato 提出的基于三点关联函数的方法非常一致# 通过上

述方法与割线方法的结合, 我们还研究了颗粒增强复合材料的非线性有效介电性质, 结果表明

割线方法与Yu 和Hui 的方法要比与Stroud和 Hui 的方法吻合得要好# 

附录  二阶张量 F的求逆

在式( 11) 中我们定义了二阶张量 F

  F(A 1 , A 2) = A 1 Dij + A 2 �n i�n j# ( A1)

若二阶张量的点乘遵循

  F(A 1 , A 2) # F( B 1, B2) = F( C1, C2 ) , ( A2)

则从中可以解出

  C1 = A 1B1, ( A3)

  C2 = A 1B2+ A 2 (B 1+ B 2) , ( A4)

其中用到了等式 �n i�n i = 1# 使 F( A 1, A 2 ) 表示为 F( B1 , B2) 的逆张量, 则在等式(A3) 和( A4) 中令 C1 = 1, C2

= 0, 最终可以解得

  A 1 = 1/ B1, ( A5)

  A 2 = -
B2

B1( B1 + B2 )
# ( A6)
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L i n e a r a n d N o n l i n e a r D i e l e c t r i c P r o p e r t i e s o f P a r t i c u l a t e

C o m p o s i t e s a t F i n i t e C o n c e n t r a t i o n

ZH OU Xiao_m ing ,  HU Gen g_k a i

( Depa rtm ent of Applied Mechan ics , Beijin g In stitute of Techn ology ,

Beijin g 100081, P . R . China )

Abst ra ct : An analytical method w as propo sed to calculate effe ctive linear and nonlinear diele ctric

properties for particulate composites. The method is based on an approx imate solution of two_particle

intera ction problem, and it can be applied to relatively high volume concentration of particles ( up to

50% ) . Nonlinear dielectr ic pr operty w as also examined by means o f secant method. It is found that

for low applied electric filed the pr oposed method is close to Str oud and Hui. s method and for high

applied electric filed it is clo se to Yu. s method.

Key w ords: effective diele ctric constants; finite concentration; nonlinear c omposite; secant method
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