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摘要:  将边界上的应力函数及其法向导数展开为罗朗级数,与复应力函数的罗朗级数的表达式

对比,可以确定罗朗级数的各系数, 再利用傅利叶级数和卷积的几个公式进行计算, 得到应力函数

边界积分公式# 通过边界的应力函数及其法向导数的积分, 直接得到圆外应力函数值, 并给出几

个算例,表明结果用于求解单位圆外平面弹性问题十分方便# 
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引   言

圆内、圆外平面问题常用复变函数法[ 1~ 3]或边界元法[ 4]求解# 复变函数法中要用柯西积

分才能确定其中的解析函数[ 1, 2] , 其积分过程需要人工干预, 计算不方便;一般的边界元法虽

可以得到精度较高的数值解, 但一般很难得到解析解# 对于圆内平面弹性问题,利用双解析函

数和广义函数论的基本公式, 已经得到了可直接求解域内应力函数的边界积分公式[ 4~ 6]# 

对于圆外平面弹性问题, 由于是多连通区域, 情况要复杂得多# 下面先给出复应力函数的

罗朗级数的表达式, 根据该表达式, 可以得到边界上应力函数、应力函数法向导数值的罗朗级

数形式的表达式# 将此表达式与已知边界上应力函数、应力函数法向导数值的罗朗级数对比,

可以确定罗朗级数的各系数, 至此是通常级数法的步骤# 下面最关键的一步是利用傅利叶级

数和卷积的几个基本公式,将确定了系数的罗朗级数, 转换为关于已知各种面力边界条件下边

界上应力函数、应力函数法向导数值的一般边界积分公式, 得到应力函数的解析解答# 具体过

程如下# 

1  孔边受平衡载荷作用的圆外平面问题

在常体力情况下,应力函数满足双调和方程, $
2
U= 0# 双调和函数用复变函数表示,应

力函数可设为

  U( r , H) = Re[�zU1( z ) + H1( z ) ] , ( 1)
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其中

  

U1( z ) = -
1+ L

8P
( X + iY) lnz + Bz + 6

]

n = 0

an z
- n

,

Hc1( z ) =
3- L

8P
( X - iY) lnz + ( B1 + iC1) z + 6

]

n= 0
bn z

- n
,

( 2)

上面两式中 X、Y分别为所有内边界上x 及y 方向的面力之和# 在不改变应力状态的条件下,

可以取 a0 = 0, b0 = 0# 

设无穷远处的主应力为 R1、R2,主应力 R1与 x 轴夹角为 A,则公式中的 B、B1和 C1由下式

确定

  B =
1
4 ( R1+ R2) , B1+ iC1 = -

1
2 ( R1- R2) e

- 2iA# ( 3)

当圆孔边受平衡载荷作用时,其面力的主矢量X = 0, Y = 0, 复应力函数可简化为如下形

式

  U1( z ) = Bz + 6
]

n= 0
an z

- n
, ( 4)

  Hc1( z ) = ( B1+ iC1) z + 6
]

n= 0

bn z
- n# ( 5)

由式( 5)积分得到

  H1( z ) =
B1 + iC1

2
z

2
+ b1lnz + 6

]

n= 1

-
1
n
bn+ 1z

- n
+ Bc+ iCc# ( 6)

设 z = r eiH
, r > 1, 将( 4)、( 6)两式代入式( 1)玻整理得到

  U( r , H) = 6
]

n= - ]
nX 0

a | n| - 1

2
r

2
-

b| n| + 1

2 | n |
r
- | n| ei nH

+ Br
2
+

       
B 1

2
r

2cos2H-
C1

2
r

2sin2H+ b1lnr + Bc, ( 7)

于是对于单位圆孔边界, 有

  U0( H) = U(1, H) = 6
]

n= - ]
nX 0

1
2
a | n| - 1-

1
2 | n |

b1+ | n| # e
inH

+ B +

       Bc+
B 1

2
cos2H-

C1

2
sin2H,

  Un( H) = -
5 U
5 r r= 1

= 6
]

n= - ]
n X0

( | n | - 2)
a | n|- 1

2
-

b1+ | n|

2
# einH

-

       2B - b1- B 1cos2H+ C1sin2H# 

设边界上已知的应力函数和应力函数法向导数值的直接展开式为

  U0( H) = 6
]

- ]
cn ei nH

, ( 8)

  Un( H) = 6
]

- ]
dne

inH
, ( 9)

并注意到 cos2H= ( ei2H
+ e- i2H

) / 2, sin2H= ( ei2H
- e- i2H

) / 2i, 比较上面两组展开式可得
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c0 = B + Bc,

c2 =
B1

4 +
a1

2 -
b3

4 -
C 1

4i , n = 2,

c- 2 =
B1

4
+

a1

2
-

b3

4
+

C1

4i
, n = - 2,

cn =
a | n| - 1

2
-

b1+ | n|

2 | n |
, n X 0, ? 2,

d 0 = - 2B - b1,

d 2 = -
B1

2 -
b3

2 +
C1

2i , n = 2,

d- 2 = -
B1

2
-

b3

2
-

C1

2i
, n = - 2,

dn =
| n | - 2

2
a | n| - 1-

b1+ | n|

2
, n X 0, ? 2# 

由上两式可解得用系数 cn 及dn 表示的an、bn 为

b1 = - 2B - d0,

b1+ | n| = - B 1- 2d2+
C1

i
, n = 2,

b1+ | n| = - B 1- 2d- 2 -
C1

i
, n = - 2,

b1+ | n| = | n | # [ ( | n | - 2) cn - dn] , n X 0, ? 2,

a | n|- 1 = 2c2- B 1- d2+
C1

i
, n = 2,

a | n|- 1 = 2c- 2- B1- d- 2-
C1

i
, n = 2,

a | n|- 1 = | n | cn- dn , n X 0, ? 2# 

代入( 7)式, 其中级数部分整理得到

6
]

n= - ]
nX 0

a | n| - 1

2
r

2
-

b| n| + 1

2 | n |
r
- | n| einH

=

  6
]

- ]

1
2
( r

2
- 1) | n | cn + cn -

1
2
( r

2
- 1) dn r

- | n| ei nH
-

  1
2
(1- r

2
) d 0- c0+

1
2
r
- 2

- 1 B 1cos2H+ 1-
1

2r
2 C1sin2H# ( 10)

利用下述卷积公式[ 4] : 若 u = 6
]

- ]
ane

inH
, v = 6

]

- ]
bn ei nH

,则 u* v = 6
]

- ]
(2Panbn) ei nH

, 将( 10)式

中的级数部分改写为卷积形式,

6
]

- ]

1
2
( r

2
- 1) | n | cn + cn -

1
2
( r

2
- 1) dn r

- | n| ei nH
=

  1
4P( r

2
- 1) 6

]

n= - ]
| n | r

- | n|
e

inH
* 6

]

n = - ]
cn e

i nH
+

1
2P 6

]

n = - ]
r
- | n|

e
i nH

* 6
]

n= - ]
cn e

i nH
-

  ( r
2
- 1)
4P 6

]

n= - ]
r
- | n| einH * 6

]

n= - ]
dne

inH # 

当 r > 1时,根据傅立叶级数的基本公式
[ 4]

6
]

n= - ]
r
- | n| einH

=
r

2
- 1

1 + r
2
- 2r cosH

, 6
]

n = - ]
| n | r

- | n| ei nH
=

2r 3cosH- 4r 2
+ 2r cosH

(1 + r
2
- 2r cosH) 2 , ( 11)

并根据( 8)式、( 9)式,将( 10)式中的级数部分改写和整理可得到

6
]

- ]

1
2
( r

2
- 1) | n | cn + cn -

1
2
( r

2
- 1) dn r

- | n|
e

i nH
= f ( r , H) , ( 12)

其中

869圆外平面弹性问题的边界积分公式



  f ( r , H) = Q
2P

0

( r
2
- 1)

2
[ r cos( H- Hc) - 1]

2P[ 1 + r
2
- 2rcos( H- Hc) ] 2 U0( Hc) -

    ( r
2
- 1) 2

4P[ 1 + r
2
- 2r cos( H- Hc) ]

Un ( Hc) dHc, ( 13)

把( 12)式、( 13)式代入( 10)式,再代入( 7)式,并注意到 d0 = - (2B + b1) , c0 = B+ Bc, 得到应

力函数

  U( r , H) =
B1

2
cos2H-

C1

2
sin2H ( r

- 2
+ r

2
) - B1cos2H+ C1sin2H+

       b1lnr -
( r

2
- 1)
2

b 1+ f ( r , H) ,   r > 1, ( 14)

其中 B、B1及 C1由(3) 式确定, U0( H)、Un( H) 需由圆孔边的已知面力确定, b1 = - d0- 2B ,且

d0 可由式(9) 关于 H的积分得到

  d0 =
1
2PQ

2P

0
Un( H)dH, ( 15)

( 14)式即为孔边受平衡载荷作用时的开孔无限大板平面问题应力函数的边界积分公式# 

算例 1  如图 1开孔无限大板在无穷远处单向受拉问题# 

图 1 无限大板在无穷远处单向受拉   

分析  本问题中大板在无穷远处受到 x 方向

的均布载荷,其集度为 q ,可知无穷远处的主应力为

R1 = q, R2 = 0, A= 0# 由( 3)式得到

  B 1 = -
q
2
, C1 = 0, B =

q
4
,

又孔边界无面力作用,即 U0( H) = 0, Un( H) = 0, 则

由( 13)式知

  f ( r, H) = 0,

同时

  d0 =
1
2PQ

2P

0
Un( H)dH= 0, b1 = - 2B - d0 = - 2B = -

q
2

# 

以上各式代入式( 14)得到应力函数为

  U( r , H) = -
q
4 cos2H( r

- 2
+ r

2
) +

q
2 cos2H-

q
2 lnr +

q
2

( r
2
- 1)
2 # 

由应力公式得到本问题的应力解答与普通解法
[ 1]
完全一致# 

算例 2  开孔无限大板在孔边受一对单位压力问题(图 2)# 

分析  选取孔边任意一点 A 点为基点, 令

  UA = 0,
5 U
5x A

= 0,
5 U
5y A

= 0,

则对孔边上任一点 B, 有

  U0( H) =
- sinH,   0 [ H [ P,

0,     P [ H [ 2P,
Un( H) =

sinH,   0 [ H [ P,

0,    P [ H [ 2P,
代入( 13)式积分得到

  f ( r , H) = -
rsinH

2
-

r
P

sinH# arctan
2rsinH
r

2
- 1

-
r

2
- 1
2P

# 

根据无穷远处无面力作用,由( 3)式得到

  B = B 1 = C1 = 0,
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再由( 15)式计算得到

  d0 =
1
P
, b1 = - d0 = -

1
P
,

以上各式再代入式( 14)式得到应力函数为

  U( r , H) = -
r sinH

2
-

r
P

sinH#arctan
2r sinH
r

2
- 1

-
1
P

lnr# 

图 2  开孔无限大板孔

边对径受压

2  孔边受非平衡载荷作用的圆外平面问题

圆外平面问题当其孔边受非平衡载荷作用时, 不失一般性,

我们讨论孔边 x 方向主矢量f x 不为 0, y 方向主矢量f y 为0, 且无

穷远处无面力作用的情况# 此时, 由( 3)式得到

  B = 0、B1 = 0、C1 = 0# 

则( 4)式、( 5)式简化为

  U1( z ) = -
1+ L

8P
f x lnz + 6

]

n= 0

an z
- n

, ( 4)c

  H
c
1( z ) =

3 - L
8P f x lnz + 6

]

n = 0
bn z

- n# ( 5)c

在不改变应力状态的条件下, 可以取 a0 = 0, b0 = 0# ( 5)c式积分后得到

  H1( z ) =
3 - L

8P
f x z ( lnz - 1) + 6

]

n= 1
-

1
n
bn+ 1z

- n
+ b 1lnz + Bc+ iCc,

其中, Bc、Cc为积分常数# 设 z = r eiH
, r > 1, 将上式及( 5)c式代入( 1)式并整理得到

  U( r , H) = -
r

2P
f xHsinH+

1
8P

rf xcosH[ (2- 2L) lnr - (3- L) ] +

    6
]

n= - ]
nX 0

a | n| - 1

2
r

2
-

b| n| + 1

2 | n |
r
- | n| einH

+ b1lnr + Bc, ( 16)

于是对于单位圆孔边界, 有

  U0( H) = U(1, H) = -
1
2P

f xHsinH-
1

8P
f xcosH(3 - L) +

    Bc+ 6
]

n= - ]
nX 0

a | n|- 1

2
-

b| n| + 1

2 | n |
e

i nH
, ( 17)

  Un( H) = -
5 U
5 r r= 1

=
1

2P
f xHsinH+

1
8P

(1 + L)f x cosH+

    6
]

n= - ]
nX 0

| n | - 2
2

a | n|- 1-
b | n|+ 1

2
ei nH

- b1, ( 18)

设

  U0( H) = 6
]

n= - ]
cne

inH
-

1
2P

f xHsinH, ( 19)

  Un( H) = 6
]

n= - ]
dn e

i nH
+

1
2P f xHsinH# ( 20)

类似上节的推导过程,分别对比( 17)式与( 19)式、( 18)式与( 20)式两边的系数,从中解出 an、bn

各系数,将系数 an、bn 代入( 16)式, 再次应用傅立叶级数的基本公式( 11) ,并根据( 19)式、( 20)

式,得到
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  U( r , H) = -
r

2P
f xHsinH+

1
8P

rf xcosH[ (2- 2L) lnr - (3- L) ] +

    
f xr

- 1

4P
cosH r

2
+

1- L
2

+ f 1( r , H) + f ( r , H) - d0lnr -
1- r

2

2
d 0, ( 21)

其中 f ( r , H) 与( 13)式相同,而

  f 1( r , H) = Q
2P

0

( r
2
- 1) 3

4P[ 1+ r
2
- 2r cos( H- Hc) ] 2

f x
2P
HcsinHcdHc# ( 22)

图 3 开孔无限大板在孔边  

受一段分布压力作用

对比( 21)式及( 14)式, 可见孔边受不平衡载荷作用时的应力

函数,比孔边受平衡载荷时应力函数式多了前 4项,体现了不

平衡力作用的影响# 

算例 3  如图 3所示, 开孔无限大板在孔边受一段分布

压力 q作用,其合力水平向左,设f x = - 1,即此时分布载荷的

集度 q = 1/ (2sinD)# 

分析  选取 A 点为基点,则对孔边上任一点 B , 有

  U0( H) = UB =

    

Q
H

P- D
qRsin( H- A) dA= -

1 + cos( H+ D)
2sinD

,

   P- D [ H [ P+ D,

Q
P+ D

P- D
qRsin( H- A) dA= sinH,

   P+ D [ H [ 2P,

0,   其它,

  Un( H) =
5U
5 n B

=

1 + cos( H+ D)
2sinD

,   P- D [ H [ P+ D,

- sinH,   P+ D [ H [ 2P,

0,   其它,
代入( 13)式得到

  f ( r , H) = -
( r

2
- 1) 3

2sinD Q
P+ D

P- D

1+ cos( D+ Hc)
4P[ 1 + r

2
- 2rcos( H- Hc) ] 2dHc+

       Q
2P

P+ D

( r
2
- 1)

3
sinHc

4P[ 1+ r
2
- 2r cos( H- Hc) ] 2dHc,

由( 22)式得到

  f 1( r , H) = - Q
2P

0

( r
2
- 1) 3HcsinHc

8P
2
[ 1 + r

2
- 2r cos( H- Hc) ] 2dHc,

由( 20)式可确定 d0

  d0 =
1
2PQ

2P

0
Un( H) -

1
2P

f xHsinH dH=
D

2PsinD
# 

在上例中若 D y 0,即分布力转化为一单位集中力 f x = - 1, 此时

  d0 = l im
Dy 0

D
2PsinD

=
1
2P

,

  f ( r , H) = -
1

2P
2r sinHarctan

2rsinH
r

2
- 1

+ r
2
- 1- rPsinH ,

  f 1( r , H) = - Q
2P

0

( r
2
- 1) 3

4P[ 1+ r
2
- 2r cos( H- Hc) ] 2

1
2P
HcsinHcdHc,
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以上各式代入( 21)式得到应力函数后, 进一步可求出应力分布# 

3  结   语

本文得到了在孔边分别受平衡和非平衡载荷作用的圆外平面弹性问题的边界积分公式,

可直接从边界条件得到圆外平面弹性问题应力函数的一般积分形式的解析表达式, 为圆外平

面弹性问题提供了一种直观、简单的求解方法,对于简单问题可得到解析解, 对于复杂边界条

件问题,通过数值积分进行计算也是十分方便的# 

感谢  作者感谢中科院计算数学与科学工程计算研究所( AMTV20032C05)的资助# 
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Boundary Integral Formula for the Elastic Plane Problem

of Exterior Circular Domain
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( 1. College of Sci ence , Chin a Un iv er sity of Mining &Techn ology , Xu zhou ,

Jian gsu 221008, P . R . China ;

2. Institute of Com putati on al Mathem atics and Scientif ic / Engineer in g Computing ,

Chinese Academy of Sciences , Beijin g 100080, P . R . China ;

3. In dustr ia l School , Xuzhou Norm al Un iver sity ,

Xuzhou , Jian gsu 221011, P . R . China )

Abstract: After the stress function and its normal derivative on the boundary for the plane problem of

exterior circular domain are expanded into Laurent series, comparing them with the Laurent series of

the complex stress function and making use of some formulas in Fourier series and in the convolu-

tions, the boundary integral formula of the stress function is derived further. Then the stress function

can be obtained directly by the integration of the stress function and its normal derivative on the

boundary. Some examples are given. It shows that the boundary integral formula of the stress func-

tion is convenient to be used for solving the elastic plane problem of exterior circular domain.

Key words: elastic plane problem of exterior circular domain; bi_harmonic equation; Fourier series;

stress function; boundary integral formula
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