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无限横观各向同性弹性圆柱中
刚性圆盘的扭转振动

X
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摘要:  分析了无限横观各向同性弹性圆柱中, 刚性圆盘的扭转振动问题# 绘制的图形显示了材

料的各向异性性质对应力强度因子的影响# 
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引   言

固体中裂纹或刚性夹杂的存在,会影响应力的分布和弹性波的传播# 但是,在所有结构材

料中,本质上都存在着裂纹或夹杂,包括天然缺陷和材料加工过程中产生的缺陷# 许多作者研

究了这一问题,包括各向同性介质中的夹杂问题, 例如 Embley 和 Sih[ 1, 2] , Chen[ 3] , Srivastava等

人[ 4] , Shindo等人[ 5, 6] ,Mandal和 Chosh [ 7]的研究工作# 材料固有的瑕疵,例如裂纹、脱层和孔

隙,是冶金和不连续加工造成的, 并且不易控制# 对于尖锐裂纹, 控制更加困难# 最近, Man-

dal[ 8]等人研究了无限大各向同性材料圆柱中,一枚状如圆盘的硬币( rigid penny)的扭转振动# 

但是最近几十年,各向异性材料得到越来越多的应用# 有些天然各向异性材料,如锌、镁、蓝宝

石、木材, 某些岩石和晶体,还有些人造材料, 如纤维增强复合材料, 都具有各向异性性质# 复

合材料优于传统材料的优点是其强度、弹性和其他性能[ 9]# 增强材料,从某种程度上可以看作

均匀各向异性弹性介质, 它具有某种弹性对称性, 这取决于增强的对称性# 某些玻璃纤维增强

塑料,可以看作横观各向同性材料# 因此,固体力学问题就不仅限于各向同性材料# 各向异性

材料日益增多的使用,也要求把研究拓展到各向异性介质# 鉴于此, Mondal等人[ 8]在最近的研

究中,就考虑了横观各向同性材料# 他将研究的问题的解简化为积分方程的求解并进行数值
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处理,绘制图形显示了各向异性的影响,示出了各种横观各向同性材料的应力强度因子随无量

纲频率的变化情况# 

1  问题的描述

我们考虑无限大横观各向同性材料圆柱体,并假设横切柱体的各向同性平面垂直于柱轴# 

圆柱的半径为 b1, 采用柱坐标系( r 1, H, z1) , 其 z 1轴沿圆柱轴选取, 可以方便地确定圆柱中任

意点的位置# 假定在0 [ r1 [ a, z1 = 0处,圆柱中有一半径为 a的刚性圆盘夹杂,刚性圆盘

受迫产生围绕 z 1轴的周期为2P/ X的简谐运动# 而在其他区域,即 a < r1 < b1, z 1 = 0,无应

力# 我们的问题是研究当夹杂转动时,横观各向同性圆柱内应力是怎样分布的# 显然,这时

仅有的非零位移分量为 H_分量V1,仅有的非零应力分量为 S1rH和 S1z H# 且 V1、S
1
rH、S

1
z H为r 1、z 1

和 t的函数, 而与 H无关# 本问题横观各向同性介质的应力应变关系中,具有5个独立的弹性

常数 A 11、A 12、A 13、A 33、A 44, 表示如下

  S
1
rH =

A 11 - A 12
2

5
5r 1-

1
r 1

V1, S
1
z H = A 44

5 V1
5z 1# 

对变量无量纲化

  r =
r 1
a
, z =

z 1
a
, b =

b1
a
, V =

V1
a
, SrH =

S1rH
G
, Sz H=

S1z H
G
,

其中 G = (A 11 - A 12) / 2# 无量纲应力应变关系为

  SrH=
5
5r -

1
r
V , ( 1)

  Sz H = D2
5 V
5z , ( 2)

其中   D2 = A 44/ G# ( 3)

运动方程为

  
5SrH
5r +

2SrH
r
+

5Sz H
5z =

Qa
2

G
52V
5t 2

, ( 4)

上式中 Q为材料常数# 将(1) 式和(2) 式中的 SrH、SzH代入( 4)式得到场方程

  52V
5r 2

+
1
r

5 V
5r -

V
r
2 + D2 5

2
V

5z 2
=
Qa

2

G
52V
5 t 2

# ( 5)

边界条件为

  V = - 8r e
iXt
, z = 0,   0 [ r [ 1, ( 6)

其中 8 为任意常数

  Sz H = 0, z = 0,   1 < r < b , ( 7)

  SrH= 0, r = b ,   - ] < z < ] # ( 8)

2  求 解方 法

由于刚性圆盘作周期为 2P/ X的强迫振动, 求解场方程(5) 我们先分离时间变量因子, 并

设 V = v ( r , z ) e
iXt
, 得

  
52

5r 2
+

1
r

5
5 r -

1

r
2 + D2

52

5z 2 v = -
Qa2 X2

G
v = - k

2
v , ( 9)

其中
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  k
2
=

X
2
a
2

c
2
2
, c

2
2 =

G
Q
, ( 9a)

这样时间因子 eiXt对所有场变量是通约的,可以略去# 由于研究的问题是关于平面 z = 0几何

对称的,因此考虑 z > 0时方程( 9)的解就足够了# 我们有

  v( r , z ) = Q
]

0
A 1( N) J1( Nr) e

- ( A/ D)z dN+ Q
]

0
B ( F) I1( Br ) cos

F
D
z dF, ( 10)

  SrH( r, z ) = Q
]

0
A 1( N) NJ0( Nr ) -

2
r
J1( Nr ) e

- ( A/ D) z
dN+

    Q
]

0
B( F) BI0( Br ) -

2
r
I1( Br) cos F

D
z dF, ( 11)

  Sz H( r , z ) = - DQ
]

0
AA 1( N) J1( Nr ) e

- ( A/ D) z
dN- Q

]

0
FB( F) I1( Br) sin

F
Dz dF , ( 12)

上面 3式中 A= N
2
- k

2
, B= F

2
- k

2
; A 1( N)、B( F) 为待定常数# 

由边界条件( 7)和( 6) ,有如下对偶积分方程:

  Q
]

0
A( N) J1( Nr )dN= 0,   1 < r < b, ( 13)

  Q
]

0
N- 1[ 1+ H ( N, A) ] A( N) J1( Nr )dN= p ( r ) ,   0 [ r [ 1, ( 14)

其中

  A ( N) = AA 1( N) , ( 15)

  H ( N, A) =
N
A - 1, ( 16)

  p ( r ) = - 8r + Q
]

0
B( F) I1( Br) dF# ( 17)

由边界条件( 8)有

  Q
]

0
A- 1A ( N) NJ0( bN) -

2
b
J1( bN) e- ( A/D) z dN+

    Q
]

0
B( F) BI0( bB) -

2
b
I1( bB) cos

F
D
z dF= 0

  ] B( F) = -
2D
P

1
F ( bB)Q

]

0

A( N)
A2+ F2

NJ0( bN) -
2
b
J1( bN) dN, ( 18)

其中

  F( bB) = BI0( bB) -
2
b
I1( bB)# ( 19)

为求解对偶积分( 13)和( 14) ,我们令 A ( N) 为

  A ( N) =
2 8N
PQ

1

0
tf ( t ) sin( Nt )dt , ( 20)

这样方程( 13)自动满足# 

将 A( N) 值代入积分方程( 14) ,可导出第二类 Fredholm积分方程

  f ( t ) + Q
1

0
uf ( u)K ( u, t )du = - 2, ( 21)

其中

  K ( u, t ) = K 11( u, t ) + K 12( u , t ) , ( 22)

  K 11( u, t ) =
2
PtQ

]

0
H ( N, A) sin( Nu) sin( Nt )dN, ( 23)
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  K 12( u, t ) =
4

P
2
tQ

]

0

sh( Bu) sh( Bt )
F( bB)

NK 0( bB) +
2
b
K 1( bB) dF, ( 24)

利用围道积分技巧[ 10, 11] (见附录Ñ ) ,积分 K 11( u, t ) 可以转换为如下的有限积分

  K 11( u, t ) =

2
PtQ

k

0

N

k
2
- N2

eiNusin( Nt )dN,   u > t , (25)

2
PtQ

k

0

N

k
2
- N2

e
iNt
sin( Nu )dN,   u < t , (26)

3  应力强度因子

刚性圆盘上的应力分布, 即平面 z = 0上的 SzH( r , z ) 的分布,可由方程( 12)求得,即

  Sz H( r , 0) = - DQ
]

0
A( N) J1( Nr )dN,   0 [ r [ 1# ( 27)

将( 20)式中的 A ( N) 代入,即得应力分布的表达式

  Sz H( r , 0) = -
2D8
P

rf (1)

1 - r
2
+ O(1)# ( 28)

定义应力强度因子 K SIF如下

  K SIF = lim
ry 1

-

1- r
8

Sz H( r , 0) ,   | r | < 1, ( 29)

得

  K SIF =
2D
P

| f (1) | # ( 30)

4  数 值结 果

本问题的解要藉助 Fredholm积分方程( 21)关于未知函数 f ( t ) 的解# 为确定不同 t 值的

函数f ( t ) , 我们用包含积分区间枢轴点处函数 f ( t ) 的求积公式来表述积分方程,给出一个联

立的线性代数方程组# 用正规方法求解这些代数方程,得到枢轴点处的 f ( t )# 求得 f ( t ) 后,

就可求出方程( 30) 中的应力强度因子 K SIF# 

数值计算中,我们考虑了若干横观各向同性介质# 计算中用到的弹性常数列于表 1# 
表 1 计算中的弹性常数

材料
弹性常数

A11 A12 A13 A 33 A 44

锌 1. 628 0. 508 0. 362 0. 627 0. 385

蓝宝石 4. 968 1. 109 1. 636 4. 981 1. 474

镁 5. 970 2. 620 2. 170 6. 170 1. 640

  材料常数取自文献[ 12]和文献[ 13]# 材料锌在各种 b 值时的K SIF值随无量纲频率的变化

示于图1# 图 2、图 3示出了不同 b 值时的材料各向异性对K SIF的影响# 

附  录  Ñ

积分方程( 23)中 K 11( u, t) 的积分为

K11( u , t) =
2
PtQ

]

0
H( N, A) sin( Nu) sin(Nt )dN, ( A1)
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图 1  各向异性材料(锌)的应力强度因子 K SIF 随无量纲频率 k 的变化

 图 2  b = 3. 5 时,几种各向异性材料的应力强    图 3 b = 4 时,几种各向异性材料的应力强

度因子 K SIF 与各向同性材料的比较 度因子 K SIF 与各向同性材料的比较

图 A1 方程( A1)中积分的围道

其中H ( N,A) =
N
A
- 1, A= N2 - k2# 

为进行( A1)的积分, 我们引入如下两个围道积分:

I1 = Q#
1

H( N,A)eiNusin( Nt)dN,   u > t, ( A2)

I2 = Q#
2

H( N,A)eiNt sin(Nu) dN,   u < t, ( A3)

其中 #1和 # 2为图1中定义的闭合围道, 两个支点为 ? k# 这

样 u > t 和u < t 时沿围道# 1和 # 2的 K11( u , t) 的积分可表

示为

K 11( u, t ) =

  

2
PtQ

k

0

N

k 2- N2
eiNusin( Nt)dN,   u > t , (A4)

2
PtQ

k

0

N

k 2- N2
eiNt sin(Nu)dN,   u < t, (A5)
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Torsional Oscillation of a Rigid Disk in an Infinite

Transversely Isotropic Elastic Cylinder

Sakti Pada Barik,  Mridula Kanoria,  P. K. Chaudhuri
( Depar tment of Applied Mathema tics , Univ er sity of Ca lcutta ,

92, A . P . C . Road , Kolka ta_700 009, India )

Abstract: In the present analysis torsional oscillation of a rigid disk in an infinite transversely isotrop-

ic elastic cylinder has been considered . The effects of anisotropy in the stress intensity factor have

been shown graphically.

Key words: torsional oscillation; transversely isotropic material; dual integral equation; Fredholm in-

tegral equation; contour integration
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