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有限变形下的等效应力和等效应变问题
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摘要:  重点讨论了在有限变形条件下, 弹塑性理论中的等效应力、等效应变是否仍然成立# 选择

了平面应力和平面应变下的单向压缩应力状态, 对这一问题进行了探讨# 在这两种应力状态下,

在众多的应力应变描述中,对数应变与旋转 Kirchhoff 应力得到的应力应变曲线与实验数据符合良

好# 
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引   言

小变形塑性理论的一个最成功的简化就是等效应力、等效应变的概念,将一个六维问题简

化为一个一维问题, 然而等效应力、等效应变的思想在有限变形条件下还是否成立? 这正是本

文所要关注的问题# 

在有限变形情况下, 应力应变的描述是多种多样的,选用什么应力应变对直接影响材料参

数的选择以及计算可否收敛# 黄文彬等对这一问题进行了探讨[ 1~ 3]# 

在研究有限变形的塑性理论中,人们更多的关注弹性变形与塑性变形如何分离、在塑性本

构中如何消除刚体转动的影响,而对有限变形下等效应力、等效应变的概念还是否成立关注不

够,在涉及有限变形塑性有限元方法的文献中,等效应力、等效应变的概念被广泛采用# 例如:

研究塑性损伤的 Gerson模型
[ 4]

, 孔洞的扩展和融合
[ 5]

, 界面的开裂
[ 6]
以及金属基复合材料宏

观性质等问题的文献中# 由于在有限变形中,应力、应变都有多种定义形式, 是不是对所有的

应力应变对Mises等效都成立# 

本文选择了平面应力状态和平面应变状态下的单向压缩,在这两种应力状态下,研究了小

变形的应力应变及有限变形下的三种常用的应力应变对, 比较其等效曲线符合的程度# 整个

研究遵循以下思路: 做单向压缩实验,得到压缩曲线,对于不同的应力应变对,根据等效应力、

等效应变的思想,预测侧向变形受约束时,压缩实验应满足的曲线,与实验数据进行比较,满足

好的应力应变对就是等效应力、等效应变符合好的# 由于变形都比较大, 弹性变形可以忽略,

本文采用刚塑性模型# 
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1  压 缩实 验

我们用 p 1表示单向压缩时的名义应力,定义为 p 1= P1/ A 0, �u1表示长度方向的相对缩短,

定义为 �u1 = - $l / l 0,其中 P1为轴向压力, A 0、l 0分别为初始截面面积和初始长度, p 1与 �u1的

关系可由实验测得, 由于 �u1趋向于 1时, p 1应趋向无穷大,所以用下式对实验曲线进行拟合

图 1 实验数据及拟合曲线

  p 1 =
1

1- �u 1
( a + b�un

1) , ( 1)

其中: a = 13.692MPa, b = 3. 535MPa, n = 0.455 24,

实验数据和拟合曲线符合很好,如图1所示# 

在此基础上,我们又进行了一个方向变形受

约束的压缩实验, 用 p 2 表示此时的名义应力, �u 2

表示此时的长度方向的相对缩短, 测得实验数据

也表示在图1中# 

如果等效应力、等效应变的思想成立, 两个实

验应该具有相同的等效应力应变曲线, 等效应力、

等效应变的定义式分别如下:

  �R = 1
2
[ ( Rx - Ry)

2
+ ( Ry - Rz )

2
+ ( Rz - Rx )

2
+ 6( S2xy + S2yz + S2zx) ] , ( 2)

  �E= 2
3

1
2 [ ( Ex - Ey)

2
+ ( Ey - Ez )

2
+ ( Ez - Ex )

2
+

3
2 ( C

2
xy + C

2
yz + C

2
zx) ] # ( 3)

由此我们可以由压缩曲线( 1)推得侧向约束时,压缩的预测曲线, 比较预测曲线与图 1的实验

数据是否符合, 从而判断等效应力、等效应变的思想是否成立# 

2  给定应力状态下应力应变的定义

在小变形时,应力应变的定义是唯一的, 但在有限变形时则是多种多样的, 一般认为,在本

构关系中选用什么应力应变对都是可以的,但在塑性理论中,由于等效应力、等效应变的采用,

所以应力应变并不可以任意选择, 也就是说, 并非对所有的应力应变对等效应力等效应变的思

想都成立,本文就是要对这一问题进行讨论# 
2. 1  单向压缩应力状态

首先我们给出几种最常用的应力应变在单向压缩应力状态下的表达式, A 0、l 0 分别为初

始截面面积和初始长度, A、l 分别为现实截面面积和现实长度,则:

( Ñ) 名义应力(小变形应力)、名义应变(小变形应变)

  Rx0 =
P 1

A 0
, Ex0 =

l - l 0
l 0

# ( 4)

( Ò) Eular应力、Almansi应变

  Rx1 =
P 1

A
, Ex1 =

l
2
- l

2
0

2l 2
# ( 5)

( Ó) Kirchhoff应力、Green应变

  Rx2 =
l 0

l

P 1

A 0
, Ex2 =

l
2
- l

2
0

2l 20
# ( 6)

( Ô) 旋转Kirchhoff应力、对数应变

  Rx3 =
P 1

A
, Ex3 = ln

l
l 0

# ( 7)
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试件轴向尺寸的变化直接由实验测出,横向尺寸的变化则是由体积不可压缩条件求出,但

如何描述体积不可压缩条件则有所分歧,在小变形理论中, 体积不可压缩条件被表述为:

  Eii = Ex + Ey + Ez = 0# ( 8)

而在有限变形理论中体积不可压缩应被表述为:

  J = | F | =

x , X x , Y x , Z

y , X y , Y y , Z

z , X z , Y z , Z

= 1, ( 9)

图 2  单向压缩变形

式中: ( x , y , z ) 为现实坐标, ( X , Y, Z) 为初始坐

标, ( ) , X、( ) , Y、( ) , Z分别为对X , Y , Z 的导数,只有

对数应变,二者是完全等价的, 对于其他应变, 虽

然有限变形时( 9)式是合理的,但在塑性流动法则

中, ( 8)式是被自然引入的, 而要引入( 9)式则必须

放弃传统的塑性流动法则, 并且强制( 9)式成立,

因此, ( 8)式还在被广泛采用# 所以, 本文分别就

对由( 8)式和( 9)式导出的结果进行讨论# 

2. 2  侧向约束的压缩状态
我们在单向压缩下求得不同应力应变的压缩

曲线,然后根据等效应力、等效应变的思想预测侧

向约束下的压缩曲线,为了使问题更具有一般性,我们在压缩的同时加入了刚体转动, 则试件

各点的位移如图 2所示, 长和宽分别为 l和a的矩形, 变形后为 l 1和 a1,其中: l 1 = l (1- �u 2) ,

a1 = a(1+ �v 2) ,初始坐标为( X , Y) 的点,变形后为:

  
x = X (1- �u2) cosH- Y(1 + �v 2) sinH,

y = X (1- �u2) sinH+ Y(1 + �v 2) cosH# 
( 10)

在这一应力应变状态下, 各应力应变分别为:

( Ñ) 名义应力(小变形应力)、名义应变(小变形应变)

  Rx0 = - p 2cos
2H, Ry0 = - p 2sin

2H, Rxy0 = - p 2sinHcosH, ( 11)

  Ex0 = (1 - �u2) cosH- 1, Ey0 = (1+ �v 2) cosH- 1, Exy0 = - 0. 5(�u2 + �v 2) sinH# ( 12)

( Ò) Eular应力、Almansi应变

  Rx1 = -
p 2

1+ �v2
cos2H, Ry1 = -

p 2

1+ �v2
sin2H, Rxy1 = -

p 2

1 + �v2
sinHcosH ( 13)

  

Ex1 =
1
2

1-
sin2H

(1 + �v2)
2-

cos2H
(1- �u2)

2 ,

Ey1 =
1
2

1- cos
2
H

(1 + �v2)
2-

sin
2
H

(1- �u2)
2 ,

Exy1 =
1
2

1

( 1+ �v2)
2-

1

(1- �u2)
2 sinHcosH# 

( 14)

( Ó) Kirchhoff应力、Green应变

  Rx2 = -
p 2

1- �u 2
, Ry2 = Rxy2 = 0# ( 15)

  Ex2 = 0. 5[ (1 - �u2)
2
- 1] , Ey2 = 0. 5[ (1+ �v 2)

2
- 1] , Exy2 = 0# ( 16)

( Ô) 旋转 Kirchhoff应力、对数应变
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  Rx3 = - p 2(1 - �u2) , Ry3 = Rxy3 = 0# ( 17)

  Ex3 = ln(1 - �u2) , Ey3 = ln(1 + �v 2) , Exy3 = 0# ( 18)

式中的�v2 需根据体积不可压缩条件确定,下面我们将就两种不同的体积不可压缩条件进

行研究# 

3  用 Eii = 0作为体积不可压缩条件

本小节是以( 8)式作为体积不可压缩条件,由单向压缩曲线( 1)出发, 根据不同应力应变的

定义,可以得到单向压缩时的不同的等效应力应变曲线# 
在侧向受约束的压缩中, 我们由公式( 11) ~ ( 18)同样可以得到用 p 2 表示的等效应力, 用

�u2 表示等效应变, 而此时的等效应力应变曲线应与单向压缩时相同, 由此可以由不同的应力

应变,求得不同的 p 2随 �u2 的变化关系# 

由Mises塑性流动法则: ÛEkl = ÛKSkl ,其中, Skl 为应力偏量, 对于比例加载可得全量关系: Ekl
= KSkl# 对于单向压缩情况,等效应力为: �Ri = | Rxi | ,等效应变为:�Ei = | Exi | , 对于侧向受约

束压缩情况,等效应力为

  �Ri = 3 ( Rx i - Ryi )
2
+ 4R

2
xyi 2, ( 19)

等效应变为:

  �Ei = 2 E
2
x i - ExiEyi + E

2
y i + 3E

2
xyi 3, ( 20)

这里, i取 0, 1, 2, 3, 分别代表不同的应力和应变, 对于不同的应力应变,上述等效应力、等效应

变的表达均成立# 
3. 1  名义应力与名义应变

对于单向压缩情况, 等效应力、等效应变分别为: �R0 = | Rx0 | = p 1, �E0 = | Ex0 | = �u1, 则应

力应变曲线为:

  �R0 = 1
1- �E0

( a + b�En0) ( 21)

对于侧向受约束且含刚体转动的压缩问题,等效应力、等效应变分别为:

  �R0 = 3
2

| Rx0 | =
3
2
p 2, ( 22)

  �E0 =
2

3
�u2- 1+

1
cosH

# ( 23)

由( 23)式可以看到,名义应变的等效应变中包含转角 H, 也就是说,转动会引起等效应变,

所以, 名义应力、名义应变是绝对不适合用来描述有限变形的,因为它无法消除刚体转动的影

响,由于等效应力应变曲线应满足( 21)式,由此可得:

  p 2 =
1

3
2
- �u2- 1+

1
cosH

a + b
2

3
�u2- 1+

1
cosH

n

# ( 24)

( 24)式即为在小变形理论下,根据等效应力、等效应变的思想, 由单向压缩应力应变曲线预测

的有侧向约束且有转动时的压缩曲线, 由于小变形理论不能消除刚体转动的影响, ( 24)式中包

含 H, 所以显然不可取# 

3. 2  Almansi应变与 Eular应力

在单向压缩时:

  �E1 = | Ex1 | =
1
2

1

(1- �u 1)
2 - 1 # ( 25)
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等效应力应变曲线为:

  �R1 = | Rx1 | = p 1(1- �E1) = (1- �E1) 1+ 2�E1 a + b(1 - 1/ 1+ 2�E1)
n # ( 26)

对于有侧向约束的压缩问题

  �E1 = 1

3

1
(1- �u 2)

2 - 1 # ( 27)

  �R1 = 3
2

p 2

1 + �v 2
=

3
2 p 2 1- 3�E1, ( 28)

应与平面应力状态有同样的应力应变曲线,所以可以得到, 平面应变压缩时的下压力与下压率

的关系为:

  p 2 =
2(1- �E1) 1+ 2�E1

3- 3 3�E1
a + b (1- 1/ 1+ 2�E1)

n , ( 29)

其中, �E1由( 27)式确定# 至此,我们得到了由 Almansi应变与 Eular应力预测的、有侧向约束的

压缩曲线# 

3. 3  Green应变与Kirchhoff应力

在单向压缩时:

  �E2 = | Ex2 | = 0. 5[ 1- (1- �u 1)
2
] , ( 30)

等效应力应变曲线为:

  �R2 = | Rx2 | =
p 1

1- �u 1
=

1
1- 2�E2

a + b(1 - 1- 2�E2 )
n # ( 31)

对于有侧向约束的压缩问题

  �E2 = 2

3
| Ex2 | =

1

3
[ 1- (1- �u 2)

2
] , ( 32)

  �R2 = 3
2

| Rx2 | =
3
2

p 2

1 - �u2
=

3
2

p 2

1- 3�E2
, ( 33)

应与平面应力状态有同样的应力应变曲线,所以可以得到, 平面应变压缩时的下压力与下压率

的关系为:

  p 2 =
2

3

1 - 3�E2
1 - 2�E2

a + b(1 - 1- 2�E2 )
n

, ( 34)

其中, �E2由( 32)式确定# 至此,我们得到了由 Green应变与Kirchhoff应力预测的,有侧向约束

的压缩曲线# 

3. 4  对数应变与旋转Kirchhoff应力

在单向压缩时:

  �E3 = | Ex3 | = - ln(1- �u 1) , ( 35)

等效应力应变曲线为:

  �R3 = | Rx3 | = p 1exp(- �E3) = a + b(1 - exp(- �E3) )
n# ( 36)

对于有侧向约束的压缩问题

  �E3 = 2

3
| Ex3 | = -

2

3
ln(1- �u 2) , ( 37)

  �R3 = 3
2 | Rx3 | =

3
2 p 2(1- �u2) , ( 38)

应与平面应力状态有同样的应力应变曲线,所以可以得到, 平面应变压缩时的下压力与下压率
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的关系为:

  p 2 =
2

3(1 - �u2)
a + b(1 - �u2)

2/ 3
)
n # ( 39)

我们得到了由对数应变与旋转 Kirchhoff应力预测的,有侧向约束的压缩曲线# 

4  用 J = 1作为体积不可压缩条件

在上一节中,我们详细讨论了以( 8)式作为体积不可压缩条件时,用各种常用的应力应变

对的等效应力、等效应变的思想,预测的有侧向约束的压缩曲线,但是,很明显对于有限变形体

积不可压缩条件应为( 9)式,可是,由于Misess 塑性流动法则就自然包含了( 8)式,而只有对数

应变( 8)式和( 9)式是等价的, 对于其他应变,要放弃( 8)式就必须放弃Misess塑性流动法则,为

此我们提出了一个修正的 Misess塑性流动法则,采用Misess塑性流动法则的全量理论,则有:

  Exi = Ki ( Rx i - Ri ) , Ey i = Ki ( Ryi - Ri ) , Ezi = Ki ( Rz i - Ri ) , ( 40)

式中, i 取不同的数值,代表有限变形下的不同的应力应变对, Ri 在小变形或满足( 8)式时为平

均应力,在有限变形时是未定值,由体积不可压缩条件( 9)式确定, 由( 40)式可得,在平面应变

条件下有:

  Rz i = Ri =
Rxi Eyi - Ry iEx i
Eyi - Exi

# ( 41)

在本节中, 我们将采用( 9)式作为体积不可压缩条件, 预测有侧向约束且含刚体转动时的

压缩曲线# 

4. 1  J = 1下的等效应力等效应变及塑性 Poisson比

在小变形条件下,塑性 Poisson比 Lp = 0. 5, 在有限变形下,采用( 9)式作为体积不可压缩

条件, 则并不是所有应变的塑性 Poisson比 Lp都是 0. 5[ 5] , 我们首先在单向压缩条件下对此进

行讨论# 

在单向压缩时, 根据塑性 Poisson比 Lp 定义有

  Eyi = Ezi = - Lp iEx i# ( 42)

由体积不可压缩条件( 9)式,及各应变的定义( 4) ~ ( 7)可得:

  
Lp0 =

1- 1 - �u1

�u1 1- �u 1

, Lp1 =
(1- �u 1)

2

2 - �u1
,

Lp2 =
1

(1- �u 1) (2- �u 1)
, Lp3 = 0. 5# 

( 43)

由( 43)式可见,并不是所有的 Lp都恒等于0. 5, 只有对数应变的 Lp恒等于0. 5, 而(8) 式等价于

Lp = 0. 5, 因此,除了对数应变外,对于其他的应变( 8)式不再成立# 

相应的等效应力、等效应变为

  �Ri = | Rxi | , �Ei =
2
3
(1 + Lpi ) | Ex i | # ( 44)

对于带刚体转动的有侧向约束的压缩问题相应的等效应变为

  �Ei =
2
3

E2xi - Exi Eyi + E2y i + 3E2xyi , ( 45)

等效应力为

  �Ri = 1
2 [ Rxi - Ryi )

2
+ ( Ryi - Rz i )

2
+ ( Rz i - Rx i )

2
+ 6S

2
xyi ] , ( 46)

由( 9)式可得 ( 1- u2) (1 + v2) = 1,令 c = 1 - u2,则 1 + v2 = 1/ c# 
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4. 2  Almansi应变与 Eular应力

在单向压缩时:

  �E1 =
2
3
(1+ Lp1) | Ex

1
| =

1
3
(1 + Lp1)

1

(1 - �u1)
2 - 1 =

    1
3

1

(1 - �u1)
2- (1 - �u1) # ( 47)

求解方程( 47) ,可得合理解为

  �u1 = 1 + �E1-
3 0. 5 - �E31+ 0. 25 - �E31 +

3 0. 5 - �E31- 0. 25 - �E31# ( 48)

将( 48)代入( 43)式可得 Poisson比随等效应变的变化曲线, 等效应力为

  �R1 = | Rx1 | = p 1(1- �u1) = a + b�un
1, ( 49)

式中 �u1由( 48)式确定, ( 49)即给出了等效应力应变曲线# 

对于带刚体转动的有侧向约束的压缩问题将( 14)代入( 45)可得

  �E1 =
1 - c

2

3c2
1 + c

2
+ c

4# ( 50)

将( 13)、( 14)式代入( 41)式可得

  Rz1 = -
p 2 c

3

1+ c
2# ( 51)

将( 13)和( 51)式 代入( 46)式可得

  �R1 = p 2
c 1+ c

2
+ c

4

1+ c
2 # ( 52)

应与平面应力状态有同样的应力应变曲线,所以可以得到, 平面应变压缩时的下压力与下压率

的关系为:

  p 2 =
1 + c

2

c 1+ c
2
+ c

4
( a + b�un

1) , ( 53)

式中, �u1由( 48)式及( 50)式确定,由此可得由Almansi应变与 Eular应力预测的、有侧向约束的

压缩问题的下压力 p 2 与下压率 �u 2之间的关系# 

4. 3  Green应变与Kirchhoff应力

在单向压缩时:

  �E2 = 2
3 (1+ Lp2) | Ex2 | =

1
3 (1+ Lp2) 1 - (1 - �u1)

2
=

    1
3

1
1- �u1

- (1 - �u1)
2 # ( 54)

方程的合理解为:

  �u1 = 1 - 3 0. 5 + �E32+ 0. 25 + 3 0. 5- �E32+ 0. 25# ( 55)

等效应力应变曲线为:

  �R2 = | Rx2 | =
p 1

1- �u 1
=

1

(1- �u1)
2( a + b�un

1)# ( 56)

( 56)为等效应力应变曲线,式中 �u 1由( 55)式确定# 

对于带刚体转动的有侧向约束的压缩问题

  �E2 = 1 - c
2

3c2
1 + c

2
+ c

4# ( 57)

将( 15)、( 16)式代入( 41)式可得
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  Rz2 = -
p 2

c(1+ c
2
)
# ( 58)

将( 15)和( 57)式 代入( 46)式可得

  �R2 =
p 2

c(1+ c
2
)

1 + c
2
+ c

4
, ( 59)

应与( 56)相同,所以可以得到:

  p 2 =
( a + b�u

n
1)

(1- �u 1)
2

c(1 + c
2
)

1+ c
2
+ c

4
# ( 60)

式中的 �u 1由(55) 式确定, (55) 式中的�E2由(57) 式确定,而 c = 1- �u 2, 所以, ( 60)式给出了由

Green应变与 Kirchhoff应力预测的,侧向约束时下压力与下压率的关系# 

5  结   果

图3给出了分别以( 8)式和( 9)式作为体积不可压缩条件时, 由单向压缩实验数据得到的

不同应力应变对的等效应力等效应变曲线,由图中可以看到,不同的应力应变对的曲线完全不

同,在单向压缩时,只有 R3_E3和以(9) 式作为体积不可压缩条件时的 R1_E1的应力应变曲线可

以用幂硬化拟合,其他的应力应变曲线则无法用幂硬化函数拟合,如果发生了误用, 会引起很

大的误差# 

图 3  由单向拉伸实验得到的      图 4  由不同算法预测的有侧向约束

等效应力等效应变曲线 时的压缩曲线与实验的比较

图4给出了分别以( 8)式和( 9)式作为体积不可压缩条件时, 由单向压缩实验曲线,根据不

同应力应变对的等效应力、等效应变的思想, 预测的有侧向约束时的压缩曲线,由图中可以看

到,不同的应力应变对的曲线完全不同,与实验数据进行比较,我们可以看到,旋转 Kirchhoff应

力和对数应变的预测曲线与实验曲线最为符合, 以( 8)式作为体积不可压缩条件时, R1_E1 及

R2_E2 曲线的变形都受到限制, R1_E1的�u 2 [ 1- 1/ 2 = 0. 293, R2_E2的 �u2 [ 1- 1- 3/ 2 =

0. 634,即当下压率超过这一限制则无法求出问题的解, 但是, 在变形不太大时, 与实验数据符

合较好,特别是 R1_E1# 以(9) 式作为体积不可压缩条件时, R1_E1 和 R2_E2都可求出全程解,但

与实验数据符合的都不是很好,而且,即使是变形不太大时就已经符合的不是很好, 即当下压

率小于0. 2时, (9) 式作为体积不可压缩条件时的结果还没有(8) 式的结果好,说明应力应变对

R1_E1 和 R2_E2的等效应力、等效应变的理论都不成立,图中 R0_E0的曲线我们给出的是 H= 0时

的情况,可以看到预测结果在没有旋转的情况下并不明显的比有限变形除对数应变的其它结

果差,但由(27) 式可以看到,若包含转动则会明显恶化, 我们令其边压缩,边做刚体转动, �u 2 =
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0. 5时, H= 45b,则其结果已比其他有限变形的结果都差# 只有 R3_E3在全程都与实验数据符

合良好,而且,对数应变的体积不可压缩条件( 8)式与( 9)式等价,所以,小变形塑性理论的成果

都可无障碍地推广至有限变形# 

6  结   论

综上所述, 由于除对数应变以外的其他应变, 在进行塑性计算时都存在两个重大问题,

( Ñ)体积不可压缩条件( 8)式在有限变形时不成立, 所以, 小变形塑性理论中的塑性流动法则

必须放弃,本文在一维情况下提出了一种修正方案, 但要应用至三维还有障碍; ( Ò)等效应力
等效应变的思想在有限变形范围不再成立# 由于上述两个问题的存在,现有的小变形塑性理

论无法推广至有限变形, 如果要使用上述应力应变对则必须建立全新的有限变形塑性理论# 

而选用对数应变和旋转Kirchhoff应力则无上述问题, 小变形塑性理论的成果都可无障碍地推

广至有限变形# 由此可见, 建立有限变形塑性理论的最佳途径就是选用对数应变和旋转

Kirchhoff应力# 
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Effective Stress and Strain in Finite Deformation

ZHOU Zhe,  QIN Ling_li,  HUANG Wen_bin,  WANG Hong_wei

( Applied Mechan ics In stitute , China Agr icultur al Un iver sity ,

Beijing 100083, P . R . China )

Abstract: Whether the concept of effective stress and strain in elastic_plastic theory is still valid un-

der the condition of finite deformation was mainly discussed. The uni_axial compression experiments

in plane stress and plane strain states were chosen for study. In the two kinds of stress states, the

stress_strain curve described by logarithm strain and rotated Kirchhoff stress matches the experiments

data better than the curves defined by other stress_strain description.

Key words: finite deformation; plastic constitutive; effective stress; effective strain; volume invar-i

ability
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