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摘要:  在 Boussinesq 方程组求解方面, 用平面动力系统的分支理论研究了一类变形的 Boussinesq

方程组的行波解分支# 得到了不同参数条件下的分支集、相图及所有孤立波和扭波的精确公式# 
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引   言

本文考虑以下一类变形的 Boussinesq方程组的行波解

  
H t + (Hu) x + uxxx = 0,

u t + H x + uux = 0,
( 1)

这是一个关于水波的方程组,其中 u( x , t ) 是水波的波速,H ( x , t ) 是水的总深度, 下标表示偏

导数[ 1~ 5]# 

为了求得方程组( 1)的行波解,并使其满足下列条件

  uc( N) , ud( N) , uÊ ( N) , Hc( N) y 0, | N| y ] ,

我们引入如下变换

  H ( x , t ) = U( N) , u( x , t ) = W( N) , N= x - Kt , ( 2)

其中 K是待定的参数# 
把式( 2)代入方程组( 1)中,方程组( 1)变为如下形式

  
- KUc( N) + ( U( N) W( N) )c+ WÊ ( N) = 0,

- KWc( N) + Uc( N) + W( N) Wc( N) = 0# 
( 3)

从方程组( 3)的第 2个方程, 我们可以得到

  Uc( N) = KWc( N) - WWc = Wc( N) ( K- W( N) )# ( 4)

把式( 4)代入方程组( 3) ,可以得到如下方程

  - K( K- W( N) ) Wc( N) + ( U( N) W( N) )c+ WÊ ( N) = 0# ( 5)
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对方程( 5)两边关于 N积分得到

  U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, ( 6)

其中 c1是积分常数# 
把式( 6)代入式( 5)后,我们可以得出

  ( W)c( N) -
3
2
W2

( N) + 3KW( N) - K2
+ c1 + WÊ ( N) = 0# ( 7)

再对方程( 7)关于 N积分可以得到如下方程

  -
1
2 W

3
( N) +

3
2 KW

2
( N) - ( K

2
- c1) W( N) + Wd( N) - c2 = 0, ( 8)

其中 c2是积分常数# 

令 y = Wc( N) , 可以得到下面的行波解方程组,它是一个平面自治系统[ 6~ 9]

  
Wc( N) = y ,

yc( N) =
1
2
W3

( N) -
3
2
KW2

( N) + ( K2
- c1) W( N) + c2# 

( 9)

观察方程组( 9) , 可以看出它是一个具有如下Hamilton函数的平面Hamilton系统[ 1~ 5]

  H( W, y ) =
1
2

y
2
-

1
8
W4

( N) +
1
2
KW3

( N) -
1
2
K2W2

( N) +

    1
2

c1W
2
( N) - c2W( N) = h# ( 10)

假设 u( x , t ) = W( x - ct ) = W( N) 是方程组(1) 的在 N I (- ] , ] ) 上的连续解, 并且

limNy ] W( N) = A和 limNy- ] W( N) = B# 则下面两个结论是众所周知的:

( � ) 如果 A= B,那么 u( x , t ) 称为孤立波解;

( � ) 如果 A X B,那么 u( x , t ) 称为扭波解# 

一般来说, 方程组( 1)的一个孤立波解对应方程组( 9)的一个同宿轨道# 方程组( 1)的一

个扭波解对应方程组( 9)的一个异宿轨道# 同样,方程组( 9)的一个周期轨道对应着方程组( 1)

的一个周期行波解# 因此,为了考察方程组( 1)的孤立波和扭波的所有分支, 我们就必须找出

Hamilton系统( 9)在参数空间 ( K, c1, c2) 下对应的周期环、同宿和异宿轨道# 在我们的研究中,

平面动力系统的分支理论起着重要的作用[ 6~ 9]# 

本文的内容是这样安排的,在第 1节里研究了平面Hamilton系统( 9)的分支集和相图# 在
图2、4、6所示的参数条件下,在第 2节里, 给出系统( 9)所有的孤立波解和扭波解(反扭波解)

的精确公式# 

1  系统( 9)的分支集和相图

在这节里,研究平面Hamilton系统( 9)的分支集及相图# 显然,在 ( W, y ) _平面上,系统( 9)

的平衡点的横坐标是函数

  f ( W) = W3
( N) - 3KW2

( N) + 2( K2
- c1) W( N) + 2c2 ( 11)

的零点# 并且

  f c( W) = 3W2
( N) - 6KW( N) + 2( K2

- c1)# 

若 $ = 12K
2
+ 24c1 > 0, 则两个零点为

  W
*
1, 2 = K?

3K2
+ 6c1

3 # 

若 ( We, 0) 是系统( 9)的平衡点,则在这一点处系统( 9)所决定的 Jacobi行列式为
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  J ( We , 0) = -
3
2
W2

e ( N) + 3KWe ( N) - K2
+ c1 = -

1
2

f c( We) # 

根据平面动力系统的理论知道, 若 J ( We, 0) > 0(或< 0) ,则平衡点( We , 0) 是一个中心(或是一

个鞍点) ; 若 J ( We, 0) = 0且其 Poincar�指标为零,则( We, 0) 是一个尖点# 对上列事实作定性分

析,可得到下列结果:

假设

  f ( W) = W3
( N) - 3KW2

( N) + 2( K2
- c1) W( N) + 2c2 =

     ( W- W1) ( W- W2) ( W- W3) , ( 12)

其中   W1 [ W2 [ W3# 

在以下这部分, 将对参数的不同情形进行讨论# 

情形 Ñ  K2
= c1

在这种情况下, W*
1 = 2K, W*

2 = 0# 在( K, c2) 参数平面上,有 3条分支曲线

  L 1: c2 = 0, L2: c2 = 2K3
, L 3: c2 = K3

,

这3条曲线把 ( K, c2) 平面分成 6个区域: A1~ A6,见图 1# 

图 1 当 K
2
= c1 时,式( 9)的参

数平面的分割及分支曲线

当 ( K, c2) I L 1时,有

  f ( W) = W
3
- 3KW

2
= 0,

其 3个根为 W1 = 0, W2 = 0, W3 = 3K# 把这 3个根分

别代入系统( 9)的线性化系统的行列式, 得到

J ( W1, 0) = 0, J ( W2, 0) = 0, J ( W3, 0) = -
9
2 K

2
,

此时,系统( 9)有一个尖点和一个鞍点# 

当 ( K, c2) I L 2, 有

f ( W) = W3
- 3KW2

+ 4K3
= ( W+ K) ( W+ 2K) 2

,

其 3个根为 W1 = - K, W2 = W3 = 2K# 把这 3个根分

别代入系统 ( 9)的线性化系统的行列式,得到

J ( W1, 0) = -
9
2
K2

, J ( W2, 0) = 0, J ( W3, 0) = 0,

此时,系统( 9)也有一个尖点和一个鞍点# 

当 ( K, c2) I L 3时,有

  f ( W) = W3
- 3KW2

+ 2K2
= ( W- ( 1- 3) K) ( W- K) ( W- (1 + 3) K) ,

其 3个根为 W1 = (1- 3) K, W2 = K, W3 = (1+ 3) K# 把这3个根分别代入系统( 9)的线性化

系统的行列式, 得到

  J ( W1, 0) = - 3K
3
< 0, J ( W2, 0) =

3
2 K

2
> 0, J ( W3, 0) = - 3K

2
< 0,

此时,系统( 9)有一个中心和两个鞍点,且 H( W1, 0) = H( W3, 0)# 则有系统( 9)的两条连接两

个鞍点的两条异宿轨# 

图2显示了当 K
2
= c1时,系统( 9)的相图分支# 

情形 Ò  K2
> c1

作变换

  ( K2
- c1) N y F,

1

K2
- c1

W y <,
1

K2
- c1

y y y , ( 13)
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( a) ( c2 , K) I L1 , K> 0     ( b) ( c2, K) I A 1    ( c) ( c2, K) I L 3, K> 0

  ( d) ( c2, K) I A 2     ( e) ( c2, K) I L 2, K> 0    ( f) ( c2 ,K) I A 3

( g) ( c2 , K) I L1 , K< 0     ( h) ( c2, K) I A 4    ( i) ( c2 ,K) I L3, K< 0

  ( j) ( c2, K) I A 5     ( k) ( c2 ,K) I L2, K< 0     ( l) ( c2, K) I A 6

图 2  当 K2 = c1时,系统(9)的相图分支

则系统( 9)可以变为

  

d<
dF

=
1

K2
- c1

y ,

dy
dF

=
1
2
<3

-
3
2

e<2
+ <+ c

*
,

( 14)

其中   e = K/ K
2
- c1, c

*
= (1/ ( K

2
- c1) )

3/ 2
c2# 

系统( 14)的Hamilton函数为
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  H( <, y ) =
1

2( K2
- c1)

y
2
-

1
8
<4

+
1
2

e<3
-

1
2
<2

- <c* # ( 15)

显然,在 ( <, y ) _平面上,系统( 14)的平衡点的横坐标是函数

  f 1( <) = <3
- 3e<2

+ 2 <+ 2c
*

= ( <- <1) ( <- <2) ( <- <3)

的零点,其中 <1 [ <2 [ <3# 注意到

  f
c
1( <) = 3<

2
- 6e<+ 2,

因此, f
c
1( <) 有两个零点, 分别为

图 3 当 K2 > c1 时,系统(14)的参数

平面的分割及分支曲线

  <*
1, 2 =

1
3

(3e ? 9e
2
- 6)# 

在 ( e, c
*

) _参数平面上,存在 5条分支曲线

  L 1: c
*

=
3e

2
- 2
9

9e
2
- 6 - e + e

3
,

  L 2: c
*

=
- 3e

2
+ 2

9
9e

2
- 6 - e + e

3
,

  L 3: c
*

= e
3
- e

及    e = -
6
3

, e =
6
3

# 

设 ( <e, 0) 是系统( 14)的一个平衡点,则在这一

点,系统( 14)所决定的 Jacobi行列式具有如下形式

  J ( <e , 0) =
- 1

2( K2
- c1)

f
c
1( <e )# 

3条分支曲线把 ( K, c
*

) _平面分成 9个区域: B1 ~

B9, 见图 3# 

当 ( e, c
*

) I L 1时,得到

  f 1( <) = <3
- 3e<2

+ 2 <+
6e

2
+ 4
9

9e
2
- 6 - 2e + 2e

3
= 0,

即    9<3
- 27e<2

+ 18<+ (6e
2
+ 4) 9e

2
- 6 - 18e + 18e

3
= 0# 

其3个根分别为

  <1 = - 2 3e
2
+ 2
9

9e
2
- 6

1/ 3

+ e, <2 = <3 =
3e

2
+ 2
9

9e
2
- 6

1/ 3

+ e# 

当 ( e, c
*

) I L 2时,有

  f 1( <) = <3
- 3e<2

+ 2 <+
- 6e

2
+ 4

9
9e2

- 6 - 2e + 2e
3

= 0,

即    9<
3
- 27e<

2
+ 18<+ (- 6e

2
+ 4) 9e

2
- 6 - 18e + 18e

3
= 0# 

其3个根分别为

<1 = - 2
- 3e

2
+ 2

9
9e

2
- 6

1/ 3

+ e, <2 = <3 =
- 3e

2
+ 2

9
9e

2
- 6

1/ 3

+ e# 

当 ( e, c
*

) I L 1, L 2时, 系统( 14)有一个尖点和一个鞍点# 

当 ( e, c
*

) I L 3时,有

  f 1( <) = <3
- 3e<2

+ 2 <+ 2c
*

= ( <- e) ( <2
- 2e<- 2e2

+ 2) = 0# 

其3个根分别为

  <1 = e - 3e
2
- 2, <2 = e, <3 = e + 3e

2
- 2# 
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把这 3个根分别代入系统( 14)的线性化系统的行列式, 得到

  J ( <1, 0) = -
1

2( K2
- c1)

(6e
4
- 4) < 0,

  J ( <2, 0) = -
1

2( K2
- c1)

(3e
2
+ 2) > 0,

  J ( <3, 0) = -
1

2( K2
- c1)

(6e
4
- 4) < 0,

这里 e > 6/ 3或 e < - 6/ 3# 

当 ( e, c
*

) I L 3时,系统(14) 有一个中心和两个鞍点, 且 H( W1, 0) = H( W3, 0) , 则有式

( 14)的两条连接两个鞍点的两条异宿轨# 

  ( a) ( e, c* ) I B1    ( b) ( e, c * ) I L 2, e > 6/ 3   ( c) ( e, c* ) I B 2

 ( d) ( e, c* ) I L3 , e > 6/ 3     ( e) ( e, c* ) I B3   ( f) ( e, c* ) I L1, e > 6/ 3

  ( g) ( e, c * ) I B4      ( h) ( e , c* ) I B6   ( i) ( e, c* ) I L 1, e < - 6/ 3

  ( j) ( e, c* ) I B 7    ( k) ( e, c* ) I L3, e < - 6/ 3   ( l) ( e, c* ) I B8
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( m) ( e, c* ) I L2 , e < - 6/ 3    ( n) ( e, c* ) I B9

图 4  当 K2 > c1 时,系统( 14)的相图分支

图4显示了当 K
2
> c1时,系统( 14)的相图分支# 

情形 Ó  K
2

< c1

作变换

  ( c1 - K2
) N y G, 1

c1 - K2 W y H, 1
c1 - K2 y y y , ( 16)

则式( 9)变为

  

dH
dG =

1

c1 - K
2y ,

dy
dG

=
1
2
H3

-
3
2

eH2
- H+ c

*
,

( 17)

其中   e = K 1/ ( c1 - K2
) , c

*
= (1/ ( c1 - K2

) )
3/ 2

c2# 

系统( 17)的Hamilton函数为

  H( H, y ) =
1

2( c1 - K2
)
y

2
-

1
8
H4 +

1
2

eH3
+

1
2
H2

- Hc* # 

显然,在 ( H, y ) _平面上,系统( 17)的平衡点的横坐标是函数

  f 2( H) = H3
- 3eH2

- 2H+ 2c
*

= ( H- H1) ( H- H2) ( H- H3)

的零点# 其中 H1 [ H2 [ H3# 注意到

  f
c
2( H) = 3H2

- 6eH- 2,

图 5  当 K2 < c1 时,系统( 17)的参

数平面的分割及分支曲线

f
c
2( H) 的两个零点分别为

  H*
1, 2 =

1
3

(3e ? 9e
2
+ 6)# 

设 ( He , 0) 是系统( 17)的一个平衡点# 则在这一
点,系统( 17)所决定的 Jacobi行列式有如下形式

  J ( He , 0) = -
1

2( c1 - K2
)
f c( He )# 

在 ( e, c
*

) _参数平面上,存在 3条分支曲线

  L 1: c
*

=
3e

2
+ 2
9

9e
2
+ 6 + e + e

3
,

  L 2: c
*

=
- 3e

2
- 2

9
9e

2
+ 6 + e + e

3
,

  L 3: c
*

= e + e
3# 

这 3条分支曲线把 ( K, c
*

) _平面分成 4 个区域: C1

~ C4, 见图 5# 
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当 ( e, c
*

) I L 1时,有

  f 2( H) = H3
- 3eH2

- 2H+ 6e
2
+ 4
9

9e
2
+ 6 + 2e + 2e3

= 0,

即    9H3
- 27eH2

- 18H+ (6e
2
+ 4) 9e

2
+ 6 + 18e + 18e

3
= 0# 

其3个根分别为

  H1 = - 2
3e2

+ 2
9

9e
2
+ 6

1/ 3

+ e, H2 = H3 =
3e

2
+ 2
9

9e
2
+ 6

1/ 3

+ e# 

当 ( e, c
*

) I L 2时,有

  f 2( H) = H
3
- 3eH

2
- 2H-

6e
2
+ 4
9

9e
2
+ 6 + 2e + 2e

3
= 0,

即    9H3
- 27eH2

- 18H- (6e
2
+ 4) 9e

2
+ 6 + 18e + 18e

3
= 0# 

其3个根分别为

  H1 = H2 = -
3e

2
+ 2
9

9e
2
+ 6

1/ 3

+ e, H3 = 2
3e

2
+ 2
9

9e2
+ 6

1/ 3

+ e# 

当 ( e, c
*

) I L 1, L 2时, 系统( 17)有一个尖点和一个鞍点# 

当 ( e, c
*

) I L 3时,有

  f 2( H) = H3
- 3eH2

- 2H+ 2( e + e
3
) = ( H- e) ( H2

- 2eH- 2e
2
- 2) = 0# 

其3个根分别为

  H1 = e - 3e
2
+ 2, H2 = e, H3 = e + 3e

2
+ 2# 

把这 3个根分别代入系统( 17)的线性化系统的行列式, 得到

  J ( H1, 0) = -
1

2( c1 - K
2
)
(6e

4
+ 4) < 0,

  J ( H2, 0) = -
1

2( c1 - K
2
)
(- 3e

2
- 2) > 0,

  J ( H3, 0) = -
1

2( c1 - K
2
)
(6e

4
+ 4) < 0# 

当 ( e, c
*

) I L 3时, 系统(17) 有一个中心和两个鞍点,且 H( H1, 0) = H( H3, 0) , 则有系统( 17)

的两条连接两个鞍点的两条异宿轨# 

图6显示了当 K2
< c1时,系统( 17)的相图分支# 

2  由图 2, 4, 6中相图确定的孤立波解和扭波解

在这一节里,将给出图 2、4、6的相图所讨论的在各种参数条件下的所有孤立波与扭结波

的精确公式,通过对行波系统( 9)与Hamilton函数( 10)的计算,得到了下列结果:

情形 Ñ  K2
= c1 (见图2)

记

  p 1i = 3Wi ( Wi - 2K) , q1i = K- Wi ,

  r1i =
- W

2
i + 2KWi + 2K

2

2
, X1i =

6Wi ( Wi - 2K)
2

,   i = 1, 3,

其中 Wi ( i = 1, 3) 是在第 1节定义的函数 f ( W) 的两个根# 

1) 当 ( K, c2) I 图2中( b)和( j)时,方程组( 1)有下列峰状孤波解
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u( x , t ) = W( N) = W1 +

p 11

q11 + r11cosh( X11N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W

2
( N) + c1, N= x - Kt ;

2) 当 ( K, c2) I 图2中( d)和( h)时,方程组( 1)有下列峰状孤波解

  
u( x , t ) = W( N) = W3 +

p 13

q13 - r13cosh( X13N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt ;

3) 当 ( K, c2) I 图2中( c)和( i)时,方程组( 1)有下列扭波与反扭波解

  
u( x , t ) = W( N) = (1 º 3) Kcoth( 3N) ,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt# 

  ( a) ( e, c* ) I C1      ( b) ( e, c* ) I L 2     ( c) ( e , c* ) I C2

  ( d) ( e, c* ) I L3      ( e) ( e, c* ) I C3      ( f) ( e, c* ) I L1

图 6  当 K2 < c1 时,系统( 17)的相图分支

情形 Ò  K2
> c1 (见图4)

在这种情形下, 从第 1节可以看出

  c2 S c3 =
1

K2
- c1

- 3/ 2
3e

2
- 2
9

9e
2
- 6 - e + e

3
,

  c2 S c4 =
1

K2
- c1

- 3/ 2
- 3e

2
+ 2

9
9e

2
- 6 - e + e

3
,

  c2 S c5 =
1

K2
- c1

- 3/ 2

[ e
3
- e] ,

这里的 c3、c4、c5 分别对应当( e, c
*

) I 图3中 L 1, L 2, L3 时 c2 的值# 记

  p 2i = 3W2
i - 6KWi + 2( K- c1) , q2i = K- Wi ,

  r2i =
- W2

i + 2KWi + 2c1

2 , X2i =
6Wi ( Wi - 2K) + 2( K2

- c1)

2 ,   i = 1, 3,
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其中 Wi ( i = 1, 3) 是在第 1节定义的函数 f ( W) 的两个根# 

1) 当 ( e, c
*

) I 图 4中( c)和( l)时,方程组( 1)有下列峰状孤波解

  
u( x , t ) = W( N) = W1 +

p 21

q21 + r21cosh( X21N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt ;

2) 当 ( e, c
*

) I 图 4中( e)和( j)时,方程组( 1)有下列谷状孤波解

  
u( x , t ) = W( N) = W3 +

p 23

q23 - r23cosh( X23N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt ;

3) 当 ( e, c
*

) I 图 4中( d)和( k)时,方程组( 1)有下列扭波与反扭波解

  
u( x , t ) = W( N) = ( Kº K

2
+ 2c1) coth( K

2
+ 2c1N) ,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt# 

情形 Ó  K2
< c1 (见图6)

在这种情形下, 从第 1节可以看出

  c2 S c6 =
1

c1 - K2

- 3/ 2
3e

2
+ 2
9

9e
2
+ 6 + e + e

3
,

  c2 S c7 =
1

c1 - K2

- 3/ 2
- 3e

2
- 2

9
9e

2
+ 6 + e + e

3
,

  c2 S c8 =
1

c1 - K2

- 3/ 2

[ e
3
+ e]# 

这里的 c6、c7、c8 分别对应当( e, c
*

) I 图5中 L 1, L 2, L3 时 c2 的值# 记

  p 3i = 3W
2
i - 6KWi + 2( K- c1) , q3i = K- Wi ,

  r3i =
- W2

i + 2KWi + 2c1

2 , X3i =
6Wi ( Wi - 2K) + 2( K2

- c1)

2 ,   i = 1, 3,

其中 Wi ( i = 1, 3) 是在第 1节定义的函数 f ( W) 的两个根# 

1) 当 ( e, c
*

) I 图 6中( c)时, 方程组( 1)有下列峰状孤波解

  
u( x , t ) = W( N) = W1 +

p 31

q31 + r31cosh( X31N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2 W

2
( N) + c1, N= x - Kt ;

2) 当 ( e, c
*

) I 图 6中( e)时, 方程组( 1)有下列谷状孤波解

  
u( x , t ) = W( N) = W3 +

p 33

q33 - r33cosh( X33N)
,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt ;

3) 当 ( e, c
*

) I 图 6中( d)时,方程组( 1)有下列扭波与反扭波解

  
u( x , t ) = W( N) = ( Kº K

2
+ 2c1) coth( K

2
+ 2c1N) ,

H ( x , t ) = U( N) = KW( N) -
1
2
W2

( N) + c1, N= x - Kt# 

总而言之, 从上面的讨论,可以得出下列定理:
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定理 1  有 9种不同的参数条件使得一类变形的 Boussinesq方程组( 1)有 9个孤立波与扭

波的公式# 
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Bifurcations of Travelling Wave Solutions in Variant

Boussinesq Equations
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( 1. School of Applied Mathema tics , Un iv er sity of Electr on ic Scien ce

and Techn ology of China , Chengdu 610054, P . R . China ;

2. School of Science , Univer sity of Scien ce an d Technology of Kunm ing ,
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Abstract: The bifurcations of solitary waves and kink waves for variant Boussinesq equations were

studied by using the bifurcation theory of planar dynamical systems. The bifurcation sets and the num-

bers of solitary waves and kink waves for the variant Boussinesq equations are presented. Several

types explicit formulas of solitary wave solutions and kink wave solutions are obtained. In the end,

several formulas of periodic wave solutions are presented.

Key words: Hamiltonian system; Boussinesq equation; bifurcation; solitary wave solution; kink wave

solutions
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