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具有立方对称性及两个弛豫时间的微极

热弹性介质中调和时间源引起的变形
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摘要 :  研究了具有立方对称性及两个弛豫时间的微极热弹性介质在调和时间源中的响应# 采用

了Fourier 变换以及数值逆变换技术# 在物理域中, 得到了位移、应力、微转动和温度分布的数值结

果# 将微极立方晶体法向位移、法向力应力、切向耦合应力和温度分布的计算结果, 与微极各向同

性固体的结果进行比较# 绘制了指定材料的数值结果图形# 还推断了某些特殊情况的结果# 
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引   言

经典非耦合热弹性理论有两个现象与物理观察不符# 其一, 该理论的热传导方程不包括

任何弹性项;其次,抛物型的热传导方程,意味着热传导波的速度是无限的# 

1956年 Boit[ 1]引入了耦合热弹性理论,弥补了第一个缺陷# 这一理论的控制方程是耦合

的,消除了经典理论的第一个谬误# 但是,由于耦合理论的热传导方程仍然是抛物型的, 第二

个缺陷依然存在# 

耦合理论已经有两方面的推广# 其中一个推广是弹性耦合理论,即大家知道的,具有两个

弛豫时间的热弹性理论或者称为温度-速率相关热弹性理论# Muller
[ 2]

1971年在审视热弹性体

热动力学时, 建议了一个熵生成不等式, 他利用该不等式对一类本构方程施加限制; Green和

Laws[ 3]在1972年推广了该不等式# 同年 Green和 Lindsay 得到了另一种形式的本构方程[ 4]# 

这些方程都是各自独立地得到的, 其中以 Suhubi ( 1975) [ 5]的更清新# 该理论包含了两个常数

起弛豫时间的作用, 他还改进了耦合理论的所有方程, 不仅仅是热传导方程# 如果研究的介质

是中心对称的, 它并不违背经典的 Fourier热传导定律# 

Eringen( 1970)
[ 6]
和 Nowacki( 1966)

[ 7]
在拓展微极连续介质理论的基础上, 提出了包括热效
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应的微极热弹性线性理论# 

过去,人们对各种载荷作用的弹性场、夹杂和不均匀性问题、点缺陷和位错排列的相互作

用能等问题的求解方法进行了广泛的讨论# 通常,材料都具有弹性和各向异性的性质,也就是

说工程材料的力学性质有方向性# 但是,由于计算中包含的弹性常数太多,三维各向异性材料

的研究较各向同性材料的研究要复杂得多# 而横观各向同性和正交各向异性材料, 由于无需

区别平面应变和平面应力,得到了系统的研究# 综观微极正交各向异性材料的文献, Iesan在

文献[ 8] ~ 文献[ 10]中,分别分析了均匀正交各向异性弹性体平面微极应变静态问题,用微极

线弹性理论研究了均匀正交各向异性圆柱的扭转问题,还研究了端点耦合的正交各向异性微极

弹性梁的弯曲问题# Nakamura等人[ 11] 1984年用有限元法研究了正交各向异性微极弹性体# 

最近,Kumar和 Choudhary[ 12~ 16]讨论了正交各向异性微极连续介质的各种问题# 

由于一大类晶体材料,例如W、Si、Cu、Ni、Fe、Au、Al等属于立方对称性材料, 得到了广泛使

用# 这些材料有9个对称面,它们分别和 3个坐标轴垂直, 并在坐标平面上与坐标轴成 P/ 4的

夹角# 沿晶体方向选择坐标系, 微极立方晶体的力学性能可用 4 个弹性常数 A 1、A 2、A 3、A 4

表征# 

1981年Minagawa 等人[ 17]讨论了平面谐波在立方微极介质中的传播# 2003年 Kumar 和

Rani[ 18]研究了导热晶体材料中的调和时间源# 最近, Kumar和 Ailawalia[ 19, 20]讨论了具立方对

称性的微极介质的某些源问题# 

本文的目的,是确定具有立方对称性的微极热弹性介质中, 调和时间源引起的位移、微转

动、应力和温度的分布# 通过引入势函数进而利用积分变换技巧求得解# 并用数值方法求其

逆变换# 

1  问题的描述

研究一个具有立方对称性的均匀、微极热弹性体的半空间# 直角坐标系 ( x , y , z ) 的原点

放在 y = 0平面上, y- 轴竖直指向介质内# 我们仅考察平行于 xy- 平面的平面应变问题,且位

移矢量为 u = ( u1, u2, 0)、微转动矢量为 < = ( 0, 0, <3) , 则在忽略体积力。体耦合和热源情况

下,写出Minagawa等人( 1981) [ 17]和 Green-Lindsay( 1972) [ 4]给出的具立方对称性微极热弹性固

体的场方程和本构方程如下:
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m23 = B 3
5 <3

5y
, ( 7)

其中 t 22、t21、m23 分别为法向力应力、切向力应力和切向耦合应力; A 1、A 2、A 3、A 4、B3 是材料的

特征常数; M= ( A 1 + 2A 2) AT , AT 为线膨胀系数; Q为密度,而 j 为微惯量; K
* 为传热系数; C

*

为常应变时的比热容; t 0和 t 1为热弛豫时间,并且 ¨2
= 52

/ 5x
2
+ 52

/5y
2# 

引入如下定义的无量纲变量:
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在方程( 10) ~ ( 13)中, 引入如下定义的势函数
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其中 q ( x , y , t ) 和 7 ( x , y , t ) 为标量势函数, 故有
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假定时间的调和性为

q, 7 , T , <3 ( x , y , t ) = q , 7 , T , <3 ( x , y ) eiXt
, ( 20)

由方程( 15) ~ ( 18) ,得
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对方程( 21) ~ ( 24)变量 x 进行如下定义的 Fourier变换
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]

- ]
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从所得的结果中消去 �T 和�<3 后,得到
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方程( 26)和( 27)的根为
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方程( 26)和( 27)的解满足热幅射条件,于是得到
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2  边 界条 件

2. 1  半空间界面作用力

此时,界面 y = 0上的边界条件为

t 22 = - F0D( x ) eiXt
, t 21 = 0, m 23 = 0,

5T
5y

+ hT = 0# ( 35)

其中 D( x ) 为 Dirac D函数, F 0为力的大小, h 为传热系数, 当 h y ] 表示等温边界, h y 0表

示绝热边界# 
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对边界条件( 35)使用式( 25)定义的 Fourier 变换, 并利用式( 5) ~ ( 8)、( 14)、( 20)和式( 30)

~ ( 33) ,得到具有立方对称性的微极热弹性体的位移分量、微转动、力应力、耦合应力和温度分

布的表达式
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2. 2  热源作用

有热源作用时的边界条件为

  
t 22 = 0, t21 = 0, m23 = 0,

5T /5 y = F0D( x ) eiXt
,   在温度梯度边界,

( 44)

或    T ( x , y = 0) = F0D( x ) eiXt
,   在温度输入边界,

式中 F0为作用于边界上的定常温度的大小# 

对式( 44)使用式( 25)定义的 Fourier变换,并利用式( 5) ~ ( 8)、( 14)、( 20)和式( 30) ~ ( 33) ,

得到类似方程( 36) ~ ( 42)给出的热源作用时的位移、力应力、切向耦合应力和温度分布的表达

式,只要将式( 43)中的 $c
T替换为 $0

Tc( T= 1, 2, 3, 4) , 这里
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3  特 殊情 况

情况 3. 1  忽略微极效应(即 B 3 = j = 0 )

这时我们得到位移、应力和温度分布相应的表达式为

694 具有立方对称性及两个弛豫时间的微极热弹性介质中调和时间源引起的变形



�u1 =
F0

$
* [ iN $*

1 ce- q
1
y

- $*
2 ce- q

2
y

+ q 3 $
*
3 ce

- q
c

3
y
] , ( 46)

�u2 =
F0

$
* [ q 1 $

*
1 ce

- q
1
y

- q2 $
*
2 ce

- q
2
y

- iN $*
3 ce- q

c
3
y

] , ( 47)

�t 22 = -
F0

$
* [ r 1 $

*
1 ce

- q
1
y
- r2 $

*
2 ce

- q
2
y

+ r
*
3 $

*
3 ce

- qc
3
y
] , ( 48)

�t 21 = -
F0

$
* [ s1 $

*
1 ce

- q
1
y
- s2 $

*
2 ce

- q
2
y

+ s
*
3 $

*
3 ce

- qc
3
y
] , ( 49)

�T = -
F0

$* [ a
*
1 $*

1 ce- q
1
y

- a
*
2 $*

2 ce- q
2
y
] , ( 50)

其中

$*
= g

*
1 ( r 2 s

*
3 - r

*
3 s2) - g

*
2 ( r1 s

*
3 - r

*
3 s1) , $* c

1, 2 = - g
*
2, 1s

*
3 ,

$*
3 c = ( s1g

*
2 - s2 g

*
1 ) , r

*
3 = - iNqc

3 1- A 2/ Qc
2
1 ,

s
*
3 = ( A 3q

c2
3 + N2A 4) , q

c2
3 =

1
a13

( a12N
2
- X2

)# 

( 51)

情况 3. 1a  热源作用
用 $* 0

. c( . = 1, 2, 3) 替换方程( 51) 中的 $*
. c, 得到类似方程( 46) ~ ( 50)对应于热源作用

引起的位移、力应力和温度分布的表达式,这里
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情况 3. 2  忽略热效应
这时我们得到位移、微转动和应力的表达式为
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c
1
y

- q3 $
* *
2 e- q

3
y

+ q4 $
* *
4 e- q

4
y
] , ( 53)

�u2 =
F

$
* * [ q

c
1 $

* *
1 e

- q
c

1
y

+ iN $* *
3 e- q

3
y

- $* *
4 e- q

4
y

] , ( 54)

�<3 =
F

$* * [ a
*
3 $* *

3 e- q
3
y

- a
*
4 $* *

4 e- q
4
y
] , ( 55)

�t 22 = -
F

$* * [ r
*
1 $

* *
1 e- q

c
1
y

- r 3 $
* *
3 e- q

3
y

+ r4 $
* *
4 e- q

4
y
] , ( 56)

�t 21 = -
F

$
* * [ s

*
1 $

* *
1 e

- qc
1
y

- s3 $
* *
3 e

- q
3
y

+ s4 $
* *
4 e

- q
4
y
] , ( 57)

�m23 = -
FB3 X

2

Qc4
1 $

* * [ a
*
3 q3 $

* *
3 e- q

3
y

- a
*
4 q4 $

* *
4 e- q

4
y
] , ( 58)

其中

$* *
= - a

*
3 q3( r

*
1 s4 - r 4 s

*
1 ) + a

*
4 q4( r

*
1 s3 - r 3 s

*
1 ) ,

$* *
1 = ( a

*
4 q 2s3 - a

*
3 q 3s 4) , $* *

2, 3 = s
*
1 a

*
4, 3q4, 3) ,

s
*
3 = iNqc

1( A 4 - A 3) , r
*
1 = - N2

A 2/ Qc
2
1 + q

c2
1 , q

c2
1 =

1
a11

( N2
- X2

)# 

( 59)

情况 3. 3  微极热弹性体
情况 3. 3a  在方程( 36) ~ ( 42)、( 46) ~ ( 50)、( 53) ~ ( 58)中,取

  A 1 = K+ 2L+ K , A 2 = K, A 3 = L+ K , A 4 = L, B3 = C, ( 60)

分别得到各向同性微极热弹性介质、各向同性热弹性介质和微极各向同性介质中的相应表达
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式# 

情况 3. 3b  将式( 60)代入式( 36) ~ ( 42) ,并用 $
0
T( T= 1, 2, 3, 4) 替换式( 45) 中的 $T, 就

得到热源作用时相应的表达式# 

4  逆 变换

为了得到物理域中问题的解, 我们必须对方程( 36) ~ ( 42)、( 46) ~ ( 50)和( 53) ~ ( 58)作逆

变换, 这些表达式是 y 的函数, Fourier变换参数为 N, 因此函数形为�f ( N, y )# 为了得到物理域

中的函数 f ( x , y ) , 我们运用 Fourier 逆变换:

  f ( x , y ) =
1

2PQ
]

- ]
�f ( N, y ) e- iNxdN=

      1
2PQ

]

- ]
[ cos( Nx ) f e - i sin( Nx ) f o ] dN, ( 61)

其中 f e和 f o分别为函数�f ( N, y ) 的偶函数部分和奇函数部分# 这一积分的详细计算方法见

Press等人 1986年发表的文献[ 21] , 其中涉及到了 Rhomberg 积分和自适应步长的使用# 当步

长趋于0时,还利用了扩展梯形法则的逐步精确结果,随之外推极限结果# 

5  数值结果和讨论

数值计算中,我们取具有立方对称性的微极介质的相关参数值如下:

  A 1 = 1. 96 @ 1011 N/ m2
, A 2 = 1. 17 @ 1011 N/ m2

, A 3 = 5. 6 @ 1010 N/ m2
,

  A 4 = 4. 3 @ 1010 N/ m2
, B3 = 9. 8 @ 10- 10 N# 

为了与微极各向同性固体相比较( Eringen( 1984)的文献[ 22]以及 Dhaliwal和 Singh( 1980)的文

献[ 23] ) , 我们取镁晶体类材料的相关参数值:

  Q= 1. 74 @ 10
3

kg/m
3
, K= 9. 4 @ 10

10
N/ m

2
, L= 4. 0 @ 10

10
N/m

2
,

  K = 1. 0 @ 10
10

N/m
2
, C= 7. 79 @ 10

- 10
N , j = 2. 0 @ 10

- 20
m

2
,

  C
*

= 1. 04 @ 1010 cal/ ( kg# e ) = 4. 35 @ 1010 J/ ( kg#K) ,

  M= 2. 68 @ 106 N/ ( m2#K) , T 0 = 23 e = 296 K,

  K
*

= 1. 7 @ 104 J/ ( s#m2#K) , t 0 = 6. 131 @ 10- 13 s, t 1 = 8. 765 @ 10- 13 s# 

我们研究在绝热边界条件下,受法向力作用的具有立方对称性的微极热弹性固体( MTECC)和

微极热弹性各向同性固体(MTEIS)的法向位移 U2( = u2/ F 0)、法向力应力T 22( = t 22/ F 0)、切向

耦合应力 M23( = m23/ F 0)和温度分布T
*

( = T/ F0)# 在图 1~ 图 8中示出了这些量随 x 的变

化情况# 图中实线和带符号的实线表示MTECC的结果,虚线和带符号的虚线表示MTEIS的结

果# 频率分别取 X = 0. 25, X = 0. 50, X= 0. 75# 图中出示了微极热弹性立方晶体和微极热

弹性各向同性体的比较# 计算在 y = 1. 0和 0 [ x [ 10. 0条件下进行# 

6  各种情况的讨论

6. 1  外力
对某一特定频率值, MTECC和MTEIS法向位移大小的变化在性质上是类似的# 两种固体

的法向位移值在 0 [ x [ 2. 0时急剧下降,并且 X= 0. 5和 X= 0. 75时较 X= 0. 25时下降程

度更甚,见图 1# 

由图 2可以看出,在0 [ x [ 2. 0区间内, 法向力应力值(对各 X值) 都随 x 增大而急剧增
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    图 1  外力作用引起的法向位移           图 2 外力作用引起的法向力应力

U2( = u2/ F0) 随 x 的变化 T 22 (= t22/ F0) 随 x 的变化

 图 3  外力作用引起的切向耦合应力        图 4  外力作用引起的温度分布

M 23(= m23/ F0) 随 x 的变化 T * ( = T / F0) 随 x 的变化

大,而在 2. 0 [ x [ 10. 0区间中出现振荡# 十分靠近力的作用点处,法向力应力值随 X增大

而增大,但增大幅度很小# 

切向耦合应力在其值域中随频率 X的增大而增大# X= 0. 75时,MTECC和 MTEIS 的切

向耦合应力的变化均呈钟形曲线, 见图 3# 力作用点附近, MTECC和MTEIS的温度分布值都随

频率 X的增大而减小,并且当 X= 0. 5和 X= 0. 75时, 两种材料在力作用点处的温度值相差

很少, 而 X = 0. 25时,温度分布的变化更为振荡, 见图 4# 

6. 2  热源
在区间 0 [ x [ 2. 0内,法向位移值随频率急剧增加,而在区间2. 0 [ x [ 10. 0内,法向位

移值的呈振荡变化# 对任意点, 任意频率, MTECC和MTEIS的法向位移值都非常接近# 热源

作用引起的法向位移的变化示于图 5# 我们得到的法向力应力的变化和法向位移的变化很大

程度上正好相反# 与法向位移变化相似的是,在任意点上两种材料的法向力应力值很相近# 
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法向力应力的变化示于图 6# 

 图 5 热源作用引起的法向位移        图 6 热源作用引起的法向力应力

U2 (= u2/ F0) 随 x 的变化 M 22(= t22/ F0) 随 x 的变化

 图 7 热源作用引起的切向耦合应力       图 8 热源作用引起的温度分布

M23( = m23/ F0) 随 x 的变化 T * (= T / F0) 随 x 的变化

图 7出示了热源作用点附近,切向耦合应力值随频率值增大而减小的情况# 其振荡幅度

却随频率 X的增大而加大, 即在 X = 0. 25时,切向耦合应力值局限于很小的范围# 图中两种

材料各频率的切向耦合应力值已放大了 100倍# 

两种材料在各频率下的温度分布变化非常相似# 这些温度分布曲线随水平距离 x 的增

大,先是急剧下降然后呈现振荡,并且振荡幅度逐步减小# 温度分布的变化示于图 8# 

7  结   论

一个物体的性质很大程度上取决于该物体结构上的对称性# 在物体的变形研究中, 频率

有着重要的作用# 由于热源作用求得的各量值,比之外力作用物体界面时求得的各量值要小,

当物体在热源作用下变形,这些量值的变化也更平缓# 
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Deformation Due to Time Harmonic Sources in Micropolar

Thermoelastic Medium Possessing Cubic Symmetry With

Two Relaxation Times

Rajneesh Kumar1,  Praveen Ailawalia2

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Kurukshetr a Univ er sity ,

Ku rukshetr a , Haryana , In dia , 136119;

2. Depa rtm ent of Applied Sci ences , In stitute of Enginner in g and Em er gin g Techn ologies ,

Makhn um ajr a , Baddi , Distt . Solan , H . P , In dia , 173205)

Abstract: The response of a micropolar thermoelastic medium possessing cubic symmetry with two

relaxation times due to time harmonic sources has been investigated. Fourier transform was employed

and the transformwas inverted by using a numerical inversion technique. The components of displace-

ment , stress, microrotation and temperature distribution in the physical domain were obtained numer-

ically. The results of normal displacement, normal force stress, tangential couple stress and tempera-

ture distribution were compared for micropolar cubic crystal and micropolar isotropic solid. The nu-

merical results were illustrated graphically for a particular material. Some special cases were also de-

duced.

Key words: time harmonic; thermoelastic; micropolar medium; cubic symmetry; microrotation;

Fourier transform
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