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摘要 :  利用 Schmidt方法研究了条状功能梯度材料中偏心裂纹对反平面简谐波的散射问题, 裂纹

垂直于条状功能梯度材料的边界# 通过 Fourier变换, 问题可以转换为对一对未知变量是裂纹表面

位移差的对偶积分方程求解# 为了求解对偶积分方程,把裂纹表面的位移差展开为 Jacobi多项式

级数形式,进而得到了功能梯度参数、裂纹位置以及入射波频率对应力强度因子影响的规律# 

关  键  词:  裂纹;  弹性波;  功能梯度材料

中图分类号:  O346. 8    文献标识码:  A

引   言

近年来,由于功能梯度材料不仅能减小残余应力及热应力, 而且能增加连接强度及韧性,

因而被广泛用于热元件及结构件的制备中# 为了研究材料的力学性能, Erdogan及他的同事

们[ 1, 2]对具有此种过渡界面性质的连接介质进行了相关的断裂力学分析,得到了特定裂纹问

题的解# 其中有一些解是针对条状功能梯度材料中垂直于表面的边缘裂纹和镶嵌裂纹[ 1] ;有

一些解是针对夹在不同均匀介质之间的条状非均匀介质中的裂纹
[ 2]

;文献[ 3] ~ [ 4]也研究了

处在功能梯度材料涂层与基底的界面裂纹或分层处裂纹的相似断裂问题# Erdogan和Wu
[ 5]
研

究了功能梯度材料层在热载荷下的裂纹问题# 文献[ 6]在假设材料性质沿着裂纹扩展方向变

化的条件下,研究了平面载荷下此功能梯度材料的动态断裂问题# 文献[ 7]研究了非均匀复合

材料的动态裂纹问题,但其把功能梯度材料处理为多层均匀介质# 文献[ 8]运用光弹技术实验

分析了性质不连续变化的功能梯度材料的动态断裂问题# 尽管对功能梯度材料的研究已经取

得了不少成果, 但由于数学上的复杂性,对于功能梯度材料的动态断裂过程的理解仍然是有限

的# 据我们所知,目前对于条状功能梯度材料中偏心裂纹对简谐反平面剪切应力波动态行为
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的研究,尚未见报道# 因而我们的工作试图丰富这一领域的研究# 

本文利用 Schmidt方法
[ 9]
研究了条状功能梯度材料中偏心裂纹对简谐反平面剪切波的散

射问题,裂纹垂直于条状功能梯度材料的边界# 为了便于分析, 假设功能梯度材料剪切模量和

密度沿平行于裂纹方向的坐标指数变化# 利用Fourier 变换, 混合边值问题的求解简化为对一

对对偶积分方程的求解# 为求解对偶积分方程,把裂纹界面上的位移差展开为 Jacobi多项式

级数# 此求解过程不同于文献[ 1] ~ [ 8]中的求解过程# 最终得到了功能梯度参数、裂纹位置

以及入射波频率对应力强度因子影响的规律# 

1  问题的提出

考虑无限长,宽度 2h 的条状功能梯度材料中含偏心裂纹, 沿 x 轴方向的长度为 2l = b -

a ,如图 1所示,裂纹垂直于条状功能梯度材料的边界# 假设简谐反平面剪切波是垂直的入射

波, X为入射波的频率# w
( j)
0 ( x , y , t ) ( j = 1, 2) 是位移, S( j )zk0( x , y , t ) ( k = x , y ; j = 1, 2) 是反

平面剪应力, 而下标 j = 1, 2分别表示条的上半部分 y \ 0和下半部分 y [ 0# 由于入射波为

简谐波,从而位移 w
( j )
0 ( x , y , t ) 和应力 S

( j )
zk0( x , y , t ) 可以采用通用的方法表示成如下形式:

  [ w
( j )
0 ( x , y , t ) , S

( j )
zk0( x , y , t ) ] = [ w

( j )
( x , y ) , S

( j )
zk ( x , y ) ] e

- iXt# ( 1)

根据常用的求解方法,时间简谐因子 e- iXt略去不考虑,如文献[ 10]的讨论可知,本文也采

用标准的叠加技术# 因此本问题的边界条件可表示为

  S( 1)yz ( x , 0) = S(2)yz ( x , 0) = - S0( x ) ,   0 < a [ x [ b < 2h; ( 2)

  
S
(1)
yz ( x , 0) = S

(2)
yz ( x , 0) ,

w
( 1)

( x , 0) = w
(2)
( x , 0) ,

      0 [ x [ a, b [ x [ 2h; ( 3)

  S( j )xz (0, y ) = S( j )xz (2h , y ) = 0,     | y | < ] ; ( 4)

  w
( j)
( x , y ) = 0,           | y | y ] ; ( 5)

这里 S0( x ) 为入射波的幅值# 

图 1  功能梯度材料中

的偏中心裂纹

由于材料性质的任意变化,非均匀材料的裂纹问题并非能够解析

处理# 通常,人们为了使问题便于处理而试图把不均匀性公式化# 类

似于文献[ 1~ 2]对各向同性非均匀材料中裂纹问题的处理,我们对材

料性质作如下简化假设:

  L= L0e
Bx
, Q= Q0e

Bx
, ( 6)

式中 L是剪切模量, Q是材料的密度# L0和 Q0是两个常数# 

Ó型裂纹问题的本构关系可表述为

  S
( j )
xz = L

5w ( j )

5x , S
( j )
yz = L

5w ( j)

5y   ( j = 1, 2)# ( 7)

功能梯度材料的反平面控制方程为

  52w ( j)

5y 2 + B5w
( j )

5x +
52w ( j)

5x 2 = Q5
2
w

( j )

5t 2
  ( j = 1, 2)# ( 8)

2  分   析

如文献[ 10, 11]的讨论,方程( 8)的解可以假设为
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w
(1)
( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
A 1( s ) e

- Cy ei sxds +
1
PQ

]

0
[ A 2( s ) e

- Cx
+ A 3( s) e

Cx
] sin( sy ) ds, ( 9)

w
(2)
( x , y ) =

1
2PQ

]

- ]
B1( s) e

Cyeisxds +
1
PQ

]

0
[ B2( s) e

- Cx
+ B3( s ) e

Cx
] sin( sy )ds , ( 10)

式中 A i ( s ) 和 B i ( s) ( i = 1, 2, 3) 是未知函数# C= - i sB+ s
2
- X2/ c2, c = L0/ Q0, c是

功能梯度材料的剪切波速# 当 B= 0, 材料退化为均匀材料# 根据方程( 7) , 我们得到

  S( 1)yz ( x , y ) =
- L0e

Bx

2P Q
]

- ]
CA 1( s) e

- Cyeisxds +

    
2L0e

Bx

P Q
]

0
s [ A 2( s) e

- Cx
+ A 3( s) e

Cx
] cos( sy )d s, ( 11)

  S( 1)xz ( x , y ) =
L0e

Bx

2PQ
]

- ]
i sA 1( s ) e

- Cy ei sxds -

    
2L0e

Bx

P Q
]

0
C[ A 2( s) e

- Cx
- A 3( s ) e

Cx
] sin( sy )ds , ( 12)

  S
( 2)
yz ( x , y ) =

L0e
Bx

2PQ
]

- ]
CB1( s) e

Cy
e
isx
ds +

    
2L0e

Bx

P Q
]

0
s [ B 2( s) e

- Cx
+ B3( s) e

Cx
] cos( sy ) ds, ( 13)

  S( 2)xz ( x , y ) =
L0e

Bx

2PQ
]

- ]
i sB1( s) e

Cyeisxds -

    
2L0e

Bx

P Q
]

0
C[ B 2( s ) e

- Cx
- B 3( s) e

Cx
] sin( sy ) ds# ( 14)

把方程( 12)和方程( 14)代入方程( 4) ,可以得到

S
(1)
xz (0, y ) =

L0
2PQ

]

- ]
i sA 1( s ) e

- Cy
ds -

2L0
PQ

]

0
C[ A 2( s) - A 3( s) ] sin( sy )ds = 0, ( 15)

S
(1)
xz (2h, y ) =

L0e
2Bh

2PQ
]

- ]
i sA 1( s) e

- Cy
e
2ish

ds -

  
2L0e

2Bh

P Q
]

0
C[ A 2( s ) e

- 2Ch
- A 3( s ) e

2Ch
] sin( sy ) ds = 0, ( 16)

S(2)xz (0, y ) =
L0
2PQ

]

- ]
i sB1( s) e

Cyds -
2L0
PQ

]

0
C[ B2( s) - B3( s ) ] sin( sy )ds = 0, ( 17)

S(2)xz (2h, y ) =
L0e

2Bh

2PQ
]

- ]
i sB1( s ) e

Cye2ishds -

  
2L0e

2Bh

P Q
]

0
C[ B2( s) e

- 2Ch
- B 3( s ) e

2Ch
] sin( sy )ds = 0# ( 18)

由方程( 15)至方程( 18) ,可以得到:

  A 2( t ) - A 3( t ) =
it
2PCQ

]

- ]
sA 1( s )

1
t
2
+ C2( s )

ds = d1( t ) , ( 19)

  A 2( t ) e
- 2Ch

- A 3( t ) e
2Ch

=
i t
2PCQ

]

- ]
sA 1( s )

e2i sh

t
2
+ C2( s )

ds = d2( t ) , ( 20)

  B2( t ) - B3( t ) = -
it
2PCQ

]

- ]
sB1( s)

1

t
2
+ C

2
( s)

ds = - g 1( t ) , ( 21)

  B2( t ) e
- 2Ch

- B3( t ) e
2Ch

= -
i t
2PCQ

]

- ]
sB1( s)

e
2ish

t
2
+ C

2
( s)

ds = - g2( t )# ( 22)

进而得到下面的关系式:
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  A 2( t ) =
d1( t ) e

2Ch
- d2( t )

e
2Ch

- e
- 2Ch , A 3( t ) =

d1( t ) e
- 2Ch

- d2( t )

e
2Ch

- e
- 2Ch , ( 23)

  B2( t ) =
g2( t ) - g1( t ) e

2Ch

e2Ch - e- 2Ch , B 3( t ) =
g 2( t ) - g1( t ) e

- 2Ch

e2Ch - e- 2Ch # ( 24)

根据边界条件( 3) ,方程( 11)和方程( 13) ,可以得到

  - 1
2PQ

]

- ]
C[ A 1( s) + B1( s ) ] e

isxds +
2
PQ

]

0
s[ A 2( s) e

- Cx
+ A 3( s ) e

Cx
-

    B2( s ) e
- Cx

- B3( s ) e
Cx
] ds = 0# ( 25)

由方程( 19)到方程( 25) ,我们得到

  A 1( s ) = - B1( s ) , A 2( s) = B2( s) , A 3( s ) = B3( s )# ( 26)

为了求解问题, 对裂纹表面的位移差作如下定义:

  f ( x ) = w
(1)
( x , 0) - w

(2)
( x , 0)# ( 27)

将方程( 9)至方程( 10)代入到方程( 27) ,应用 Fourier变换,可以得到

  �f ( s ) = A 1( s) - B1( s ) , ( 28)

这里带上标线的字母代表经 Fourier 变换后的变量# 

将方程( 26)和方程( 28)代入到方程( 11)中, 利用边界条件( 2)和( 3) ,可以得到:

  
L0
4PQ

]

- ]
C�f ( s ) eisxds -

iL0
2P2Q

]

0

s
2
e
- Cx

C( s) ( e2Ch - e- 2Ch
)

e2ChQ
]

- ]
�f ( u)

u

s
2
+ C2( u)

du -

    Q
]

- ]
�f ( u )

u e2i uh

s
2
+ C2( u)

du ds -
iL0
2P2Q

]

0

s
2
e
Cx

C( s ) ( e2Ch - e- 2Ch
)

e- 2Ch @

    Q
]

- ]
�f ( u )

u

s
2
+ C2( u)

du - Q
]

- ]
�f ( u)

ue2iuh

s
2
+ C2( u)

du ds = S0( x ) e
- Bx

,

  0 < a [ x [ b < 2h, ( 29)

  Q
]

- ]
�f ( s ) eisxds = 0,   0 [ x < a, b < x [ 2h# ( 30)

为了求解未知函数�f ( s ) , 必须求解对偶积分方程( 29)、( 30)# 

3  对偶积分方程的求解

为了本问题的求解, 将裂纹表面的位移差展开成如下的级数形式:

  f ( x ) = 6
]

n= 0
anP

(1/ 2, 1/ 2)
n

x - ( b + a) / 2
( b - a) / 2

1 -
( x - ( b + a) / 2) 2

( ( b - a) / 2) 2

1/ 2

,

  0 < a [ x [ b < 2h, ( 31)

  f ( x ) = 0,   0 [ x < a, b < x [ 2h, y = 0, ( 32)

式中 an 是待定的未知系数, P
(1/ 2, 1/ 2)
n ( x ) 是 Jacobi多项式

[ 12]# 

方程( 31)至方程( 32)经 Fourier变换后形式[ 13]如下:

  

�f ( s) = 6
]

n= 0
anQnG( s )

1
s
Jn+ 1 s

b - a
2 ,

Qn = 2 P(- 1) n ( i) n #( n + 1 + 1/ 2)
n!

,

G( s) = e- is( a+ b) / 2
,

( 33)

式中 #( x ) 和 Jn( s) 分别是 Gamma函数和 Bessel函数# 
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把方程( 33)代入到方程( 29)至方程( 30) , 方程( 30)自动满足# 对方程( 29)在 [ a, x ] 区间

对 x 做积分可得:

  -
L0
4P6

]

n = 0
anQnQ

]

- ]

iC
s
2 G ( s) Jn+ 1 s

b - a
2 ( e

i sx
- e

isa
)ds =

    Q
x

a
S0( u) e

- Budu -
iL0
2P2 6

]

n = 0

anQnQ
]

0

s
2
[ e- Cx - e- Ca]

C2( s ) ( e2Ch - e- 2Ch
)

@

    e2ChQ
]

- ]
G ( u) Jn+ 1 u

b - a
2

1

s
2
+ C2( u)

du -

    Q
]

- ]
G( u ) Jn+ 1 u

b - a
2

e2iuh

s
2
+ C2( u)

du ds +

    
iL0
2P2 6

]

n= 0

anQnQ
]

0

s
2
[ e

Cx
- e

Ca
]

C2( s) ( e2Ch - e- 2Ch)
e- 2ChQ

]

- ]
G( u) Jn+ 1 u

b - a
2

@

    
1

s
2
+ C2( u )

du - Q
]

- ]
G( u ) Jn+ 1 u

b - a
2

e2iuh

s
2
+ C2( u)

du ds,

  a [ x [ b# ( 34)

对于很大的变量 s 而言, 方程( 34)中的双重半无限积分几乎具有指数衰减形式,因而,方

程( 34)中的双重半无限积分很容易进行数值求解# 这里采用 Schmidt[ 9, 14~ 16]方法求解系数

an, 此方法可以在文献[ 14] ~ [ 16]中看到# 具体求解过程从略# 

4  强度因子的数值计算及讨论

如果系数 an已知,则整个应力场已知# 但在断裂力学中, 确定裂纹尖端附近的应力 Syz是

一非常重要的量# 据本文研究的情况,沿着裂纹线上的 S(1)yz 可表示为:

  S( 1)yz ( x , 0) = -
L0e

Bx

4P 6
]

n = 0
anQnQ

]

- ]

C
s
G( s ) Jn+ 1 s

b - a
2

eisxds +

    
iL0e

Bx

2P
2 6

]

n= 0
anQnQ

]

0

s
2e- Cx

C( s) ( e
2Ch

- e
- 2Ch

)
e2ChQ

]

- ]
G( u) Jn+ 1 u

b - a
2

@

    
1

s
2
+ C2( u )

du - Q
]

- ]
G( u ) Jn+ 1 u

b - a
2

e2iuh

s
2
+ C2( u)

du ds +

    
iL0e

Bx

2P
2 6

]

n= 0
anQnQ

]

0

s
2eCx

C( s) ( e
2Ch

- e
- 2Ch

)
e- 2ChQ

]

- ]
G ( u) Jn+ 1 u

b- a
2

@

    
1

s
2
+ C2( u )

du - Q
]

- ]
G( u ) Jn+ 1 u

b - a
2

e2iuh

s
2
+ C2( u)

du ds,

  a [ x [ b# ( 35)

经观察,应力场的奇异部分可以表述为:

  R = -
L0e

Bx

4P 6
]

n= 0
anQn Q

]

0
Jn+ 1 s

b - a
2 e

is( x- ( a+ b) / 2)
d s -

    Q
0

- ]
Jn+ 1 s

b - a
2

eis( x- ( a+ b) / 2) ds =

    -
L0e

Bx

2P 6
]

n = 0

anQnHn ( a, b, x ) , ( 36)

式中
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Hn ( a, b , x ) =
- (- 1)

n/ 2
F1( a, b , x , n) ,     n = 0, 2, 4, 6, ,, 0 [ x < a,

- i(- 1) ( n+ 1) / 2
F1( a, b, x , n) ,   n = 1, 3, 5, 7, ,, 0 [ x < a;

( 37)

Hn ( a, b , x ) =
- (- 1)

n/ 2
F2( a, b , x , n) ,     n = 0, 2, 4, 6, ,, b < x < 2h,

i(- 1) ( n+ 1) / 2
F2( a, b, x , n) ,    n = 1, 3, 5, 7, ,, b < x < 2h;

( 38)

F1( a, b, x , n) =

  2( b - a)
n+ 1

( a + b - 2x )
2
- ( b - a)

2
[ a + b - 2x + ( a + b - 2x )

2
- ( b - a)

2
]
n+ 1, ( 39)

F2( a, b, x , n) =

  2( b - a)
n+ 1

(2x - a - b)
2
- ( b - a)

2
[2x - a - b+ (2x - a - b)

2
- ( b - a)

2
]
n+ 1# ( 40)

因此,裂纹左尖端的应力强度因子 K L可表示为

  

K L = lim
x y a

-
2( a - x ) R =

L0e
Ba

P
1

2( b - a) 6
]

n= 0
anQnRn ,

Rn =
(- 1) n/ 2,     n = 0, 2, 4, 6, ,,

i(- 1) ( n+ 1) / 2
,   n = 1, 3, 5, 7, ,;

( 41)

裂纹右尖端的应力强度因子 K R可表示为

  

K R = lim
x y b+

2( x - b) R=
L0e

Bb

P
1

2( b - a ) 6
]

n= 0
anQnR

c
n,

R
c
n =

(- 1) n/ 2,     n = 0, 2, 4, 6, ,,

- i(- 1) ( n+ 1) / 2
,   n = 1, 3, 5, 7, ,# 

( 42)

数值计算得到无量纲化的应力强度因子 K L和 K R# 由文献[ 14] ~ [ 16]可以看出, 如果取方程

( 34)中无限级数的前10项,则 Schmidt方法就可以满足有关精度要求# 裂纹表面载荷- S0( x )

可以简单地假设为多项式的形式, 如下:

  - S0( x ) = - p 0- p 1x - p 2x
2
- p 3x

3# ( 43)

由于问题是线性的, 可以在适当的条件下叠加而获得其完全解, 只取4个输入参数 p 0、p 1、

p 2和 p 3中的一个在某一时刻不为零,就可以得到结果# 不均匀参数 B从- 2. 0到 2. 0的变化

就可以涵盖绝大部分实际情况# 图 2至图 7给出了本文的计算结果,从结果中就可以得到如

下结论:

( � ) 本文的目的仅仅是给出一种理论方法,来求解条状功能梯度材料中裂纹对简谐反平

面剪切波散射问题# 同时文中对偶积分方程的未知变量是裂纹表面的位移差而非位错# 结果

显示,应力强度因子依赖于裂纹长度,条状功能梯度材料的宽度,材料常数及入射波的频率# 

( � ) 随着入射波频率的增加,应力强度因子也增加,直到在 X/ c U 0. 75处达到峰值,然

后开始下降,如图 2所示# 

( � ) 当 B> 0, S0( x ) = p 0时, 如图3,裂纹左端的应力强度因子比裂纹右端的应力强度因

子小# 而当 B> 0. 25, S0( x ) = p 1x 和B> 0. 6, S0( x ) = p 3x
3
时, 分别如图 6和图 7所示,裂

纹左端的应力强度因子比裂纹右端的应力强度因子要小# 但当 B< 0, S0( x ) = p 0,如图3所

示, 裂纹左端的应力强度因子大于裂纹右端的应力强度因子# 当 B< 0. 25, S0( x ) = p 1x 和B
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< 0. 6, S0( x ) = p 3x
3
, 分别如图 6和图7所示,裂纹左端的应力强度因子比裂纹右端的应力强

度因子大# 

图 2 应力强度因子随 X/ c1变化关系          图 3 应力强度因子随 B变化关系

( h = 1. 5, a = 0. 1, b = 2. 0, ( h = 1. 5, a = 0. 1, b = 2. 0,

B= 0. 2, S0( x ) = p 0) X/ c1 = 0. 4, S0( x ) = p 0)

图 4 应力强度因子随 b变化关系         图 5 应力强度因子随 h 变化关系

( h = 1. 5, a = 0. 1, X/ c1 = 0. 2, ( a = 0. 1, b = 2. 0, X/ c1 = 0. 2,

B= 0. 2, S0 ( x ) = p 0) B= 0. 2, S0( x ) = p 0)

图 6  应力强度因子随 B变化关系         图 7  应力强度因子随 B变化关系

( a = 0. 4, b = 2. 0, X/ c1 = 0. 2, ( a = 0. 4, b = 2. 0, X/ c1 = 0. 2,

h = 1. 5, S0( x ) = p 1x ) h = 1. 5, S0( x ) = p 3x
3)

( � ) 如图 4所示,应力强度因子随着裂纹长度的增加而增加# 如图 5所示,条状功能梯

度材料的宽度变化对应力强度因子影响不大# 
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( � ) 裂纹右端的应力强度因子随不均匀常数 B的增加而增加,如图3、图6和图7所示,裂

纹左端的应力强度因子随不均匀常数 B的增加而减小# 
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Scattering of Anti_Plane Shear Waves in a Functionally

Graded Material Strip With an

Off_Center Vertical Crack
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1
,  ZHOU Zhen_gong

1
,  WANG Biao

2

( 1. Center f or Composite Mater ials , Harbin In stitut e of Technology ,
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Abstract: The scattering problem of anti_plane shear waves in a functionally graded material strip

with an off_center crack is investigated by use of Schmidt method. The crack is vertically to the edge

of the strip. By using the Fourier transform, the problem can be solved with the help of a pair of dual

integral equations that the unknown variable is the jump of the displacement across the crack sur-

faces. To solve the dual integral equations, the jump of the displacement across the crack surfaces

was expanded in a series of Jacobi polynomials. Numerical examples were provided to show the ef-

fects of the parameter describing the functionally graded materials, the position of the crack and the

frequency of the incident waves upon the stress intensity factors of the crack.

Key words: crack; elastic wave; functionally graded material
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