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摘要:  利用重合度理论研究一类高阶常微分方程多点边值问题, 在共振条件下,通过给出非线性

项满足的一些条件,运用有效的先验界估计, 得到了一些新的解的存在性结果# 
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引   言

常微分方程多点边值问题起源于各种不同的应用数学和物理领域,有着重要的理论意义

和广泛的实际应用# 近年来, 微分方程多点边值问题研究已引起了人们广泛的兴趣[ 1~ 11]# 本

文研究如下 n 阶多点边值问题

  x
( n)
( t ) = f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x ( n- 1) ( t ) ) + e( t ) ,   t I (0, 1) , ( 1)

  x
( i )
(0) = 0,   i = 0, 1, ,, n - 2, ( 2)

  x
( n- 1)

(1) = 6
m- 2

j= 1
Bj x

( n- 1)
( Gj ) , ( 3)

其中, f : [ 0, 1] @ R
n y R 是一连续函数, e( t ) I L

1
[ 0, 1] , Bj ( j = 1, ,, m - 2) 为正实数, 0 <

G1 < G2 < , < Gm- 2 < 1# 

类似于文献[ 1] ,当 dim KerL = 0时,线性算子 Lx = x
( n) 是可逆的,我们称边值条件( 2)、

( 3)为非共振条件# 否则称边值条件( 2)、( 3)是共振的# 关于非共振边值问题, 文献[ 2] ~ 文献

[ 4] , Du [ 12]、Ma[ 5]和 Gupta[ 6]等已作过许多研究# 关于共振边值问题, Feng 和Webb[ 1] , Liu[ 7, 8] ,

Gupta
[ 9]
, Nagle 和Pothoven

[ 10]
以及文献[ 11]等已对二阶和三阶多点边值问题进行了许多研究# 

但是关于高阶多点共振边值问题的研究还很少# 本文致力于研究 n阶多点边值问题( 1) ~ ( 3)

在共振边界条件下解的存在性,主要方法是重合度理论[ 13]# 
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1  预 备知 识

本文引用以下记号: Y = C
n- 1
[ 0, 1] , 其范数 +x + = max +x + ] , +xc+ ] , ,,

+x ( n- 1) + ] ,其中 +x + ] = max
t I [ 0, 1]

| x ( t ) | ; Z = L
1
[ 0, 1] , 以 + # +1表示 Z 中的范数# 定

义Sobolev 空间 W
n, 1
(0, 1) = x : [ 0, 1] y R | x , xc, ,, x ( n- 1) 在[ 0, 1] 上是绝对连续的, x ( n)

I L
1
[ 0, 1] # 

定义线性算子 L : D( L ) < Y y Z 为Lx = x
( n)
, 其中

  D (L ) =

x I W
n, 1
(0, 1) : x ( i ) (0) = 0,   i = 0, 1, ,, n - 2,

x
( n- 1)

(1) = 6
m- 2

j= 1

Bj x
( n- 1)

( Gj )
# 

类似地,定义非线性算子 N : Y y Z 为N x = f ( t , x ( t ) , xc( t ) , ,, x ( n- 1) ( t ) ) + e( t ) , t I (0,

1)# 则边值问题(1) ~ (3) 就为 Lx = Nx# 
下面,我们简单作一些准备# 如果 dim KerL = dimZ/ ImL < + ] , ImL < Z是闭的,那么称

L 是指标为0的 Fredholm 算子# 同时存在连续的投影算子 P: Y y Y, Q: Z y Z 满足 ImP =

KerL , KerQ = ImL ,和 Y = KerL © KerP , Z = ImL © ImQ,那么 L | D (L) HKerP: D( L ) H KerP
y ImL 是可逆的,记 KP 为这个逆算子# 如果 8 < Y 是一个有界开集, D( L ) H 8 X ª ,且
QN ( �8 ) 有界, KP( I - Q)N: �8 y Y 是紧的,那么称 N : Y y Z 在�8 是L _紧的# 

引理 1[ 13]  设 L 是指标为 0的 Fredholm 算子, N 在�8 是L _紧的# 如果下列条件成立

( � ) Lx X KNx , P( x , K) I [ ( D ( L ) \ KerL ) H 5 8] @ (0, 1)# 

( � ) N x /I ImL , Px I KerL H 5 8# 

( � ) deg( QN | KerL , 8 H KerL , 0) X 0,其中投影算子 Q B Z y Z 满足 ImL = KerQ# 

则方程 Lx = Nx 在D(L ) H �8 上至少有一解# 

引理 2  如果 6
m- 2

j= 1
Bj = 1, 6

m- 2

j= 1
BjGj X 1, 则有

  KerL = x I D( L ) : x = ct
n- 1
, c I R , t I [ 0, 1] ,

  ImL = y I Z: 6
m- 2

j = 1

BjQ
1

G
j

y ( s )ds = 0 , ( 4)

且 L 是指标为 0的 Fredholm 算子# 

证明  易证 KerL = x I D(L ) : x = ct
n- 1
, c I R, t I [ 0, 1] # 

下面我们首先证明( 4)成立# 因为方程

  x
( n)

= y ( 5)

有解 x ( t ) 满足边界条件( 2)、( 3) , 当且仅当

  6
m- 2

j = 1

BjQ
1

G
j

y ( s )ds = 0# ( 6)

事实上,如果( 5)有解 x ( t ) 满足边界条件( 2)、( 3) , 那么由( 5)和边界条件( 2)、( 3)可知

  x ( t ) =
1

( n - 1) !
x
( n- 1)

(0) tn- 1+ Q
t

0Q
S
n

0
,Q

S
2

0
y ( S1)dS1 ,dSn,

根据

  6
m- 2

j = 1

Bj = 1, x ( n- 1)( 1) = 6
m- 2

j= 1

Bj x
( n- 1)

( Gj ) ,
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我们得到

  6
m- 2

j = 1
BjQ

1

G
j

y ( s )ds = 0,

反之,如果( 6)成立# 令

  x ( t ) = ct
n- 1

+ Q
t

0Q
S
n

0
,Q

S
2

0
y ( S1)dS1 ,dSn ,

其中 c 是任意常数,那么 x ( t ) 是( 5)的解且满足边界条件( 2)、( 3)# 因此( 4)成立# 

其次,对 y I Z,定义投影算子 Q B Z y Z 如下

  Qy =
1

1- 6
m- 2

j = 1

BjGj
6
m- 2

j= 1
BjQ

1

G
j

y ( s )ds# 

令 y 1 = y - Qy ,那么 6
m- 2

j= 1

BjQ
1

G
j

y 1( s)d s = 0# 则 y1 I ImL ,因此 Z = ImL + R# 因为 ImL H R

= 0 , 有 Z = ImL © R ,故dim KerL = dimR = co dim ImL = 1# 所以L 是指标为0的Fred-

holm算子# 

引理 3  如果 6
m- 2

j= 1

Bj = 1, 6
m- 2

j= 1

BjGj X 1,线性投影算子 KP : ImL y D(L ) H KerP 可写成

  KPy = Q
t

0Q
S
n

0
,Q

S
2

0
y ( S1)dS1 ,dSn,

并且对 y I ImL, 有 +KPy + [ +y +1# 

证明  定义投影算子 PB Y y Y为Px = x
( n- 1)

(0) tn- 1# 那么L的广义逆KP: ImL y D( L )

H KerP 可定义为

  KPy = Q
t

0Q
S
n

0
,Q

S
2

0
y ( S1)dS1 ,dSn# 

事实上,对 y I ImL, 有( LKP ) y ( t ) = [ ( KPy ) ( t ) ]
( n)

= y ( t )# 且对 x I D(L ) H KerP , 可得

  ( KP ) ( Lx ) ( t ) = x ( t ) - x (0) -
1
1! xc(0) t - ,-

1
( n - 1) ! x

( n- 1)
(0) t

n- 1# 

又由 x I D( L) H KerP 和Px = 0,我们有( KP ) ( Lx ) ( t ) = x ( t )# 这样KP = ( L | D( L) HKerP )
- 1

成立# 且

  +K Py + ] [ Q
1

0
,Q

1

0
| y ( S1) | dS1 ,dSn = +y +1# 

由KPy 的定义, 可以得到 +( KPy )c+ ] [ +y +1, ,, +( KPy) ( n- 1) + ] [ +y +1# 这样就证明

了 +KPy + ] [ +y +1 成立# 证毕# 

2  主 要结 果

定理 1  设 f : [ 0, 1] @ R
n y R 为连续函数, e( t ) I L

1
[ 0, 1] , 如果下列条件成立

(H1) 6
m- 2

j= 1
Bj = 1, 6

m- 2

j = 1
BjGj X 1, 6

n

i= 1
+ ai +1 <

1
2

# 

(H2) 存在函数 a1( t ) , a2( t ) , ,, an( t ) , b( t ) , r ( t ) I L
1
[ 0, 1] 和常数 H I [ 0, 1) , 对

P( x1, x 2, ,, xn) I R
n
, t I [ 0, 1] , 满足下列不等式之一

  | f ( t , x 1, x2, ,, x n) | [ 6
n

i= 1

a i ( t ) | xi | + b( t ) | x n |
H
+ r ( t ) , ( 7)
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  | f ( t , x 1, x2, ,, x n) | [ 6
n

i= 1

a i ( t ) | xi | + b( t ) | x n- 1 |
H
+ r ( t ) , ( 8)

  ,

  | f ( t , x 1, x2, ,, x n) | [ 6
n

i= 1

a i ( t ) | xi | + b( t ) | x 1 |
H
+ r ( t )# ( 9)

(H3) 存在常数 M > 0,使得对 x I D(L ) , t I [ 0, 1] ,有 | x
( n- 1)

( t ) | > M, 那么

  6
m- 2

j = 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s, x ( s) , xc( s) , ,, x ( n- 1) ( s ) ) + e( s ) ] ds X 0# ( 10)

(H4) 存在常数 M
*
> 0, 使得对 c I R, 如果 | c | > M

*
, 那么下列不等式之一满足

  c# 6
m- 2

j= 1

BjQ
1

G
j

[ f ( s, cs
n- 1
, c( n - 1) sn- 2, ,, c#( n - 1) !) + e( s) ] d s < 0, ( 11)

  c# 6
m- 2

j= 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s, cs
n- 1
, c( n - 1) sn- 2, ,, c#( n - 1) !) + e( s) ] d s > 0# ( 12)

则边值问题( 1) ~ ( 3)在 C
n- 1
[ 0, 1] 上至少有一解# 

证明  首先,证明集合 81 = x I D (L ) \ KerL: Lx = KN x , K I [ 0, 1] 是有界的# 

设 x I 81, Lx = KN x ,则 KX 0, Nx I ImL = KerQ, 我们有

  6
m- 2

j = 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s, x ( s) , xc( s) , ,, x ( n- 1) ( s ) ) + e( s ) ] ds = 0,

由(H3)可知,存在 t 0 I [ 0, 1] , 使得 | x
( n- 1)

( t 0) | [ M# 根据

  x
( n- 1)

(0) = x
( n- 1)

( t 0) -Q
t
0

0
x
( n)
( t )dt ,

我们有

  +Px + = | x
( n- 1)

(0) | [ M+ +x ( n) +1 = M + +Lx +1 [ M + +N x +1# ( 13)

又由 x I 81, x I D (L ) \ KerL , 可得( I - P) x I D(L ) H KerP , LPx = 0, 故由引理 3得到

  +( I - P) x + = +( KP) L ( I - P) x + [ +L ( I - P) x +1 =

    +Lx +1 [ +N x +1# ( 14)

由( 13)和( 14) ,我们得到

  +x + [ +Px + + +( I - P ) x + = | x
( n- 1)

(0) | + +( I - P) x + [

       2+N x +1 + M , ( 15)

如果( 7)成立,那么由( 15) ,有

  +x + [ 2 6
n

i= 1

+ ai +1 +x ( i- 1) + ] + + b+1 +x ( n- 1) +H
] + C , ( 16)

其中 C = +r +1+ +e +1+ M / 2# 由 +x + ] [ +x +和( 16) , 我们有

  +x + ] [ 2
1- 2+a1 +1

6
n

i= 2
+ ai +1 +x ( i- 1) + ] +

       +b +1 +x ( n- 1) +H
] + C # ( 17)

由 +xc+ ] [ +x +, ( 16)和( 17) ,可得

  +xc+ ] [ 2
1 - 2( +a1+1+ +a2 +1) 6

n

i= 3

+ ai +1 +x ( i- 1) + ] +

    + b+1+x ( n- 1) +H
] + C # ( 18)
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类似地,我们可以得到

  +x ( n- 1) + ] [
2+ b+1

1- 2 6
n

i= 1
+ai +1

+x ( n- 1) +H
] +

2C

1- 2 6
n

i= 1
+ai +1

# ( 19)

因为 H I [ 0, 1) ,由(19) 可知,存在M 1> 0,满足 +x ( n- 1) + ] [ M1# 类似地,存在M i > 0 ( i

= 2, ,, n) 满足 +x ( n- i ) + ] [ Mi , i = 2, ,, n# 因此

  +x + = max +x + ] , +xc+ ] , ,, +x ( n- 1) + ] [ max M1, M2, ,, Mn # 

再由( 7) ,得到

  +x ( n) +1 [ +a1 +1Mn+ ,+ +an- 1 +1M2 +

        ( +an +1+ +b +1)M1 + +r +1+ +e +1# 

这样,我们就证明了 81是有界集# 

如果( 8)或( 9)成立,类似于以上的讨论,我们可以证明集合 81也是有界的# 

其次,证明集合 82 = x I KerL : Nx I ImL 是有界的# 

取 x I 82, x I KerL = x I D(L ) : x = ct
n- 1
, c I R, t I [ 0, 1] 且 QNx = 0, 我们有

  6
m- 2

j = 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s, cs
n- 1
, c( n - 1) sn- 2, ,, c#( n - 1) !) + e( s) ] ds = 0# 

由(H3) ,类似于以上的讨论, 我们知道 | c | [ M, 因此 82是有界集# 

第3,如果条件(H4)的第 1部分成立# 如果 | c | > M
*
, 则有

  c# 1

1 - 6
m- 2

j= 1

BjGj
6
m- 2

j= 1

BjQ
1

G
j

[ f ( s , cs
n- 1
, c( n - 1) sn- 2, ,,

    c#( n - 1) !) + e( s ) ] ds < 0# ( 20)

我们证明集合 83 = x I KerL : - KJx + (1 - K) QNx = 0, K I [ 0, 1] 是有界的, 其中 J :

KerL y ImQ 是一个同构, 对 Pc I R ,有 J ( ct
n- 1
) = c# 

由 x = c0 t
n- 1 I 83, 我们可以得到

  Kc0 =
1 - K

1 - 6
m- 2

j= 1
BjGj
6
m- 2

j= 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s,

    c0 sn- 1, c0( n - 1) sn- 2, ,, c0#( n - 1) ! ) + e( s) ] ds# 

如果 K= 1, 那么 c0 = 0# 否则,如果 | c0 | > M
*
, 根据( 20) ,有

  Kc20 = c0#
1- K

1- 6
m- 2

j= 1
BjGj
6
m- 2

j = 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s ,

    c0 sn- 1, c0( n - 1) sn- 2, ,, c0 # ( n - 1) !) + e( s ) ] ds ,

这就与 Kc20 \ 0相矛盾# 所以,集合 83 < x I KerL : +x + [ M
* 是有界的# 

第4,如果条件(H4)的第 2部分成立,如果 | c | > M
*
, 则有

  c# 1

1 - 6
m- 2

j= 1

BjGj
6
m- 2

j= 1
Bj 6

m- 2

j= 1
BjQ

1

G
j

[ f ( s ,

    csn- 1, c( n - 1) s
n- 2
, ,, c#( n - 1) !) + e( s) ] d s > 0# 
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类似于第 3 步的证明, 我们可以证明集合 83 = x I KerL : KJx + (1 - K) QNx = 0, K I

[ 0, 1] 是有界的# 只是在证明中 H ( x , K) 取为H ( x , K) = KJx + ( 1- K) QNx ,可得

  deg( QN | KerL , 8 H KerL , 0) = deg( J , 8 H KerL , 0) X 0# 

其余的证明一样# 

下面,我们将证明引理 1中的条件全部成立# 

令 8 是Y 的一个开闭子集, 满足 G
3

i= 1
�8 i < 8# 由 Ascoli_Arzela 定理, 我们知道 K P( I -

Q)N : �8 y Y 是紧的, 因此 N 在�8 上是L _紧的# 通过以上讨论,我们有

( � ) Lx X KNx , P( x , K) I [ ( D ( L ) \ KerL ) H 5 8] @ (0, 1) ,

( � ) N x /I ImL , Px I KerL H 5 8# 

( � ) 令 H ( x , K) = - KJx + (1- K) QNx ,根据以上讨论,我们有H ( x , K) X 0, x I KerL H
5 8# 根据度的同伦不变性,可得

  deg( QN | KerL , 8 H KerL , 0) = deg(H (#, 0) , 8 H KerL , 0) =

    deg(H (#, 1) , 8 H KerL , 0) = deg(- J , 8 H KerL , 0) X 0,

由引理1可知,方程 Lx = N x在D (L ) H �8 中至少有一解, 所以边值问题(1) ~ ( 3) 在 C
n- 1
[ 0,

1] 中至少有一解# 证毕# 
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Existence of Solutions for Higher Order Multi_Point

Boundary Value Problems at Resonance

LIN Xiao_jie1,  DU Zeng_ji2,  GE Wei_gao2

1. Depar tment of Mathemati cs , Xu zhou Normal Univ er sity , Xu zhou ,

J iangsu 221116, P . R . Chin a ;

2. Depa rtm ent of Mathema tics , Beijin g Institute of Techn ology ,

Beijing 100081, P . R . China )

Abstract: Using the theory of coincidence degree, a class of higher order multi_point boundary value

problem for ordinary differerntial equations are studied. Under the boundary conditions satisfying the

resonance case, some new existence results are obtained by supposing some conditions to the nonlin-

ear term and applying a priori estimates.

Key words: boundary value problem; resonance; coincidence degree theory
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