
文章编号: 1000_0887(2006) 05_0505_7 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

Hasegawa_Mima方程的整体吸引子
X

张瑞凤
1

,  郭柏灵
2

( 1. 河南大学 数学与信息科学学院, 河南 开封 475001;

2.应用物理与计算数学研究所, 北京 100088)

(我刊编委郭柏灵来稿)

摘要:  考虑了带有耗散项的 Hasegawa_M ima方程解的长时间性态, 研究了具有初值周期边值条件

的Hasegawa_Mima方程的整体吸引子问题# 运用关于时间的一致先验估计, 证明了该问题整体吸

引子的存在性,并获得了整体吸引子的维数估计# 
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引   言

我们考虑如下二维耗散的 Hasegawa_Mima方程:

  ut - v ut - knuy + C( u - v u) = u, v u + f ( x , y ) ( 1)

及初值

  u( x , y , 0) = u0( x , y ) , ( x , y ) I 8 = (0, L1) @ (0, L2) ( 2)

和周期边界条件

  u( x + L 1, y + L 2, t ) = u ( x , y , t ) ,   t > 0# ( 3)

这里 C和 kn 是正常数# v 是二维拉普拉斯算子, #, # 表示泊松括号

  f , g = (5x f ) (5y g) - (5y f ) (5x g) # 

方程( 1)是一类简单的二维湍流系统# 在等离子体中[ 1] , 方程( 1)描述了漂移波的演化过

程,这里 u是静电的涨落, 其中 kn = 5x lnn0 以及 n0 是本底质点密度
[ 2]# 在地球物理学流体

中[ 3] ,方程( 1)描述了地动的瞬时发展,被称为 Rossby 波的拟地动势涡度方程,这里 u 是地动

流函数# Hasegawa_Mima方程已在数值模拟和傅立叶级数分析方面被进行了实际研究,二维湍

流的重要特征已被发现(见文献[ 4] ~ 文献[ 7] ) , 其解的存在性已被文献[ 8] ~ 文献[ 10]讨论,

但是目前仍缺乏严格的结果# 

我们将研究初值周期边值问题( 1) ~ ( 3)整体吸引子的存在性, 并将给出吸引子的维数估

计# 运用关于时间的一致先验估计,以及文献[ 11]中Temam的方法,我们将讨论问题( 1) ~ ( 3)

解的渐近性态# 
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为叙述方便, 我们约定: C 是广义常数, 仅与数据( C, kn, f , R) 有关; H = L
2
per( 8) 为

Hilbert空间,赋予通常内积(#, #) 和范数 +#+ ;对于所有1 [ p [ ] , +#+ p表示L
p
per( 8 ) 的

范数( +# +2 = +# +)# +# +x 记任意 Banach空间 X 的范数# 

1  一致先验估计

本节运用对时间的一致先验估计来保证整体吸引子的存在性# 

引理 1  设 u0 I H
1
( 8) , f ( x , y ) I L

2
( 8 ) ,那么问题(1) ~ (3) 的光滑解 u ( t ) 有

  +u +2
+ + ü +2 [ C1,   P t \ t 1, ( 4)

这里 C1依赖于数据( C, f ) , t1 依赖于数据( C, f ) 及 R ,其中 + u0+ [ R 和 + u0+H
1 [ R# 

证明  作方程( 1)和 u在H 中的内积,得

  ( u t - v u t - knuy + C( u - v u) - ux v uy + uy v ux - f ( x , y ) , u ) = 0,

  d
dt

( +u +2
+ + ü +2

) + C( + u +2
+ +¨u +2

) [ 1
C

+f +2
,

应用 Gronwall不等式,有

  +u +2
+ + ü +2 [

2R
2
e

- C( t- t
0
)
+

1

C
2 +f +2

,   t \ t 0,

2

C2
+f +2 S E 1,   t \ t 1,

( 5)

这里 t 1 = max t0, t 0+ (1/ C) ln[ (2R 2C2) / +f +2
] # 引理 1证毕# 

引理 2  在引理 1的条件下, 有

  + ü +2
+ + v u +2 [ C 2,   P t \ t 2, ( 6)

这里 C2依赖于数据( C, f , R ) ; t 2依赖于数据( C, f ) 及 R, 其中 +u0 +H
1 [ R 和 +u0 +H

2 [

R# 

证明  作方程( 1)和 v u 在H 中的内积, 类似于引理 1的讨论, 有

  + v u +2
+ + ü +2 [

2R
2
e

- C( t- t
1
)

+
1

C
2(1- e

- C( t- t
1
)
) +f +2

,   t \ t 1,

4R 2
+

2

C2
+f +2 S E 2,   t \ t 2,

( 7)

这里 t 2 = max t1, t 1+ (1/ C) ln(1/ 2) # 引理证毕# 

应用插值不等式,及结论( 4)、( 6) , 可以推出

  +u ( t ) +L
] [ C ,   P t \ t2# ( 8)

引理 3
[ 10]  在引理 2的条件下,我们假定 u0 I W

2, 4
( 8 ) , f I L

4
( 8 ) , 那么有

  + v u +L
4 [ C 3,   P t \ t 3, ( 9)

这里 C3依赖于数据( C, kn, f , R ) ; t 3依赖于数据( C, kn, f ) 及 R , 其中

  +u0 +L
4 [ R , + v u0 +L

4 [ R# 

综合引理 1~ 3, 得到

  + ü +L
] [ C + v u +

3/ 4
L
4 # +u +

1/ 4
L
4 [ C# ( 10)

引理 4[ 10]  在引理 3的条件下,我们假定 u0 I W
2, p+ 1

( 8) , f I L
p+ 1

( 8) , 那么有

  + v u +L
p [ C4,   P t \ t 4, ( 11)

这里 C4依赖于数据( C, kn, f , R ) ; t 4依赖于数据( C, kn, f ) 及 R , 其中
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  +u0 +L
p+ 1 [ R , + v u0 +L

p+ 1 [ R# 

当 p y ] , 类似于文献[ 10]中引理 4的证明,有

  + v u +L
] [ C ,   P t \ t 4# ( 12)

引理 5  在引理4的条件下,我们假定 u0 I H
2
( 8) , f I H

2
( 8 ) ,那么问题(1) ~ (3) 的光

滑解 u 有

  +¨v u + [ C
t

,   P t \ t 5, ( 13)

这里 C 依赖于数据( C, kn, f , + u0+H 2) 及 t# 

证明  作方程( 1)和 t
2 v2

u 在H 中的内积,得

  1
2
d
dt

( + t v u +2
+ + t ¨v u +2

) + C( + t v u +2
+

    + t ¨v u +2
) - ( knuy , t

2 v2
u) =

    t ( + v u +2
+ +¨v u +2

) + ( ux v uy - uy v ux , t
2 v2

u ) + ( vf , t
2 v u ) ,

由于

  | ( ux v uy - uy v ux , t
2v 2

u) [

    + v u + ] Q8
t
2# v ux#¨v udR + Q8

t
2#v uy#¨v udR [

    C
4

+ t ¨v u +2
+ C,

  t + v u +2 [ C
8

+ t ¨v u +2
+ C ,

  t +¨v u +2 [ 1
t

+ t ¨v u +2 [ C
8

+ t ¨v u +2
+ C,   t \ t 5 \ 8

C
> 0,

那么

  d
dt

( + t v u +2
+ + t ¨v u +2

) + C( + t v u +2
+ + t ¨v u +2

) [ 1
C

+ vf +2
+ C ,

所以

  +¨v u + [ C
t

,   P t \ t 5,

其中 C 依赖于数据( C, kn, f , + u0+H 2, t )# 

引理 6[ 10]  在引理 4的条件下,问题( 1) ~ ( 3)的光滑解 u有

  +u t +2
+ +¨ut +2 [ C5, ( 14)

这里 C5依赖于数据( C, kn, f ) 及 R ,其中 + ut (0) + [ R , + üt (0) + [ R# 

在引理6的条件下,从方程( 1)可以推出

  + v ut + [ C5# ( 15)

定理 1[ 10]  如果满足 f I H
2
per( 8) 及 u0 I H

3
per( 8 ) ,则存在周期初值问题(1) ~ ( 3) 的唯

一整体光滑解 u( x , y , t )

  u( x , y , t ) I L
]

(0, T ; H
3
( 8) )# ( 16)

2  整体吸引子的存在性

为了证明问题( 1) ~ ( 3)的整体吸引子的存在性, 我们需要利用如下结论# 
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定理 2[ 11]  设 E 为 Banach空间# S t , t \0 为半群算子,即 S t : E y E 满足

  StSS = S t+ S, S 0 = I ,

其中 I 为恒等算子,且设

( � ) 算子 S t 是一致有界,即对任意 R > 0, 如果 +u +E [ R, 则存在常数 C ( R ) 使得

  +S tu +E [ C ( R) ,   t I [ 0, ] )# 

( � ) 存在有界吸收集 B 0 < E, 即对任何有界集 B < E, 存在常数 T , 使得

  StB < B0,   t \ T# 

( � ) St 是一个完全连续算子, t > 0# 

那么半群算子 S t 具有紧的整体吸引子# 

定理 3  设问题( 1) ~ ( 3)具有整体光滑解且满足引理 5的条件,则存在周期边值问题( 1)

~ ( 3)的整体吸引子 A, 即存在集合 A < H
2
( 8 ) , 使得

( � ) St A = A ,   t I R
+ # 

( � ) lim
t y ]

dist ( S tB, A) = 0,其中对任何有界集 B < E = H
2
( 8)

这里

  dist( X , Y) = sup
x I X

inf
y I Y

+x - y +E,

E 为一 Banach空间, S t 是问题( 1) ~ ( 3)生成的半群算子# 

证明  基于定理 2的结果, 我们将验证定理2的条件,以证明定理 3成立# 在定理的假设

下,我们知道存在由问题( 1) ~ ( 3)生成的半群算子# 置 Banach空间 E = H
2
per( 8 ) , S t : E y

E# 由引理 1 ~ 引理 2的结果,及设 B < E 含于球 +u +E [ R , 则有

  +S t ( u0) +2
E = +u( #, t ) +2

E [ C ( +u0 +2
H 2, +f +2

) [

    C ( R
2
, +f +2

) ,   t \ 0, u0 I B,

其中 C是绝对常数# 这意味着 S t 在E 中一致有界# 其次,从引理 1~ 引理2、式( 5)和式( 7)

中可推得

  +S tu0 +2
E = + u +2

H2 [ 2( E1+ E2) ,   t \ t0( R, +f +) ,

因此

  �A = u (#, t ) I E, + u +2
E [ 2( E1 + E2)

是半群算子 S t 的有界吸收集# 最后,从引理 5的结果有

  +¨v u (#, t ) + [ C
t

,   P t > 0; + u0+E [ R,

由于紧嵌入: H
3 } H

2
,可知半群算子 S t : E y E 当 t > 0时是完全连续的# 定理证毕# 

附注  如同文献[ 11]所指出,定理 3 所得到整体吸引子 A 为吸收集�A 的 X极限集,即有

  A = X(�A ) = H
S\0

G t \SS t A
-
# 

3  整体吸引子的维数

为了建立问题( 1) ~ ( 3)整体吸引子 A 的Hausdorff维数、分形维数的上界, 我们需要考虑

对应于问题( 1) ~ ( 3)的线性变分问题

  vt - v v t - knvy + C( v - v v) + v uxvy + uy v v x - v uyvx - ux v vy = 0, ( 17)

  v(0) = v 0( x , y ) , v( x + L 1, y + L 2, t ) = v ( x , y , t ) , ( 18)
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其中 v0 I H
1
( 8)# U( t) = u ( t ) = S tu0为问题(1) ~ (3) 带有 u0 I A 的解# 

引理 7
[ 12]  假定 v0 I H

1
( 8) , 及u0, v 0 I A, U( t ) = S tu0 I H

1
( 8 )# 则线性化问题( 17)、

( 18)存在唯一解

  v( x , y , t ) I L
]

(0, T ; H
1
( 8 ) ) , v t ( x , y , t ) I L

2
(0, T ; H

1
( 8) ) ,

  PT > 0# ( 19)

另外,记 V( t ) = v( t ) = Gtv0,那么对任意T > 0, R > 0存在与R 及T 有关的常数C 使得

  +S t ( u0+ v0) - S tu0- G tv 0+H
1 [ C +v0 +2

H
1,   P t I [ 0, T ] , ( 20)

这里 +u0 +H
1 [ R , +u0+ v0 +H

1 [ R, v0+ u0 I A# 这说明算子 S t 在A 上是一致可微的,

并且 St 在u0 I A 处在H
1
( 8 ) 中的微分是 DStu0: v0 I H

1
( 8 ) y G tv 0 I H

1
( 8)# 

由于引理的证明经典但很繁, 在此省略仅提结论# 现在我们研究算子 DS tu0 在H
1
( 8) 中

的 m维体积的变换# 取H
1
( 8) 中的 m个线性无关元V

1
0, ,, V

m
0,及线性方程(17) 对应于初值

V
1
(0) , ,, V

m
(0) 的解 V( t ) = ( V

1
( t ) , ,, V

m
( t ) ) ( V

k
( t ) = ( DS tu0) #V

k
0, k = 1, ,, m ) , 这里

V
k
( 0) I H

1
( 8 ) , k = 1, ,, m, 我们有

  + V
1
( t ) C , C V

m
( t ) +2

C m
H
1 = det

1 [ i, j [ m
( V

i
( t ) , V

j
( t ) ) ,

其中我们令

  ( U, V)H
1 = 6

1

k= 0
Q8
¨k

u#¨k
v dR,

我们要证明对充分大的 m ,当 t y ] 时, 由向量 V
1
( t ) , ,, V

m
( t ) 定义的 m 维多面体体积的

m !积的平方,即 + V
1
( t ) C , C V

m
( t ) +2

C m
H
1 将指数衰减# 

引理 8  假设 u0 I A, V
i
0 I H

1
( 8) , i = 1, ,, m, 则有

  + V
1
( t ) C , C V

m
( t ) +C m

H
1 [

    + V
1
0( t ) C , C V

m
0 ( t ) + C m

H
1e( C m- Cm) t

,   P t \ 0, ( 21)

这里 C 依赖于数据和R ,其中 + u0+H
1 [ R# 

证明  记

  W
i
( t ) = W( t) = eCtV( x , y , t ) , ( 22)

因此,方程( 17)可写为如下形式

  Wt - v Wt = knWy - v uxWy - uy v Wx + v uyWx + ux v Wy , ( 23)

作( 23)与 W 在H 中的内积,得

  d
dt

( +W +2
+ + Ẅ +2

) =

    2( v uyWx , W) + 2( ux v Wy , W) - 2( v uxWy , W) - 2( uy v Wx , W) ,

让

  Q( t , W) = +W +2
+ +¨W +2

,

  R( t , W) = 2( v uyWx , W) + 2( ux v Wy , W) - 2( v uxWy , W) - 2( uy v Wx , W) ,

则

  d
dt

Q( t , W) = R ( t , W) , ( 24)

由于

  | R ( t , W) | [ 2Q8
Ẅ#Wx# üydR + 2 Q8

Ẅ#Wy# üx dR [
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    2+ üy + ] # +Wx +# + Ẅ + + 2+ üx + ] # +Wy +# +¨W + [

    C ( +W +2
+ + Ẅ +2

) , ( 25)

这里 C 依赖于数据和R ,其中 + u0+H
1 [ R# 定义算子

  KW = (1- v)
- 1

W,   PW I H
1
( 8) ,

则有

  ( KW, W) H
1 = +W +2

+ +¨W +2
,   PW I H

1
( 8 ) , ( 26)

式( 25)和式( 26)表明

  | R ( t , W) | [ C( K W, W) H 1# 

设 Ki ( i I Z) 是算子 K 的特征值序列,它随 i 减少并且当 i y ] 时趋于 0# 熟知算子 K

的特征值不超过(1+ i
2P2/ | 8 |

2
)

- 1
, | 8 | = L 1L 2# 由文献[ 13] 中的定理 A 知

  det
1 [ i, j [ m

( W
i
( t ) , W

j
( t ) )H

1 [

    det
1 [ i, j [ m

( V
i
0( t ) , V

j
0( t ) ) H 1exp C 6

m

i= 1
K
1/ 2
i t ,   t \0, ( 27)

因为

  6
m

i= 1
K
1/ 2
i [ 6

m

k= 0

1+
k
2
P
2

( L1L 2)
2

- 1/ 2

[ 1+ 6
m

k= 1

1+
k
2
P
2

( L1L 2)
2

- 1/ 2

[

    1 + 6
m

k= 1

( L 1L2)
2

k
2P2

1/ 2

= 1+
( L1L 2)

P 6
m

k= 1

1
k

[

    1 +
( L 1L2)

P
m 6

m

k= 1

1

k
3/ 2 [ C m# 

由式( 27)和式( 22)可推出

  det
1 [ i, j [ m

( W
i
( t ) , W

j
( t ) ) H

1 [

    det
1 [ i, j [ m

( V
i
0( t ) , V

j
0( t ) ) H 1exp C m t ,   t \ 0, ( 28)

  det
1 [ i, j [ m

( W
i
( t ) , W

j
( t ) ) H

1 =

    det
1 [ i, j [ m

( V
i
( t ) , V

j
( t ) ) H

1exp Cm t ,   t \ 0, ( 29)

这样从( 28)和( 29)便可导出( 21)的估计, 引理证毕# 

通过观察, 引理 8表明如果 m 由下式确定

  m - 1 [ C
C

2

< m, ( 30)

其中 C 为引理 8中的常数, 那么整体吸引子 A 的Hausdorff维数: dimH ( A ) [ m 及分形维数

  dimF( A ) [ 2m# 

定理 4  定理 3中定义的整体吸引子 A 的Hausdorff维数和分形维数都是有限的# 
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considered. The global attractor problem of the Hasegawa_Mima equation with initial periodic bound-

ary condition was studied. Applying the uniform a priori estimates method, the existence of global at-

tractor of this problem was proved, and also the dimensions of the global attractor are estimated.

Key words: Hasegawa_Mima equation; a priori estimate; global attractor; Hausdorff and fractal d-i

mension
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