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摘要:  将准则法和数学规划相结合, 对于不同的约束采用不同的处理方法: 应力约束作为局部性

约束, 用 0阶近似进行处理, 借助满应力准则将其转化为动态尺寸下限; 位移约束作为全局性约

束,根据单位虚载荷法将其显式化, 从而建立了满足应力和位移约束的框架结构截面优化的显式

模型# 为了提高模型的求解效率,根据对偶理论将大规模的框架结构优化问题转化为仅仅几个对

偶变量的对偶问题,采用二次规划方法求解, 算例证明该方法能极大的提高模型的求解效率# 采

用近似射线步既能减小计算量又能使迭代过程更加平稳, 采用删除无效约束技术能减小优化模型

的规模. 以 MSC/ Nastran 软件为结构分析的求解器, 以MSC/ Patran 软件为开发平台, 完成了满足刚

度和强度的多工况、多变量的框架截面优化软件# 算例结果表明上述程序算法的高效性# 
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引   言

早在 1960年, Schmit提出把数学规划引进结构设计领域进行系统综合的想法[ 1] , 首次构

造了多工况作用下弹性结构优化设计的数学模型,从此结构优化设计才较快的发展为一门独

立的学科# 1968 年, Prager 等提出了连续型优化准则( COC ) cont inuum_type optimality criter-i

a) [ 2, 3] , Venkayya 等发展了离散型优化准则( DOC ) discret ized optimality criteria) [ 4] # 1974 年,

Schmit等提出了结构优化的近似概念
[ 5]
, 主要包括设计变量连接、删除无效约束和有效约束的

泰勒展开# 1979年, Fleury等首先把对偶理论引入到结构优化问题上来[ 6] # 1980年, Schmit和

Fleury提出了近似概念和对偶方法结合的算法[ 7, 8]# 1991年, Rozvany 和 Zhou 将 COC理论的思

想扩展到为迭代的 COC算法
[ 9]
,后来发展为一种新型的优化准则类算法 DCOC( discretized con-

tinuum_type optimality criteria)
[ 10, 11]# 框架结构截面优化的理论虽然比较成熟, 但从大型通用优

化软件实现的角度看,还远不能尽如人意,其优化模型的建立和求解等各个环节的方法对优化

效率和程序实现等都有很大的影响,需要进行进一步的研究, 从而提供程序开发的可靠依据,
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对于应用广泛而且受力复杂的框架结构尤为重要# 研究表明结构优化的最大问题就是优化模

型的建立,其次是模型的求解
[ 12]# 为了建立满足应力和位移约束的框架结构截面优化的近似

显式模型, 本文根据约束性质的不同采用不同的处理方法:应力约束是局部性约束, 为避免一

阶近似带来的繁重计算量,将应力约束按零阶近似处理,并借助满应力准则将应力约束转化为

动态尺寸下限; 位移约束为全局性约束, 根据单位虚载荷法将其显式化,可以避免泰勒展开引

起的位移对设计变量的敏度分析# 为了提高模型的求解效率,根据对偶理论,采用对偶二次规

划将原优化模型转化为对偶模型, 通过在对偶空间迭代求解对偶模型得到原模型的解# 采用

近似射线步既能减小每次迭代的计算量又能使迭代过程更加平稳, 采用删除无效约束技术能

减小优化模型的规模# 以 MSC/ Nastran软件为结构分析的求解器,以 MSC/Patran 软件为开发

平台,完成了同时满足刚度和强度约束的多工况、多变量的框架截面优化程序# 

1  框架结构截面优化模型

从同时满足结构强度和刚度约束的可行性考虑结构设计的经济性,以结构重量为目标函

数,梁单元的一个主控参数(如截面惯性矩)为设计变量, 考虑应力、位移和尺寸 3种约束# 优

化模型的数学表达式如下

  

求  Iyi       ( i = 1, ,, n) ,

使  w = 6
n

i= 1
QiliAi ( Iyi ) y min,

s. t . ujl [ �u j     ( j = 1, ,, J ; l = 1, ,, L ) ,

  Ril [ �Ri     ( i = 1, ,, n; l = 1, ,, L) ,

  Iyi [ Iyi [ �Iy i   ( i = 1, ,, n) ,

( 1)

其中 Iy i是i号梁单元对y 轴的截面惯性矩(设计变量) , n是设计变量数, J 是位移约束数, L 是

载荷工况数# 

假定梁截面的形状不变, 尺寸按比例发生变化,如果取截面惯性矩 Iyi 为设计变量, 则其他

截面参数(如横截面积 Ai ) 可以表示为截面惯性矩 Iyi 的函数# 

  A i ( Iy i ) = AAiI
0. 5
yi , ( 2)

其中 AA i = A
(0)
i / ( I

(0)
y i )

0. 5 是跟截面形状有关的常数# 

根据满应力准则的基本设计思想, 每个梁单元至少在 1种工况下达到许用应力,其数学表

达如下

  max
l= 1, ,, L

[max
x
Ril ( x ) ] = �Ri# ( 3)

对于细长梁单元,剪应力相对正应力较小,对设计影响不大,可以忽略,则框架结构的梁单

元的正应力可以表示如下

  Ril ( x ) = Myil ( x ) / Wyi + Mz il ( x ) / Wz i + N il ( x ) / A i

  ( i = 1, ,, n; l = 1, ,, L ) , ( 4)

其中 My il、Mz il和N il分别表示l号工况下i号梁单元内对y 轴的弯矩、对 z 轴的弯矩和轴力, Wyi、

Wz i和Ai 分别表示 i号梁单元对 y 轴的抗弯模量、对 z 轴的抗弯模量和横截面积# 

假设在 l 号工况下 i号梁单元的最大应力在p 点, 记为

  Rpil = maxRil ( x ) = M
p
yil / Wyi + M

p
zil / Wz i + N

p
il / A i , ( 5)

其中 M
p
y il、M

p
zil和N

p
il分别表示 l号工况下i号梁单元最大应力点的对y 轴的弯矩、对 z 轴的弯矩
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和轴力.

将式( 5)代入式( 3) ,得

  max
l= 1, ,, L

( M
p
yil / Wy i ( Iy i ) + M

p
zil / Wz i ( Iyi ) + N

p
il / A i ( Iy i ) ) = �Ri , ( 6)

其中 M
p
yil、M

p
zil 和N

p
il 都跟设计变量 Iyi 无关(静定化假设) ,可以从结构分析的结果中得到, Wyi ,

Wz i , A i ( i = 1, ,, n ) 是设计变量的 Iyi 的函数# 

为了求解上述方程, 先假定在每种工况下都取等式,通过迭代求解 L 个方程, 得 L 个设计

变量 I
*
yil ( l = 1, ,, L ) , 再从中取大,得

  I
*
yi = max

l= 1, ,, L
( I

*
y il )# ( 7)

如果没有位移约束和尺寸约束, I *yi 就是满足应力约束的最优解; 如果有位移约束, 需要

将表达应力约束的动态下限用 I
*
yi 表示

  Iy i \ I
~ yi = I

*
yi , ( 8)

跟尺寸约束合并,得

  max( I
~ yi , I- yi ) [ Iy i [ �Iyi   ( i = 1, ,, n)# ( 9)

根据单位虚载荷法, 可以得到在 l 号工况作用下j 号约束点对应的位移的显式表达式

  ujl = 6
n

i= 1Qjl

Myi�Myi

E iIyi
+
Mz i�Mz i

E iIz i
+
Mxi�Mxi

G iIp i
+
LyiQyi�Q yi

G iA i
+
Lz iQz i�Q zi

GiAi
+
N i�N i

EiAi
dx , ( 10)

其中 My、Mz、Mx、Qy、Qz、N 为实载荷工况下梁单元的内力, �My、�M z、�Mx、�Q y、�Q z、�N 为虚载荷工

况下梁单元的内力# 

由梁单元组成的框架结构中,位移主要是弯矩和扭矩引起的,位移跟设计变量 Iy i 近似成

反比关系,因此位移 ujl 可以简化为设计变量Iyi ( i = 1, ,, n) 的函数

  ujl = 6
n

i= 1

bijl
Iyi
, ( 11)

其中

  bijl = I
( k )
yi Qjl

My i�Myi

E iI
( k )
y i

+
Mz i�M z i

E iI
( k )
zi

+
Mxi�Mx i

GiI
( k)
pi

+
LyiQyi�Qyi
G iA

( k )
i

+
LziQz i�Qz i
G iA

( k)
i

+
Ni�N i

E iA
( k )
i

dx ,

在每次迭代中是常数,可以根据结构分析的结果数据进行计算,但比较麻烦, k 是结构分析的

迭代次数# 

考虑到

  Qjl

Myi�Myi

E iI
( k )
y i

+
M zi�M z i

E iI
( k)
zi

+
Mx i�Mx i

GiI
( k )
pi

+
Ly iQy i�Qy i
G iA

( k )
i

+
LziQz i�Qz i
GiA

( k )
i

+
N i�N i

EiA
( k )
i

dx

是 l 号工况作用下 i 号单元对结构位移的贡献, 也就是 i 号单元的内虚功# 根据虚功原理,内

虚功等于外力在虚位移上做的外虚功, 即

  ( F
l ( k)
i )

T
u
j ( k)
i = Qjl

My i�Myi

E iI
( k )
y i

+
Mz i�M zi

E iI
( k )
z i

+
Mxi�Mx i

GiI
( k)
pi

+
LyiQyi�Qyi
G iA

( k )
i

+
LziQz i�Qz i
G iA

( k)
i

+
N i�N i

E iA
( k)
i

dx ,

( 12)

其中

  F
l
i = (F

l
x1, F

l
y1, F

l
z 1, M

l
x1, M

l
y1, M

l
z1, F

l
x2, F

l
y2, F

l
z2, M

l
x2, M

l
y2, M

l
z2)

T

表示 l 号工况作用下 i 号单元的外力向量,可以直接对实载荷工况分析得到

  u
j
i = (�ux1, �uy1, �uz1,�Hx1,�Hy1,�Hz1, �ux2, �uy2, �uz2, �Hx2, �Hy2,�Hz2)

T
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表示 j 号位移约束对应的单位虚载荷工况作用下 i号单元的虚位移向量,可以直接对单位虚载

荷工况分析得到# 

由式( 11)和式( 12)得

  ujl = 6
n

i= 1

( F
l ( k )
i )

T
u
j ( k )
i I

( k )
yi

Iyi
, ( 13)

则位移约束可以转化为

  6
n

i= 1

( F
l( k )
i )

T
u
j( k )
i I

( k )
yi

Iyi
[ �u j# ( 14)

将式( 2)、式( 9)和式( 14)代入式( 1) ,得

  

求  Iyi   ( i = 1, ,, n) ,

使  w = 6
n

i= 1

QiliAAiI
0. 5
yi y min,

s. t .  6
n

i= 1

( F
l ( k)
i )

T
u
j( k )
i I

( k )
yi

Iyi
[ �uj   ( j = 1, ,, J ; l = 1, ,, L ) ,

   max( I
~
y i , I

-
yi ) [ Iyi [ �I yi   ( i = 1, ,, n)# 

( 15)

2  优化模型的求解

上述模型是显式模型,由于约束和目标函数都是非线性的,需要按有约束非线性规划求

解,但计算效率不高# 为了采用稳定且有效的算法, 二次规划是一个很好的选择,可以将目标

函数做二阶泰勒展开,约束做一阶泰勒展开形成标准的二次规划模型,但位移约束的泰勒展开

需要计算位移对设计变量的敏度# 考虑到位移跟设计变量成简单的反比关系,只要采用倒变

量变换,可以将位移毫无精度损失的转化为设计变量的线性函数,然后再将目标函数二次展开

形成标准二次规划模型, 但是该模型的求解难度会随着设计变量的增多而不断加大,求解效率

也会随之降低# 为了有效地解决多变量的大模型优化问题,根据对偶理论,采用对偶二次规划

方法将原问题转化为对偶问题,通过在对偶空间迭代求解对偶规划得到原问题的解# 

为了方便推导, 将式( 15)简写为如下形式

  

求  zi   ( i = 1, ,, n) ,

使  w = 6
n

i= 1
h iz

0. 5
i y min,

s. t .  6
n

i= 1

ait
zi

[ bt   ( t = 1, ,, T ) ,

  z- i [ z i [ �z i   ( i = 1, ,, n)# 

( 16)

其中 zi = Iyi是设计变量, h i = QiliAAi , T 是约束的个数(没有粗选约束前T = J
*
L ,粗选约束后

T [ J
*
L ) ,参数 Ait 和 bt 分别和( F

l ( k)
i )

T
u
j ( k)
i I

( k)
yi 和�uj 对应, z- i = max( I~ yi , I- yi ) ,�z i = �I yi# 

根据对偶理论, 式( 16)的对偶模型为

  
求  K,

使  <( K) y max,

s. t .  K\ 0,

( 17)

其中
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  <( K) = min
z
-

[ z [ �z
[ L ( z , K) ] = min

z
-

[ z [ �z 6
n

i= 1

hiz
0. 5
i + 6

T

t= 1

Kt 6
n

i= 1

a it
z i
- bt ,   K I E

T# 

根据 Kuhn_Tucher 条件,得

  5L
5zi =

hi

2( z *i )
0. 5 - 6

T

t= 1

ait Kt
( z

*
i )

2

[ 0   ( z *i = �z i ) ,

= 0   ( z- i < z
*
i < �z i ) ,

\0   ( z *i = z- i )# 

( 18)

记

  Ai = 6
T

t= 1

2a itKt
hi

2/ 3

, ( 19)

由式( 18)得

  z
*
i =

�zi   ( Ai \�z i ) ,

Ai   ( z- i < Ai < �z i ) ,

z- i   ( Ai [ z- i ) ,

( 20)

所以

  <( K) = 6
n

i= 1

hi ( z
*
i )

0. 5
+ 6

T

t= 1

Kt 6
n

i= 1

a it

z
*
i
- bt # ( 21)

将式( 21)代入式( 17) ,将目标函数最大改为最小(目标函数加负号) , 然后将其二阶展开,

并去掉常数项, 就可以得到对偶问题的标准二次规划模型

  

求  Kt   ( t = 1, ,, T ) ,

使  -
1
2 6

T

t= 1
6
T

s = 1

52<( K)
5Kt5Ks K

0
KtKs - 6

T

t = 1

5 <( K)
5Kt K

0
- 6

T

s= 1
K0s
52<( K)
5Kt5Ks K

0 Kt y min,

s. t .  Kt \ 0   ( t = 1, ,, T ) ,

( 22)

其中

  5 <( K)
5Kt = 6

n

i= 1

ai t

z
*
i
- bt ,

52<( K)
5Kt5Ks = - 6

i I I
a

4a itais

3hi ( z
*
i )

2. 5,

  I a = i | z- i [ z i [ �z i ( i = 1, ,, n)

为主动变量集, 否则为被动变量集# 

由于在对偶模型的求解的过程中, 原模型存在设计变量主动和被动的问题,而且在对偶模

型的目标函数采用了二阶近似,因此需要通过迭代求解对偶规划直到主动变量集不变和设计

变量收敛# 收敛判断准则的数学表达如下

  I
( v )
a = I

(v+ 1)
a 和 6

n

i= 1

z
(v+ 1)
i - z

(v )
i

z
(v+ 1)
i

0. 5

n < E, ( 23)

其中 v 表示对偶规划求解的迭代次数, E是一个很小的正数# 

3  近似射线步技术和删除无效约束技术的应用

近似射线步技术是所有设计变量同时乘一个射线步因子将设计点从可行域内或外拉到可

行域边界上,射线步因子根据位移、应力和设计变量与其约束值的之间的关系进行计算

  C= max
k
Rk   ( k = 1, ,, J * L + n

*
L + n) , ( 24)
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其中

  Rk =

ujl / �uj    ( j = 1, ,, J ; l = 1, ,, L ) ,

( Rjl /�Ri )
4/ 3   ( i = 1, ,, n; l = 1, ,, L ) ,

I- yi / Iyi    ( i = 1, ,, n)# 

射线步后, 设计变量的值为

  I
*
yi = CI 0y i   ( i = 1, ,, n)# ( 25)

删除无效约束技术就是在近似射线步后根据一定的准则将约束分成有效约束和无效约

束,保留有效约束,通过删除无效约束减小优化模型的规模,提高求解效率# 

删除无效约束技术的总准则为/有效约束数不能超过设计变量数0,此外还有 3个细微一

点的准则: 1) 随着迭代的进程判断标准逐渐严格; 2) 性质不同的约束判断标准不一样(如尺寸

约束的标准最松,应力约束次之, 位移约束的标准最严) ; 3) 避免线性相关的约束同时进入有

效约束# 

根据上述准则, 无效约束的判断准则的公式表示如下

  R
( k ) [

t 0+ 0. 1* k   ( R( k ) < tm) ,

tm       ( R ( k) \ tm) ,
( 26)

其中

  R
( k )

=

ujl / ( C
( k )�uj ) + D  ( j = 1, ,, J ; l = 1, ,, L) ,

[ Rjl / ( C
( k)�Ri ) ]

4/ 3   ( i = 1, ,, n; l = 1, ,, L ) ,

I- yi / ( C
( k )
Iyi ) - D  ( i = 1, ,, n)

是第 k 次结构分析射线步后的响应比, t 0 是约束删除限的初始值(默认值为 0. 3) , tm是约束删

除限的最大值(默认值为 0. 9) , k 是结构分析的迭代次数, C( k) 是第 k 次结构分析的射线步系

数, D表示对不同约束的判断标准不同的差值(默认值为 0. 1)# 

4  数 值算 例

例 1  单跨度框架的截面优化

如图 1所示的单跨度框架,考虑 3种工况载荷,标为( Ñ )、( Ò)、( Ó)# 材料属性: 弹性模

量为 206 GPa,泊松比为 0. 3,密度为 7 800 kg/ m3, 许用应力为 120 MPa# 

 图 1  单跨度框架模型

以结构重量最小为目标函数, 将 ¹ 、º 、» 号梁

单元的截面惯性矩分别作为独立的设计变量, 约束

分只有应力约束和同时受应力和位移约束( 2号和 3

号节点沿 x 方向的位移u2x和u3x不超过0. 5 mm, 2号

梁单元中间节点的 y 方向位移uy 不超过 0. 2 mm)两

种情况,设计变量的初始值为 1. 333E- 8 m4# 

本研究程序采用了近似射线步技术, 在满应力

收敛精度相同的条件下( 0. 001) , 有无近似射线步对

满应力设计和对偶规划求解的迭代次数以及结构响

应的影响如表 1和表2, 用本研究程序和Nastran程序

分别计算(收敛精度都取相同的值 0. 01) ,计算结果比较如表 3# 
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表 1 只受应力约束的情况下近似射线步的影响

近似射线步 无近似射线步 有近似射线步

结构分析步数 1 2 3 1 2 3

满应力迭代次数 63 42 33 31 15 15

最大应力(MPa) * - 120. 688 - 200. 000

  表 2 同时受应力和位移约束的情况下近似射线步的影响

近似射线步 无近似射线步 有近似射线步

结构分析步数 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

满应力迭代次数 63 59 59 59 55 47 25 31 25 24 24 24

对偶规划迭代次数 6 7 6 6 7 6 4 3 3 3 2 2

最大应力* (MPa) 119. 1 119. 7

最大位移* (m)
uy u3x u 2x uy u 3x u2x

0. 098 71 0. 496 6 0. 496 6 0. 099 35 0. 5 0. 5

  注  * 表 1和表 2 中最大应力和最大位移是最后一步的最大结构响应

表 3 本研究程序和 Nastran程序的计算结果比较

约束情况 方法 迭代次数
优化后最大

应力(MPa)

优化后最大位移( mm)

uy u 3x u 2x

结构重量

( kg)

只受应力约束 本研究程序 3 200. 000 ) ) ) 0. 867 2

的情况 Nastran程序 10 119. 957 ) ) ) 0. 867 8

同时受应力和 本研究程序 6 119. 671 0. 099 35 0. 500 0 0. 500 0 1. 367

位移约束的情况 Nastran程序 63 53. 765 3 0. 099 88 0. 142 5 0. 142 5 1. 845

  例 2  大型空间框架截面优化

如图 2所示,由 1 800根长为 1 m 的梁单元构成的 8 m @ 8 m@ 8 m 空间框架# 材料属性:

弹性模量为206 GPa,泊松比为 0. 3,密度为 7 800 kg/m3,许用应力为 200 MPa# 该模型底部固

支,受 6个载荷的作用: ¹ 重力载荷; º 沿 z 轴向下的集力载荷,大小为200 kN,作用于所有节

点; » 、¼、½、¾分别是垂直作用在 4个侧面向里的分布力, 其分布如图 3所示# 6个载荷组

合为 7个载荷工况,如表 4所示# 
表 4 载荷工况

载荷工况号 1 2 3 4 5 6 7

载荷号 ¹ 、º ¹ 、º、» ¹ 、º 、¼ ¹ 、º 、½ ¹ 、º 、¾ ¹ 、º 、» 、¼ ¹ 、º 、½ 、¾

  表 5 本研究程序和 Nastran程序的计算结果比较

约束情况

方法

 

 

只受应力约束的情况

本研究程序 Nastran程序

 

 

同时受应力约束的情况

本研究程序 Nastran程序

迭代次数 3 19 8 15

最大应力(MPa) 200. 245 200. 363 200. 018 200. 139

x 方向最大位移( mm) ) ) 4. 755 5. 005

y 方向最大位移( mm) ) ) 9. 463 10. 03

结构重量( kg) 98 460. 2 126 593. 5 127 326. 9 132 748. 6
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  以结构重量为目标函数, 1 800个梁单元的截面惯性矩分别作为独立设计变量, 约束分只

受应力约束和同时受应力和位移约束( x 方向最大位移为 5 mm, y 方向最大位移为 10 mm)两

种情况,设计变量的初始值为 6. 667E- 5m4# 用本研究程序和 Nastran程序进行计算(收敛精度

都取相同的值 0. 01) ,两种方法计算结果比较如表 5# 

 图 2 大型空间框架模型         图 3  侧面载荷分布图  

5  结   论

本文将准则法和数学规划相结合建立框架结构截面优化模型: 将应力约束按 0阶近似处

理,能在保证计算精度的条件下,避免一阶近似引起的计算量;根据单位虚载荷法将位移约束

显式化,可以避免泰勒展开引起的敏度计算; 根据对偶理论采用对偶二次规划求解, 使多变量

的大型优化问题的解决成为可能; 采用近似射线步技术,能有效的降低满应力设计和对偶规划

求解的迭代次数,用最后一步射线步后的设计作为最优设计能有效的减小因结构超静定引起

的计算误差;采用删除无效约束技术,能有效的减小模型的规模,提高求解效率; 与 Nastran程

序相比,本研究程序的迭代次数少、收敛速度快、优化效率高, 在满足约束的前提下, 本文研究

程序得到的最优结构的重量更轻, 设计更优# 
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Method Based on Dual_Quadratic Programming for

Frame Structural Optimization With Large Scale

SUI Yun_kang1,  DU Jia_zheng1,  GUO Ying_qiao2

( 1. Labor ator y Num er ical Sim ulation Cent er for Engin eer in g , Beijing Univ er sity of Technolo gy ,

Beijin g 100022, P . R . China ;

2. Labor ator y Mechan ics , Mater ia ls &Structur es , Univer sity of Reims Cham pagn e_Ardenne ,

BP1039, 51687, Reim s , Fr ance )

Abstract: The optimality criteria ( OC) method and mathematical programming (MP) were combined

to found the sectional optimization model of frame structures. Different methods were adopted to deal

with the different constraints. The stress constraints as local constraints were approached by zero_or-

der approximation and transformed into movable sectional lower limits with the full stress criterion.

The displacement constraints as global constraints were transformed into explicit expressions with the

unit virtual load method. Thus an approximate explicit model for the sectional optimization of frame

structures was built with stress and displacement constraints. To improve the resolution efficiency,

the Dual_Quadratic Programming was adopted to transform the original optimization model into a dual

problem according to the dual theory and solved iteratively in its dual space. A method called approx-i

mate scaling step was adopted to reduce computations and smooth the iterative process. Negative

constraints were deleted to reduce the size of the optimization model. With MSC/ Nastran software as

structural solver andMSC/ Patran software as developing platform, the sectional optimization software

of frame structures was accomplished, considering stress and displacement constraints. The examples

show that the efficiency and accuracy are improved.

Key words: frame structure; sectional optimization; dual_quadratic programming; approximate sca-l

ing step; deletion of negative constraint
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