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摘要 :  考虑两相流的力学行为, 忽略相间的耗散作用,建立了 Euler 型的基本控制方程# 状态方

程采用刚性状态方程# 基于Abgrall提出的准则,在流动区域内, 对可压两相流提出了一个精度较

高的 Euler型数值方法, 数值格式是 Godunov型格式, 对守恒型和非守恒型方程采用HLLC 型和Lax_

Friedrichs 型近似 Riemann 解算器,引入了速度驰豫和压强驰豫过程来代替两相间的相互作用# 在

一维情形下给出数值算例,并且和 Saurel的算例进行了比较, 结果表明该算法不但精确而且稳定,

且在间断处没有数值振荡# 

关  键  词:  可压二相流;  迟豫过程;  近似 Riemann 解算器
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引   言

二相流问题的研究在现代工农业生产中具有很重要的地位# 迄今,研究二相流有两种方

法,一种将流体相视为连续介质,将颗粒相视为离散体系, 在拉格朗日坐标系下探讨颗粒运动

时物理量的变化,这种方法称为颗粒轨迹模型或拉格朗日法# 另一种方法是把流体和颗粒两

相均视为同时充满流场而且相互作用的连续介质进行研究,该方法被称为双流体模型或欧拉

法# 本文重点研究双流体模型# 对于双流体模型的数值模拟问题, 目前由于人们对其流动机

理还不清楚,对其波结构还不甚了解,所以数值研究还处于初步阶段,现有的方法主要是将求

解守恒型问题的方法移植过来# 在该方面已有一些研究, Toumi[ 1]在 G. Dal Maso、P. Le Floch[ 2]

等工作的基础之上, 试图采用线性化方法求解,但如何选取合适的线性化路径这一问题尚未解

决; L. Sainaulieu [ 3]在线性化方法的基础上采用有限体积法求解了二相流问题,但计算结果的误

差比较大, 对间断的识别能力差# R. Saurel[ 4]在Abgrall[ 5]工作基础上, 利用 HLL格式对守恒型

方程进行了离散,其数值模拟结果在间断附近有非物理振荡# 本文以 D. A. Drew [ 6]等提出的方

程为基本控制方程, 以HLLC格式为基础,对方程进行数值求解# 

1  模 型介 绍

本文中使用 D. A. Drew[ 6]、Saurel和 Gallouet [ 7]中提出的可压二相流方程:
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5Ag
5 t + Vi

5 Ag
5x = 0, ( 1)

  
5( AgQg)

5t +
5( AgQg ug)

5x = Ûm, ( 2)

  
5( AgQgug)

5t +
5( AgQgu2g + Agp g)

5x = P i
5Ag
5x + ÛmVi + Fd , ( 3)

  
5( AgQgEg)

5 t +
5[ ug( AgQgEg + Agp g) ]

5x = P iVi
5Ag
5 x + ÛmE i + FdVi + Qi , ( 4)

  
5( AlQl )

5 t +
5( AlQlu l)

5 x = - Ûm, ( 5)

  
5( AlQlu l)

5 t +
5( AlQlu

2
l + Alp l)
5x = P i

5Ag
5x - ÛmVi - Fd , ( 6)

  
5( AlQlE l)

5t +
5[ u l( AlQlE l+ Alp l ) ]

5x = - P iVi
5Ag
5x - ÛmE i - FdVi - Q i , ( 7)

其中下标 g, l分别代表气相和液相, Ak( k = l, g) 为体积分数,且 Ag + Al = 1, Ûm 为相间质量交
换率, Fd 为相间作用力,通常取为 Fd = K( u l- ug) , K为一个大于零的系数, Pi , Vi分别为相间

交界面上的平均压强和平均速度, Qi 为相间热交换率# 

本文中采用 Saurel
[ 4]
对 P i , Vi 的估计:

  Pi = 6 Akp k ,   ( k = l, g) ( 8)

  Vi = 6 AkQkuk 6 AkQk   ( k = l, g) , ( 9)

由式( 2) ~ ( 7)可以看出,如将二相的质量、动量和能量方程分别相加,可以得到关于混合物的

Euler方程# 由于目前尚没有关于二相流方程的理论解,所以广为接受的检验计算结果的方法

是将计算结果按质量加权平均后和混合物的 Euler方程的理论解进行比较# 

2  差分格式的构造

本文中假定 Ûm = 0, Qi = 0, 在不考虑相间作用力Fd时, 方程( 2) ~ ( 7)可写成守恒型形式:

  5 U
5 t +

5F( U)
5x = H( U)

5Ag
5x , ( 10)

方程( 1)仍为非守恒形式:

  
5Ag
5 t + Vi

5 Ag
5x = 0# ( 11)

其中:

  U = ( AgQg , AgQg ug , AgQgEg , AlQl, AlQlu l, AlQlE l )
T

  F( U) = ( AgQg ug, AgQg u
2
g + Agp g , ug( AgQgEg + Agp g) ,

      AlQlu l, AlQlu2l + Alp l, u l( AlQlE l + Alp l) )
T

  H( U) = (0, P i , P iVi , 0, - P i , - P iVi )
T# 

一般地,由于系统的特征时间远大于两相间驰豫的特征时间,所以可以认为二相流在流动

中始终处于平衡状态,这样整个求解过程可分三步:

1) 对式( 10)进行离散差分求解# 

2) 考虑相间作用力, 对第一步的结果进行瞬间速度驰豫# 

3) 考虑相间作用力, 对第二步的结果进行瞬间压强驰豫# 
第一步:对式( 10)式进行离散差分求解

本文建立差分格式的准则是Abgrall
[ 5]
提出的: /二相流中,若 t = 0时流场中各处速度、压
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强分别相等,则 t > 0时流场中速度、压强将不再变化0# 所使用的状态方程为:

  p = ( C- 1) Qe - CP# ( 12)

对式( 10)使用中心差分格式:

  U
n+ 1
j = U

n
j - K( Fn

j+ 1/ 2- F
n
j- 1/ 2) + $tHU( Un

j ) ,̈ ( 13)

其中¨表示对5Ag/ 5x 的离散形式,这将在后边给出. Saurel[ 4]对 F
n
j+ 0. 5 使用了 HLL 格式, 但由

于HLL 格式对接触间断的捕捉不精确, 所以本文首先使用HLLC格式, 即选取:

  F
HLLC
j+ 1/ 2 =

FL   ( SL \ 0) ,

F* L = FL + SL ( U* L - UL)   ( SL [ 0 [ S * ) ,

F* R = FR + SR ( U* R - UR )   ( S* [ 0 [ SR) ,

FR   ( SR [ 0) ,

( 14)

其中:

  U = ( AKg Q
K
g , A

K
g Q

K
g u

K
g , A

K
gQ

K
gE

K
g , A

K
l Q

K
l , A

K
l Q

K
l u

K
l , A

K
l Q

K
l E

K
l )

T
,

  FK ( U) = ( A
K
g Q

K
g u

K
g , A

K
g Q

K
g u

K
2

g + A
K
g p

K
g , u

K
g ( A

K
g Q

K
gE

K
g + A

K
g p

K
g ) ,

      AKl QKl uKl , AKl QKl uK
2

l + AKl p
K
l , u

K
l ( A

K
l Q

K
l E

K
l + AKl p

K
l ) )

T
,

  U* K =

SKA
K
g Q

K
g - A

K
gQ

K
g u

K
g

SK - S *

SKA
K
g Q

K
g - AKgQ

K
g u

K
g

SK - S *
S *

AKg Q
K
g( SK - u

K
g) [ E

K
g + ( S* - u

K
g) #

  ( S * +
p
K
g

QKg( SK - u
K
g)
) ] ( Sk - S* )

SKA
K
l Q

K
l - A

K
l Q

K
l u

K
l

SK - S *

SKA
K
l Q

K
l - AKl Q

K
l u

K
l

SK - S *
S *

AKl Q
K
l ( SK - u

K
l ) [ E

K
l + ( S* - u

K
l ) #

  ( S * +
p
K
l

Q
K
l ( SK - u

K
l )
) ] ( Sk - S* )

K= L , R

对波速 SL , SR 的估计有多种方式(见Toro[ 8] ) ,这里本文取

  SL = min( u
L
g - c

L
g , u

L
l - c

L
l , u

R
g - c

R
g , u

R
l - c

R
l ) , ( 15)

  SR = min( uLg + c
L
g , u

L
l + c

L
l , u

R
g + c

R
g , u

R
l + c

R
l )# ( 16)

对 S * 的估计采用使HLLC格式中接触间断两侧的混合压强相等的方法,易得:

  S* =
P

R
m - p

L
m + QLmu

L
m( SL - u

L
m) - QRmu

R
m( SR - u

R
m)

QLm( SL - u
L
m) - QRm( SR - u

R
m)

, ( 17)

其中:

  
p
K
m = A

K
gp

K
g + A

K
l p

K
l , Q

K
m = A

K
g Q

K
g + A

K
g Q

K
g ,

u
K
m = ( AKg Q

K
g u

K
g + AKl Q

K
l u

K
l ) / Q

K
m

  ( K = L , R )# 

注意到( 14)式可以写成统一形式:

  F
HLLC
j+ 1/ 2 = Fj+ 1/ 2+ S j+ 1/ 2( U* j+ 1/ 2- Uj+ 1/ 2) ,
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将其代入方程( 13) ,就可得到关于守恒量的差分方程. 此处以式( 10)中气相守恒量为例, 写出

其具体表达式. 类似地,也可得到式( 10)中液相守恒量的差分方程# 

对质量守恒方程,有:

  ( AgQg)
n+ 1
j = ( AgQg)

n
j - K{ ( AgQg ug)

n
j+ 1/ 2+ S

n
j+ 1/ 2[ ( AgQg)

n
* j+ 1/ 2- ( AgQg)

n
j+ 1/ 2] -

        ( AgQgug)
n
j- 1/ 2- S

n
j- 1/ 2[ ( AgQg)

n
* j- 1/ 2 - ( AgQg)

n
j- 1/ 2] }# ( 18)

对动量守恒方程,有:

  ( AgQg ug)
n+ 1
j = ( AgQgug)

n
j - K{ ( AgQg u

2
g + Agp g)

n
j+ 1/ 2+

    S
n
j+ 1/ 2[ ( AgQgug)

n
* j+ 1/ 2 - ( AgQgug)

n
j+ 1/ 2] - ( AgQg u

2
g + Agp g)

n
j- 1/ 2-

    S
n
j- 1/ 2[ ( AgQgug)

n
* j- 1/ 2 - ( AgQgug)

n
j- 1/ 2] } + $tP i #̈ ( 19)

注意到 u
n
g = V

n
i = S

n
* , 则当

  ¨=
1
$x

( A
n
j+ 1/ 2- A

n
j- 1/ 2) , ( 20)

时,成立 u
n+ 1
j = u

n
j , 所以对5Ag /5 x 的离散形式是:

  
5Ag
5x =

1
$x ( A

n
j+ 1/ 2- A

n
j- 1/ 2)# ( 21)

对能量守恒方程,有:

  ( AgQgEg)
n+ 1
j = ( AgQgEg)

n
j - K{ [ ug( AgQgEg + Agp g) ]

n
j+ 1/ 2+

    S
n
j+ 1/ 2[ ( AgQgEg)

n
* j+ 1/ 2 - ( AgQgEg)

n
j+ 1/ 2] - [ ug( AgQgE g + Agp g) ]

n
j- 1/ 2-

    S
n
j- 1/ 2[ ( AgQgEg)

n
* j- 1/ 2 - ( AgQgEg)

n
j- 1/ 2] } $tP iVi #̈ ( 22)

注意到 Eg = eg + u
2
g / 2以及所使用的状态方程,要使 p

n
j = p

n+ 1
j 成立,则要求:

  An+ 1
j = Anj - K{ un

j ( A
n
j+ 1/ 2- Anj- 1/ 2) + S

n
j+ 1/ 2( A

n
* j+ 1/ 2- Anj+ 1/ 2) -

     S
n
j- 1/ 2( A

n
* j- 1/ 2- A

n
j- 1/ 2) } , ( 23)

所以对( 11)式的离散采用以上形式# 由于无法直接得到 An* j+ 1/ 2的表达式所以采用 Roe[ 9]平均

进行估计:

  A* j+ 1/ 2 =
ALgQ

L
gA

L
g + ARgQ

R
g A

R
g

ALg Q
L
g + ARg Q

R
g

# ( 24)

式( 23) 中, 对对流项 Vi (5Ag/ 5x ) 采用了经典的离散方式 u
n
j ( A

n
j+ 1 - Anj- 1) , 另外的项

S
n
j+ 1/ 2( A

n
* j+ 1/ 2- Anj+ 1/ 2) - S

n
j- 1/ 2( A

n
* j- 1/ 2- Anj- 1/ 2) 表示数值粘性, 它是对守恒项所使用格式的数

值粘性的函数# 

作为比较, 本文又采用 Lax_Friedrichs 型近似 Riemann解算器对式( 10)进行了差分离散,

Lax_Friedrichs型差分格式可以写成:

  U
n+ 1
j = U

n
j - K( F

LF
j+ 1/ 2- F

LF
j- 1/ 2) + $tH( U

n
j ) ,̈ ( 25)

其中:

  F
LF
j+ 1/ 2 =

1
2 ( F

n
j + F

n
j+ 1) +

1
2K( U

n
j - U

n
j+ 1)# ( 26)

和HLLC格式相似的过程, 可以得到对式( 11)的离散形式:

  An+ 1
j = Anj - K{ un

j ( A
n
j+ 1/ 2- Anj- 1/ 2) - Anj + 0. 5( Anj+ 1+ Anj- 1) }# ( 27)

第二步:对第一步的结果进行瞬间速度驰豫处理

根据系统动量守恒, 取:

  u = ug = u l =
AgQg ug 0+ AlQlu l 0

AgQg + AlQl
# ( 28)
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由于速度变化导致的各相的总能和内能的变化,以气相为例,由于:

  
5AgQg
5 t = 0, ( 29)

  
5AgQgug

5t = K( u l- ug) , ( 30)

  
5AgQgEg

5 t = KVi ( u l- ug)# ( 31)

由式( 25) ~ ( 27) , 可得:

  e g = e g0+
1
2
( ug - ug0) ( V

n
i - ug0) , ( 32)

然后对 U0 进行相应的修正,其中下标 0表示第一步的结果# 对液相有类似的结果# 
第三步:对第二步的结果进行瞬间压强驰豫处理

在压强的驰豫过程中,会引起内能的变化和体积分数的变化# 由于瞬间压强驰豫对相交

界面的识别很重要,特别是参数 L(参数 L为一个正系数或一个更为复杂的正值函数(Pa- 1s- 1) ,

见式( 33) )还没有通过物理或实验的途径确定时,对参数的最好的估计是认为它无穷大# 以气相
为例,由式:

  
5Ag
5 t = L( p g - p l) , ( 33)

  
5AgQg
5 t = 0, ( 34)

  
5AgQgug

5t = 0, ( 35)

( a) 气相体积分数 Ag             ( b) 密度比较图

( c) 速度比较图               ( d) 压强比较图

图 1  用Lax_Friedrichs格式计算的结果( 100 网格点)
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5AgQgEg

5 t = - LP i ( p g - p l ) , ( 36)

可以得到:

  
5AgQgEg

5 t = - P i
5Ag
5 t , ( 37)

对上式进行积分,得:

  e
*
g = e

0
g - �P i / ( AgQg) ( A

*
g - A0g)# ( 38)

对液相有类似的结果.根据状态方程使用迭代法求参数 Ag, 使两相的压强相等:

  f ( Ag) = Pg( Qg , eg) - P l ( Ql , e l) = 0, ( 39)

其中 �P i = ( P i+ P
0
i ) / 2, P

0
i为在状态( A

0
g , Q

0
g , e

0
g) 时计算的值, P i为在状态( Ag , Qg , e g) 时计算的

值# 这样便完成了对整个方程的求解# 

( a) 气相体积分数 Ag             ( b) 密度比较图

( c) 速度比较图               ( d) 压强比较图

图 2 用 HLL 格式计算的结果( 100 网格点)

3  数 值算 例
此处,本文采用[ 4]中的算例:

在激波管的左侧为水蒸气,右侧为空气# 

  WL = ( E, 1E- 6kg/ m
3
, 1E- 6m/ s, lE - 6Pa, 1 000kg/ m

3
, 1E- 6m/ s, 1E- 9Pa) ,

  CL = 4. 4, PL = 6. 18,

  WR = (1- E, 50kg/m3, 1E- 6m/ s, lE + 0. 5Pa, 1E- 6kg/ m3, 1E- 6m/ s, 1E- 6Pa) ,

  CR = 1. 4, PR = 0. 0, E= 1E- 8# 
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在 t = 299 Ls时, 对100网格点和 1000网格点分别行了计算,计算结果见下图 1~ 图 5(实线是

理论解,虚线是数值解) , 并和 Saurel[ 4]的计算结果进行了比较# 

图1、图 2、图 3分别是采用 Lax_Friedrichs格式作为通量函数、HLL 格式(见 Saurel[ 4] )作为

通量函数、HLLC格式作为通量函数对守恒型方程进行离散后的计算结果,格点为 100# 图 4、

图5分别是采用HLL 格式( Saurel[ 4] )作为通量函数、HLLC格式作为通量函数对守恒型方程进

行离散后的计算结果,格点为 1000# 从计算结果可以看出, 三种格式都有较高的计算精度.相

比之下,以HLLC格式作为通量的方法对激波的分辨率更高, 数值结果更稳定,避免了 HLL 格

式在间断处的数值振荡. 对接触间断, 以 Lax_Friedrichs格式作为通量的方法过渡区域较大,而

以HLLC格式作为通量的方法过渡区域很小# 

 ( a) 气相体积分数 Ag           ( b) 密度比较图

 ( c) 速度比较图              ( d) 压强比较图

图 3  用HLLC格式计算的结果( 100网格点)

( a) 气相体积分数 Ag             ( b) 密度比较图
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( c) 速度比较图               ( d) 压强比较图

图 4 用 HLL 格式计算的结果( 1000 网格点)

( a) 气相体积分数 Ag             ( b) 密度比较图

 ( c) 速度比较图              ( d) 压强比较图

图 5  用HLLC格式计算的结果( 1000网格点)

4  结   论

本文在 Saurel[ 4]工作的基础之上提出了一种新的算法并进行了数值计算,由计算结果可

以看出该算法不但稳定, 而且具有较高的精度和激波分辨率# 但本文的模型并未考虑相间质

量传递和热量传递, 且由数值计算过程可以看出该算法计算量比较大,特别是压强驰豫过程中

求解气相体积分数的迭代过程,所以在今后的研究中有必要对压强驰豫过程进行更为深入的

研究,同时应考虑质量传递和热量传递过程# 

495李   强    封 建 湖    蔡 体 敏    胡 春 波



[参  考  文  献]

[1]  Toumi I, Kumbaro A. An approximate linearized Riemann solver for a two_phase model[ J] . J Com-

put Phys , 1996, 124: 286 ) 300.

[2]  Maso G Dal, Floch P Le, Murat F. Definition and weak stability of nonconservative products[ J] . J

Ma th Pures Appl , 1995, 74: 483) 548.

[3]  Sainaulieu L. Finite volume approximate of two phase_fluid flows based on an approximate Roe_type

Riemann solver[ J] . J Com put Phys , 1995, 121: 1) 28.

[4]  Saurel R, Abgrall R. A multiphase Godunov method for compressible multi_fluid and multiphase

flows[ J] . J Com put Phys , 1999, 150: 425 ) 467.

[5]  Abgrall R. How to prevent pressure oscillations in the multicomponent flow calculations: A quasi

conservative approach[ J] . J Comput Phy s , 1996, 125: 150) 160.

[6]  Drew D A. Mathematical modeling of two_phase flow[ J] . Ann Rev Fluid Mech , 1983, 15: 261) 291.

[7]  Saurel R, Gallout T. Models et Methods Num er iques Pour Les Ecoulem ents Flu ids [ M ] . Cour s de

DEA , Center de Ma them atiques . Provence: University de Provence, 1998.

[8]  Toro E F. Riem ann Solver s and Num er ical Methods for Fluid Dyn amics [ M] . Berlin: Springer_Ver-

lag, 1997.

[9]  Roe P L. Approximate Riemann solver, parameter vectors, and difference schemes[ J] . J Comput

Phys , 1981, 43: 357) 372.

Difference Scheme for Two_phase Flow
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( 1. Box 164, Nor thw estern Polytechn ical Univ er sity , Xi. an , 710072, P . R . China ;

2. College of Science , Changan Un iver sity , Xi. an 710064, P . R . China )

Abstract: A numerical method for two_phase flow with hydrodynamics behavior was considered. The

nonconservative hyperbolic governing equations proposed by Saurel and Gallout were adopted. Diss-i

pative effects were neglected but they could be included in the model without major difficulties. Based

on the opinion proposed by Abgrall that / a two phase system, uniform in velocity and pressure at t =

0 will be uniform on the same variable during its temporal evolution0 , a simple accurate and fully Eu-

lerian numerical method was presented for the simulation of multiphase compressible flows in hydro-

dynamic regime. The numerical method relies on Godunov_type scheme, with HLLC and Lax_

Friedrichs type approximate Riemann solvers for the resolution of conservation equations, and non-

conservative equation. Speed relaxation and pressure relaxation processes were introduced to account

for the interaction between the phases. Test problem was presented in one space dimension which i-l

lustrated that our scheme is accurate, stable and oscillation free.
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