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K¾hler流形上的 Hamilton力学
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摘要:  利用力学原理、现在微分几何理论和高等微积分把 Hamilton 力学推广至 K¾hler流形上, 建

立K¾hler流形上 Hamilton 力学,并得到 Hamilton 向量场、Hamilton 方程等复的数学形式# 
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引   言

Hamilton力学是分析力学的重要的组成部分# Riemann流形上的 Hamilton力学已知# (见

文献[ 1] ~ 文献[ 6] )# 所有这些都是实的情形# 复的情形如何? 即是说, 当力学系统的位形空

间是复流形时它又怎样? 当力学系统的位形空间是 K¾hler 流形时,我们已经建立了 K¾hler流

形上的Newton力学(见文献[ 7] )# 现在我们建立 K¾hler流形上的Hamilton力学# 

1  几何结构和基本运算

设 M
n 是具有联络D 的 K¾hler流形# 在局部坐标系( U; z

j
) 下,它的度量

  h = hj�k dz j ª d�zk , ( 1)

K¾hler形式为

  8 = ( i/ 2) hj�kdz
j C d�z

k
, ( 2)

其中, i = - 1, z
j
= x

j
+ iy

j
,�z

j
= x

j
- iy

j# TM和T
*
M是M

n
的切丛和余切丛# X ( M) 是

M
n
上的向量场的集合; F  1( M) = X

*
(M ) 是 M

n
上的1_形式场的集合# TM在坐标领域U上

的标架场是 5j ,5�j n
j= 1, T

*
M 在 U上的标架场是 dz

j
, d�z

j n
j = 1# 

我们用度量 h 和 K¾hler形式 8 定义TM 和T
*
M 之间的丛同构如下

  b : TM y T
*
M, 5 z

j | y 5 b
z
j = (1/ 2) hj �k d�zk , 5�z j |y 5b

�z
j = (1/ 2) hk�jdz

k
,

  # = b
- 1
: T

*
M y TM , dz

j
| y dz

j #
= 2h

�kj5�zk, d�z
j
|y d�z

j #
= 2h

�j k5 z
k ,

  8: TM y T
*
M , 5 z

j | y 8 (5 z
j ) = ( i/ 2) hj�kd�z

k
, 5�z j y 8(5�z j ) = ( i/ 2) hk�j dz

k
,

  8
- 1

: T
*
M y TM, dz

j
| y 8

- 1
( dz

j
) = 2ih

�kj5�zk, d�z
j y 8

- 1
( d�z

j
) = - 2ih

�j k5 zk# 

本文中,我们将用外微分,绝对微分和Lie导数# 
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2  K¾hler 流形上的Hamilton力学

我们首先给出一些定义和定理,然后讨论 Hamilton力学# 
定义 2. 1  Pf I F  0( M) _0_形式场的集合,

  V = df
# I X ( M) , ( 3)

称为由0_形式场 f 决定的梯度场# 而

  X = 8- 1
(df ) I X (M ) , ( 4)

称为由 f 决定的Hamilton向量场# f 特称为 Hamilton函数# 在 ( U; z
j
) 下

  df =
5f
5z j

= dz
j
+

5f
5�z j d�z

j
,   f I F  0(M ) , ( 5)

  V = df #
= 2h�kj 5f

5z j
5�zk + 2h�j k 5f

5�z j5 z
k I X (M ) , ( 6)

  X = 8- 1
(df ) = 2ih�kj

5f
5z j5�zk - 2ih�j k

5f
5�z j5 z

k I X (M ) , ( 7)

  h( V , X ) = 4ih
�sj 5f
5�z s

5f
5z j# ( 8)

定理 2. 2  若 f 是全纯的那末由f 决定的梯度场和Hamilton向量场在度量 h下正交: h( V ,

X ) = 0而且 X = iV# 

在力学中, 我们一旦给出一个向量场,那末我们就已经给出了一个力学系统# 因此, 我们

给出了一个 Hamilton向量场那末我们就给出了一个 Hamilton 系统# 我们一旦给出系统 S 的

Lagrange函数 L : TM y C 那末我们已经决定了系统的运动规律和状态# 同样的,我们一旦给

出了系统S 的Hamilton函数H : T
*
M y C(或者, M

n y C) 那末我们已经决定了系统的运动规

律和状态# 
定义 2. 3  向量场 X I X ( M) 是局部Hamilton的, 若形式 8 ( X ) 是闭的: d 8( X ) = 0# X

是整体Hamilton的, 若这个形式 8 (M ) 是完全的或者是一个函数的全微分# 

定义 2. 4  对 X I X (M) ,若存在 H I F  1( M) 使得 8( X ) = H,则 X = 8- 1
( H) 称为预

_Hamilton向量场# 若 H是某函数f I F  0( M) 的全微分,则 X 称为Hamilton向量场# 

定义 2. 5  PH I C
k
( M, C ) 决定Hamilton向量场 X = 8- 1

(dH ) 的积分曲线的方程

  Ûz j
= - 2ih

�kj 5H
5�zk , Ûz

- j
= 2ih

�j k 5H
5z k ( 9)

称为Hamilton方程# 

这样,具有速度向量 X 在T
*
M 上运动的质点的运动方程是(9)# 在 K¾hler流形 M

n 上仅

由上述 Hamilton系统的方程不足以解决复的力学问题# 例如,它不能把K¾hler流形 M
n 上的

Newton力学和Lagrange力学联系起来# 因此, 我们再考虑M
n的余切丛T

*
M 上的Hamilton系

统,使得它可以和K¾hler流形 M
n 和切丛TM 上的 Newton力学和Lagrange力学联系起来# 

命P: TM y M
n
,P*

: T
*
M y M

n 为规范的丛投影 # 那末, Pp I M
n
,P- 1

( p ) = TpM 和

P* - 1
( p ) = T

*
p ( M) 分别是切丛和余切丛在点 p 的纤维# 

如前,对开集 U, ( U; z
j
) 是 M

n
的局部坐标系,那末,P

- 1
( U) (相关地,P

* - 1
( U) ) 是 TM(相

关地, T
*
M) 的开子集,而(P- 1

( U) , z
j
,�z j , Ûz j , Ûz

- j
) (相关地, (P* - 1

( U) ; z
j
,�z j , pj , p�j ) ) 是 TM(相关

地, T
*
M ) 在 U < M

n
上的局部坐标系# 

设 V I X (M ) , X I F  1(M ) 表达为
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  V = Ûz j5 z
j + Ûz

- j5�z j , X= pjdz
j
+ p�j d�z

j   overU < M
n
, ( 10)

( z
j
,�z j

) 和( pj , p�j ) 是 V 和 X分别关于标架 5 z
j ,5�z j n

j= 1和 dz j , d�z j n
j= 1 的纤维坐标# 

定理 2. 6  在 T
*
M 上存在 1_形式场H I F  1( T *

M) : T
*
M y T

*
( T

*
M )

  H= pjdz
j
+ p�jd�z

j   在 P* - 1
( U) < T

*
M 上, ( 11)

在 T
*
M 上称为规范 1_形式场# 

证明  形式场 A I F  1( T *
M) 和向量场 X I X ( T

*
M) 一般地表示为

  A= ajdz
j
+ a�j d�z

j
+ bjdpj + b�j dp�j   在 P* - 1

( U) 上,

  X = Nj5 z
j + N�j5�z j + Gj5p

j
+ G�j5p

�j
  在 P* - 1

( U) 上# 

切丛的规范投影 P
*
: T

*
M y M

n
, ( z

j
,�z

j
, pj , p�j ) |y ( z

j
,�z

j
) 诱导两个映射

  (P*
) * : T ( T

*
M) y TM , 5 z

j |y 5 z
j , 5�z j | y 5�z j , 5p

j
|y 0, 5p

�j
| y 0,

  (P*
)

*
: T

*
M y T

*
( T

*
M ) , dz j

|y dz j , d�z j
| y d�z j

因此,对 X I X ( T
*
M) ,

  (P*
) * X = Nj5 z

j + N�j 5�z j I X (M ) 在 U上

对 U上的 X = pjdz
j
+ p�j d�z

j I F  1( M) , 我们有

  3A, X4= 3X, (P*
) * X4,

  aj N
j
+ a�j N

�j
+ bjG

j
+ b�j G

�j
= pj N

j
+ p�j N

�j
,

因此, aj = pj , a�j = p�j , bj = 0, b�j = 0# 而且, A= pj dz
j
+ p�j d�z

j# 我们以 H表示它# 

定义 2. 7  1_形式 H的外微分

  �8 = - dH= dz j C dpj + d�z j C dp�j I F  2( T *
M) , ( 12)

称为 T
*
M 的基本 2_形式# 

为了节省符号, �8 仍记为 8# 

上述 T (T
*
M) 和 T

*
( T

*
M) 分别为T

*
M 的切丛和余切丛# X ( T

*
M ) , F  1( T *

M ) 分别

是 T
*
M 上的向量场和 1_形式场的集合# 没有特别的说明, 他们都具有一定的光滑性,不必是

全纯# 

  8: T ( T
*
M ) y T

*
( T

*
M) , 5z j | y 8(5 z

j ) = dpj , 5�z j | y 8 (5�z j ) = dp�j ,

  5p
j
| y 8 (5p

j
) = - dz j

, 5p
�j
| y 8 (5p

�j
) = - d�z j ( 13)

是丛同构, 其中, 5 z
j , 5�z j , 5p

j
, 5p

�j

n

j = 1和 dz j , d�z j
, dpj , dp�j

n
j = 1 分别是 T( T

*
M) 和 T

*
( T

*
M )

在P* - 1
( U) < T

*
M 上的标架场# 由( 13)

  8
- 1

: T
*
( T

*
M) y T (T

*
M) , dz

j
| y 8

- 1
(dz

j
) = - 5p

j
, d�z

j
| y 8

- 1
(d�z

j
) = - 5p

�j
,

  dpj | y 8- 1
(dpj ) = 5 z

j , dp�j | y 8- 1
(dp�j ) = 5�z j# ( 14)

定义 2. 8  PH I C
k
( T

*
M, C) 或 F  0 ( T *

M ) , 向量场

  X = 8- 1
(dH ) ( 15)

是 T
*
M 上由H 决定的Hamilton向量场# 在坐标系(P* - 1

( U) ; z
j
,�z j

, pj , p�j ) 中,

  H = H ( z
j
, �z j

, pj , p�j ) , dH =
5H
5z jdz

j
+
5H
5�z jd�z

j
+
5H
5pj

dpj +
5H
5p�j

dp�j I F  1( T *
M) ,

  X = 8- 1
(dH ) =

5H
5pj

5 z
j +

5H
5p�j

5�z j -
5H
5z j5p

j
-

5H
5�z j5p

�j
I X ( T

*
M ) , ( 16)

向量场 X 的积分曲线的方程是
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  Ûz j
=

5H
5pj

, Ûz
- j

=
5H
5p�j

, Ûp j = -
5H
5z j , Ûp�j = -

5H
5�z j , ( 17)

并称为Hamilton方程# 

相对于定义2. 3及2. 4的定义不再写出# 为了讨论K¾hler流形上的Lagrange力学,我们以

Lagrange函数

  L I C
m
( TM , C ) , L ( z

j
,�z j

, Ûz j
, Ûz
- j

) = X( V) - H ( z
j
, �z j

) , ( 18)

开始,其中, X= ( i/ 2)�z jdz j 或者X= ( i/ 4) (�z jdz j - z
jd�z j

) , V = Ûz j5 z
j + Ûz

- j5�z j , H I C
k
(M , C)# 

Lagrange方程

  D z
jL = 0, D�z jL = 0, ( 19)

正是Hamilton方程

  Ûz j
= - 2i 5H

5�z j , Ûz
- j

= 2i 5H
5z j , ( 20)

这里,

  8 = - dX= ( i/ 2)dz j C d�z j
, ( 21)

Hamilton向量场是

  X = 8
- 1

(dH ) = - 2i
5H
5�z j5 z

j + 2i
5H
5z j5�z j , ( 22)

( 20)是( 22) X 的积分曲线的方程# 这正是当 M
n
= C

n
时或者局部平坦的K¾hler流形时的情

况# 更一般地,若在 U < M
n
上, X= pjdz

j
+ p�jd�z

j I F  1( M) , V如上, H I C
k
( T

*
M, C )# 因

此, X( V) = pj Ûz j + p�j Ûz
- j
, ( 18)的Lagrange方程是

  Dz
jL = 0, D�z jL = 0, Dp

j
L = 0, Dp

�j
L = 0,

它正是Hamilton 方程 ( 17) # 可以看到 X( V) 是连结 TM 上的 Lagrange 力学和 T
*
M 上的

Hamilton力学的纽带# X和V是两个支点# 由方程(18) ,可见若L I C
m
( TM , C) , H I C

k
( T

*

M, C ) 给出,则形式 X I F  1(M ) 不是任意的,它必须是 pj = 5L / 5Ûz j , p�j = 5L /5Ûz
- j# 且 Ûz j、Ûz

- j 可

解出作为( z
j
,�z

j
, pj , p�j ) 的函数# 按照古典力学, pj、p�j 称为复的/广义冲量0# 由此,我们可以

定义丛同构如

  L: TM y T
*
M , ( z

j
,�z j

, Ûz j
, Ûz
- j

) |y ( z
j
,�z j

, pj , p�j ) , ( 23)

它相当于古典力学中的 Legendre变换# 特别,若在 M
n 上运动的质点的速度向量V = Ûz j5 z

j +

Ûz
- j5�z j 已知,且 L = T = hj�kÛz jÛz

- k
/ 2或者L = T - U = hj �kÛz jÛz

- k
/ 2- U( z

j
,�z

j
) , 那末, pk = hk�jÛz

- j
/ 2,

p�k = hj �kÛz j / 2,

  X = pkdz
k
+ p�kd�z

k
= (1/ 2) hk�jÛz

- jdz k + (1/ 2) hj �kÛz jd�z k = V
b
= L ( V) , ( 24)

这时,丛同构 L正是 b : TM y T
*
M# (18) 中 X正是(24)# 这样,一旦我们知道了运动质点的

速度向量 V,那末我们便得到 X= V
b# 若我们还知道了Lagrange函数 L I C

m
( TM , C) 那末,

由(18) 我们得到相应的Hamilton函数H = X( V) - L I C
k
( T

*
M , C)# 

例  设 V = Ûz j5 z
j + Ûz

- j5�z j 已知,则 2T = h( V, V) = 3V
b
, V4= X( V) , T = ( h/ 2) ( V, V)

是动能# 命 L = T - U = hj �kÛz j Ûz
- k

/ 2- U( z
j
,�z

j
) 则

  H ( z
j
,�z

j
, pj , p�j ) = X( V) - L = 2h

�kj
pjp�k + U( z

j
,�z

j
) =

    E. L- 1
( z

j
,�z j

, pj , p�j ) , ( 25)

E = X( V) - L = T + U是TM 上的总机械能的表达,而H = E. L- 1是总机械能在 T
*
M 上
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的表达# 由( 25)我们得到

  

5H
5z s

= 2
5h�kj

5zs
pjp�k +

5 U

5zs
,
5H
5�s = 2

5 h�kj

5z�s
pjp�k +

5U
5z s

,

5H
5p s

= 2h�ksp�k ,
5H
5p�s

= 2h�skpk# 
( 26)

由( 17) ,相应的 Hamilton方程是

  
Ûz s = 2h�ksp�k , Ûp s = - 2

5 h�kj

5zs
p jp�k -

5U
5zs

,

Ûz
- s

= 2h�skpk , Ûp�s = - 2
5 h�kj

5�z s
pjp�k -

5U
5�zs

,

( 27)

由( 27)的第 1个方程得到

  &z s = 2(d/ dt ) h�k sp�k + 2h�ksÛpk# 

注意: 0 =
d

dt
( hs�kh

�ks
) =

d
dt
h s�kh

�ks
+ h s�k

d
dt

h
�ks
, 而且,

  0 =
5
5�z k

( h
�sj
hj �s) =

5 h�sj

5�z k
hj�s + h

�sj 5 hj�s
5�z k

,

上式两边用 h s�k 相乘,并用( 27)的第 4个方程我们得到

  hs�k&z s = 2hs�k
d
dth

�ks
p�k + 2Ûp k = - 2

d
dth s�kh

�ks
p�k - 4

5h�sj

5�z k
p�spj - 2

5U
5�zk

=

     -
d

dt
hs�kÛz s-

5 h�sj

5�zk
hj �sÛz j

hj �rÛz
- r

- 2
5U
5�zk

=

     -
5 hs�k
5zl

Ûz l +
5 hs�k
5�z l

Ûz
- l Ûz s +

5 hj �s
5�z k

Ûz lÛz
- s

- 2
5 U

5�z k
=

     -
5h s�k

5z l
Ûz lÛz s+

5 hs�l
5�z k

-
5 hs�k
5�z l

ÛzsÛz
- l

- 2
5U
5�zk

,

由于 M
n 是 K¾hler流形, K¾hler 形式 8 的外微分为0: d 8 = 0, 因此上式的第 2项为 0,而且我

们有

  hs�k&z s
+

5h s�k

5z l
Ûz lÛz s = - 2

5U
5�z k

, ( 28)

同样,由( 27)的另一对方程我们得到

  hk�s&z
- s

+
5hk�s

5�z l
Ûz
- lÛz

- s
= - 2

5U
5zk

, ( 29)

(28)和( 29)正是Lagrange方程 D�zkL = 0和 Dz
kL = 0# 而且它们正是在力场 F = - dU下的

Newton方程: DV
b
/ dt = - dU的坐标表示# 重写上述二方程( 28)和( 29)得到 Newton方程的另

一式样

  &z s
+ #slrÛzlÛz r = - 2h�ks

5U
5�zk

, ( 30)

  &z
- s

+ #
�s

�l�rÛz
- lÛz

- r
= - 2h

�sk 5 U

5z k
, ( 31)

这正是Newton方程 DV/ d t = - dU
#
的坐标表示# 如前, DV/ dt是向量场V = Ûz j5 z

j + Ûz
- j5�z j关

于时间 t的绝对导数,是加速度向量# 因此我们可看到Hamilton方程( 17)或( 27)与 Lagrange方

程和Newton方程的关系# 这是同一个运动系统的不同表示# 它极像 Riemann流形上的那些方

程# 它们的差别是前者是实的,后者是复的# 前者的位形空间是 Riemann流形,后者的位形空

间是 K¾hler 流形# 特别,前者是 Euclid空间 R
n
后者是Hermit空间 C

n# 
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由于 E = T + U = X( V) - L ,其中 L = T - U,而且L ( V) = X, V = L- 1
( X)# 由( 25)

  H = X( V) - L = X(L
- 1

( X) ) - L. L- 1
( X) = E. L- 1

( X)

以及( 23)和( 24) , 我们有

  H = E. L- 1
( X) = pjdÛz j . L- 1

+ p�jÛz
- j . L- 1

- L. L- 1
,

  dH = Ûz j . L- 1dpj + pj dÛz j. L- 1
+ Ûz

- j . L- 1dp�j + p�jdÛz
- j. L- 1

- dL . L- 1
,

其中

  dL . L- 1
= ( L- 1

)
* dL = (L- 1

)
* 5L

5z j
dz j

+
5L
5�z jd�z

j
+

5L
5Ûz jdÛz

j
+

5L
5Ûz

- j dÛz
- j

=

    
5L
5 z j

. L- 1
(L

- 1
)

*
dz

j
+

5L
5�z j . L

- 1
(L

- 1
)

*
d�z

j
+

    5L
5Ûz j . L

- 1
(L- 1

)
* dÛz j

+
5L
5Ûz
- j . L

- 1
(L- 1

)
* dÛz

- j
=

    5L
5 z j

. L- 1
dz j

+
5L
5�z j . L

- 1
d�z j

+ pj (L
- 1

)
* dÛz j

+ p�j (L
- 1

)
* dÛz

- j# 

因此

  dH = Ûz j . L- 1
dpj + Ûz

- j . L- 1
dp�j -

5L
5z j

. L- 1
dz

j
-

5L
5�z j . L

- 1
d�z

j
,

  

5H
5z j = -

5L
5z j

. L- 1
,
5H
5pj

= Ûz j . L- 1
,

5H
5�z j = -

5L
5�z j . L

- 1
,
5H
5p�j

= Ûz
- j. L- 1

,

( 32)

这样,若 C( t ) = ( z
j
( t ) , �z

j
( t ) , Ûz j

( t ) , Ûz
- j

( t ) ) < P- 1
( U) < TM是Lagrang系统运动的轨线,那

末它满足 Lagrange方程 Dz
jL = 0, D�z jL = 0# 由( 32)

  L. C( t ) = ( z
j
( t ) , �z j

( t ) , pj ( t ) , p�j ( t ) ) < P* - 1
( U) < T

*
M,

  

5H
5pj (L. C( t ) ) = Ûz j

( t ) ,
5H
5p�j (L. C( t ) ) = Ûz

- j
( t ) ,

5H
5z j ( L. C( t ) ) = -

5L
5z j

( C( t ) ) = -
d
dt

5L
5Ûz j ( C( t ) ) = -

dpj
dt

( t ) ,

5H
5�z j ( L. C( t ) ) = -

5L
5�z j ( C( t ) ) = -

d
dt

5L
5Ûz
- j ( C( t ) ) = -

dp�j
dt

( t )# 

( 33)

定理 2. 9  若 C( t ) 是Lagrange方程Dz
jL = 0, D�z jL = 0的解,则 L. C是Hamilton方程( 17)

的解# 

这样,质点按照Lagrange方程在 TM上的运动的轨线C的像L. C是此质点按照Hamilton方

程在 T
*
M 上运动的轨线# 它在 M

n 上的投影 P. C是该质点在M
n 上按照Newton方程运动的

轨线# 

当 L = T - U时,总机械能是

  E = T + U = X( V) - L =
5L
5Ûz k

Ûzk + 5L
5Ûz

- k Ûz
- k

- L# 

因此有

定理 2. 10(能量守恒定律)  质点在势场的作用下在K¾hler 流形上运动的动能和势能之

和是常数# 

证明  只要证明 dE / dt = 0# 事实上,
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  dE
dt

=
d

dt
5L
5Ûzk

Ûz k + 5L
5Ûz k

&zk + d
dt

5L
5Ûz
- kÛz

- k
+

5L
5Ûz
- k&z

- k
-

5L
5zk
Ûz k - 5L

5�z k
Ûz
- k

-
5L
5Ûz k

&z k - 5L
5Ûz

- k&z
- k

=

    d
dt

5L
5Ûzk

-
5L
5zk Ûz

k
+

d
dt

5L
5Ûz

- k -
5L
5�z k Ûz

- k
=

    (Dz
kL )Ûz k + (D�z kL ) Ûz

- k
= 0,

因为,质点运动的轨迹满足Lagrange方程 Dz
jL = 0, D�z jL = 0# 再者

  H = E. L- 1
( z

j
,�z j

, p j , p�j ) = 2h�kjpjp�k + U( z
j
,�z j

) ,

我们另有一定理# 

定理 2. 11  Hamilton函数(总能量) H ( z
j
, �z j

, pj , p�j ) 沿着由它决定的Hamilton向量场 X =

8- 1
(dH ) 的积分曲线是常数, 即dH / dt = 0, 或者说, H 沿X = 8- 1

(dH ) 的方向导数(Lie导数)

为0, LXH = 0, 而H 是X 的首次积分# 

证明  向量场 X = 8- 1
( dH ) 的轨线的方程是Hamilton方程# 因此

  dH
dt =

5H
5z jÛz

j
+

5H
5�z jÛz

- j
+

5H
5pjÛpj +

5H
5p�jÛp�j = LXH = 0,

但是, dH / dt = X (H ) = LXH = 0# 而 LXH 是H 关于X 的 Lie导数# 

系 2. 12  Hamilton函数 H I C
k
(M

n
, C) 沿Hamilton向量场X = 8- 1

( dH ) 的积分曲线是

常数,即 dH / dt = 0# 事实上,由定义 2. 5

  dH
dt

=
5H
5z jÛz

j
+

5H
5�z jÛz

- j
= - 2ih�kj

5H
5z j

5H
5�z k

+ 2ih�j k
5H
5�z j

5H
5zk

= 0# 

定理 2. 13  对Hamilton函数H I C
k
( T

*
M, C ) (相应地, I C

k
(M

n
, C ) ) 8 = dz j C dpj +

d�z j C dp�j (相应地, 8 = ( i/ 2) hj�k dz j C d�z k) , 8 关于Hamilton向量场X = 8- 1
(dH ) 的Lie导数

是0

  LX 8 = 0# ( 34)

事实上, LX 8 = X ? d 8 + d( X ? 8 ) , d 8 = 0,而X ? 8 = dH# 因此LX 8 = 0# 这里d是

外微分算子# 而 ? 是向量场和形式场的内积# 

另方面, 设 F t是由Hamilton向量场X I X ( T
*
M) (或 I X ( M) ) 决定的流# 它决定力学

系统的运动的定律# 

若 ( z
j
, �z j

, pj , p�j ) I T
*
M 是系统S 在 t = 0的运动的初始状态,则在 t > 0系统 S的运动

状态是( z
j
( t ) ,�z j ( t ) , pj ( t ) , p�j ( t ) )# 它是当系统的状态随着时间的过去而发展时在 T

*
M 上

画出的一条曲线# 它是由Hamilton向量场X = 8
- 1

(dH ) 决定的Hamilton方程(17) 的解# 它
的初始条件是系统在 t = 0时的初始状态# 

同样,若 F t是Hamilton向量场X = 8- 1
(dH ) I X (M ) 的流,系统 S在 t = 0初始状态是

( z
j
, �z j ) ,则 S 在t > 0的状态是( z

j
( t ) ,�z j ( t ) ) = F t ( z

j
,�z j )# 它是Hamilton方程(9) 在初始条件

( z
j
, �z

j
) 下的解# 二者综合起来得到

定理 2. 14  设 X I X (M ) 或者X I X ( T
*
M) 是Hamilton向量场X = 8- 1

( dH ) , F t是

X 的流,那末

1) F
*
t 8 = 8, 8 = ( i/ 2) hj�kdz

j C d�z k ,或 8 = dz j C dpj + d�z j C dp�j , ( 35)

2) F
*
t H = H ,能量是守恒的# ( 36)

证明  1) 设 8 = ( i/ 2) hj�k dz j C d�zk ,

  d
dt

F
*
t 8 =

d
dt
8. F t =

d
dt

i
2
hj�k . Ftdz

j . F j C d�z
k . F t =
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    i
2

d
dt
hj�k . F tdz

j . F t C d�zk . F t +

    hj�k . F t
d
dtdz

j . F t C d�z
k . F t + dz

j . F t C d
dtd�z

k . F t =

    ( i/ 2) F
*
t ( LXhj�kdz

j C d�z
k
+ hj�kLxdz

j C d�z
k
+ hj�kdz

j C LXd�z
k
) =

    F
*
t LX 8,

由定理2. 13, LX 8 = 0# 因此, (d/ dt ) F*
j 8 = 0, ] F

*
t 8 = 8, F *

t 保持 8# 

同样,对 8 = dz j C dpj + d�z j C dp�j ,

  d
dt

F
*
t 8 =

d
dt

(dz j . F t C dpj . F t + d�z j . F t C dp�j . F t ) =

    F
*
t ( LXdz j C dpj + dz j C LX dpj + LX d�z j C dp�j + d�z j C LXdp�j ) =

    F
*
t LX 8,

由定理2. 13, LX 8 = 0# 因此, (d/ dt ) F*
j 8 = 0, ] F

*
t 8 = 8, F *

t 保持 8# 

2) 对 H I C
k
(M

n
, C ) ,

  d
dtF

*
t H =

d
dtH . F t =

5H
5 z j

. F t
dz j . F t

dt +
5H
5�z j . F t

d�z j . F t

dt =

      F
*
t

5H
5z j

dz
j

dt
+

5H
5�z j

d�z
j

dt = F
*
t LXH ,

同样,对H I C
k
( T

*
M, C ) ,

  d
dt

F
*
t H =

5H . F
*
t

5z j
dz j . F*

t

dt
+
5H . F *

t

5�z j

d�z j. F
*
t

dt
+

    
5H . F*

t

5pj
dpj. F

*
t

dt
+

5H . F*
t

5p�j
dp�j . F*

t

dt
=

    F
*
t

5H
5z j

dz j

dt +
5H
5�z j

d�z j

dt +
5H
5pj

dpj
dt +

5H
5p�j

dp�j
dt = F

*
t LXH ,

由定理2. 12# LXH = dH / dt = 0,即 F
*
t H = H , F

*
t 保持H# 

2) 是能量守恒定律的另一种式样: 1) 表明 M
n 或T

*
M 上的Hamilton向量场的流分别保

持 M
n 的K¾hler形式和 T

*
M 的基本 2_形式# 

定义 2. 15  Pf , g I C
k
( M

n
, C) ,

  

X f = 8- 1
(df ) = - 2ih�kj 5f

5�z k
5
5z j

+ 2ih�jk 5f
5zk

5
5�z j ,

LX
f
g = Xf ( g) = - 2ih�kj 5f

5�z k
5g
5z j

+ 2ih�jk 5f
5zk

5 g
5�z j = f , g ,

Pf, g I C
k
( T

*
M, C) ,

( 37)

  
X f = 8- 1

(df ) =
5f
5pj

5
5z j +

5f
5p�j

5
5�z j -

5f
5z j

5
5pj

-
5f
5�z j

5
5p�j

,

LX
f
= Xf ( g ) =

5f
5pj

5 g
5z j +

5f
5p�j

5g
5�z j -

5f
5z j

5g
5pj

-
5f
5�z j

5g
5p�j

= f , g ,

( 38)

f , g 也分别称为C
k
(M

n
, C ) 和 C

k
( T

*
M , C) 上的 Poisson括号# 而且显然

  LX
f
g = Xf ( g) = f , g = - g , f = - Xg (f ) = - LX

g
f , ( 39)

特别

  LX
H
H = XH (H ) = H ,H = 0# ( 40)
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在物理和力学中 Hamilton函数称为能量# 上述表达式是能量守恒定律的另一种表达# 流

F t 也称为1_参数变换群# 

定理 2. 16  1) 设 f I C
k
(M

n
, C) 或 I C

k
( T

*
M, C ) 是决定 1_参数变换群 Ft t的一个

观察( an observe)# 对 g I C
l
( M

n
, C) 或 I C

l
( T

*
M , C ) ,若 X f ( g) = f , g = 0则 g 在F t_

轨线上是常数, 即 g 是系统的首次积分# 

2) X f ( g ) = 0 Z Xg (f ) = 0# ( 41)

3) f , g = 0 Z X f ( g ) = 0或 Xg ( f ) = 0# ( 42)

证明

1) 和定理 2. 15的证明是一样的# 只要证明 (d/ dt ) g. Ft = 0# 但是

  (d/ dt ) F *
t g = (d/ dt ) g. F t = F

*
t LX

f
g = F

*
t f , g = 0# 

2) 是显然的# 它表明若 g 沿Xf 的积分曲线是常数则f 沿Xg 的积分曲线也是常数# 反之

也一样# 

3) 也显然# 它表明H : XH ( g) = H , g = 0的积分和单参数群之间的对应# 就是说,若

且仅若H 沿Xg 的积分曲线是常数等价于若且仅若g 沿XH 的积分曲线是常数# 
顺便指出,当用 Riemann流形取代 K¾hler 流形时我们可以从上面所讨论的 Newton力学,

Lagrange力学和Hamilton力学得到相应的结果,即 Riemann流形上的动力学# 
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Hamiltonian Mechanics on K¾hler Manifolds

ZHANG Rong_ye

( In stitute of Ma them atics , Chinese Academia of Sciences , Beijing 100080, P . R . China )

Abstract: The mechanical principle, the theory of Modem geometry and advanced calculus, Hamilto-

nian mechanic was generalized to K¾hler manifolds, and the Hamiltonian Mechanic on K¾hler Man-i

folds was established. Then the complex mathematical aspect of Hamiltonian vector field and Hami-l

ton. s equations etc was obtained.

Key words: K¾ hler manifold; connection; absolute differential; Lie derivative; Hamiltonian vector; 1_

parameter group
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