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摘要 :  在加权 Sobolov空间中讨论了加权的 Poincar�不等式, 利用嵌入映射给出了加权 Poincar�不
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引   言

Poincar�不等式是数学中的一类重要不等式,对于 Poincar�不等式成立的充分和必要条件

的研究,在理论和应用上都是十分有意义的, 如 Amick
[ 1]
, Edmunds

[ 2, 3]
, Hurri

[ 4]
, Kufner

[ 5, 6]
, Ed-

munds
[ 7~ 9]
等# 文献[ 4]研究了加权的 Poincar�不等式# 文献[ 7]在加权 Sobolev 空间 W

1, p
( 8 ;

w , v ) 中研究了加权的 Poincar�不等式# 文献[ 8]和文献[ 9]在抽象的 Sobolev 空间中研究了

Poincar�不等式# 

本文推广了文献[ 7] , 在加权 Sobolov 空间 W
m, p

( 8; w , v A ) 中讨论了加权的 Poincar�不

等式,给出了加权的 Poincar�不等式成立的充分与必要条件# 

1  预 备知 识

本文的讨论是在实函数空间中进行的,对于复空间来说,结果也成立# 

8 表示R
n
中的一个域, W( 8) 表示权函数的集合,即 8 上所有几乎处处正的、有限的可测

函数集# 

设1 [ p < ] , w ( x ) I W( 8 ) ,加权Lebesgue空间L
p
( 8 ; w ) 表示 8 上所有可测函数集,

且带有如下定义的有限范数:

  +u ( x ) + p , 8, w = Q8
| u( x ) |

p
w ( x ) dx

1/ p

, ( 1)

显然, Lp ( 8 ; w ) 是完备的# 
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设 A= ( A1, A2, ,, An) ,其中 Ai是非负整数( i = 1, 2, ,, n ) , 令

  | A| = 6
n

i= 1
Ai , D

A
= F

n

i= 1

5
5x i

A
i

# 

设w , vA I W( 8 ) , 0 [ m < ] ,加权Sobolev空间 W
m, p

( 8; w , v A )表示所有满足以下条

件的函数 u( x ) 的集合:

1) 对于任意满足 | A| = m 的A,在 8 上u 的弱导数D
A
u( x ) 存在# 

2) 范数

  +u ( x ) +m, p , 8 , w , v
A
= +u( x ) +p

p , 8 , w + 6
| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8 , v
A

1/ p
( 2)

有限# 

引理 1. 1

1) 设 w
- 1/ p

, v
- 1/ p
A I L

q

loc( 8) ( q 是 p 的共轭指数)# 则 W
m, p

( 8; w , v A ) 是一个 Banach

空间# 

2) 设 w , vA I L
1
loc( 8 )# 则 C

]
0 ( 8 ) < W

w, p
( 8; w , v A )# 

3) 设 w
- 1/ p

, v
- 1/ p
A I L

q

lo c( 8) , w , vA I L
1
loc( 8 )# 则 W

m, p
0 ( 8 , w , v A ) 也是一个Banach空

间,其中 W
m, p
0 ( 8, w , v A ) 表示 C

]
0 ( 8 ) 的闭包# 

证明是常规性的,此处略# 

本文的讨论中始终假定 w
- 1/ p

, v
- 1/ p
A I L

q
lo c( 8) , w , vA I L

1
loc( 8)# 

设 X , Y 是两个 Banach空间,若 X < Y且X 到Y 的自然内射是连续的(或紧的) ,则记作 X

} Y(或 X } } Y)# 

2  加权的 Poincar�不等式

设1 [ p < ] , 0 [ m < ] , w , vA I W( 8)# 若存在一个正数K 1,使得对于 Pu ( x ) I

W
m, p

( 8; w, v A ) 有

  Q8
| u( x ) |

p
w ( x )dx [ K1 Q8

u( x )w ( x )dx
p

+ 6
| A| = m

+D
A
u ( x ) + p

p , 8, v
A

成立,则称 ( 8 , w , v A ) 满足加权的 Poincar�不等式# 

引理 2. 1  设 w ( x ) I W( 8) , 且

  Q8
w ( x ) dx < ] ,

则对于 Pu( x ) I W
m, p

( 8; w , v A , u( x ) 的加权平均 u 8, w:

  u8 , w = Q8
w ( x )dx

- 1

Q8
u ( x ) w ( x )dx

是有限的# 

证明  由HÊ lder不等式,我们有

  | u8 , w | = Q8
w( x )dx

- 1

Q8
u ( x ) w ( x )dx [

       Q8
w ( x ) dx

- 1

Q8
| u( x ) | | w ( x ) |

1/ p
| w ( x ) |

1/ qdx [

       Q8
w ( x ) dx

- 1/ p

+u( x ) + p , 8, w# 
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定理 2. 2  设 w , vA I W( 8 ) , w I L
1
( 8 ) , 则以下结论等价:

1) ( 8, w , v A ) 满足加权的Poincar�不等式# 

2) 存在一个正数K 2,使得对于 Pu( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有

  Q8
| u - u8 , w |

p
w dx [ K2 6

| A| = m

+D
A
u( x ) + p

p , 8, v
A
# 

3) 存在一个正数K 3,使得对于 Pu( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有

  inf
c I R

+u( x ) - c +p , 8 , w [ K3 6
| A| = m

+D
A
u ( x ) +p

p , 8, v
A

1/ p

# 

证明  1) ] 2) :设 u( x ) I W
m, p

( 8; w , v A ) ,则 u( x ) - u8 , w I W
m, p

( 8; w , v A ) 且

  Q8
( u( x ) - u8, w) w dx = 0,

由1)得

  Q8
| u( x ) - u8 , w |

p
w dx [ K 1 6

| A| = m

+D
A
u( x ) + p

p , 8 , v
A
# 

2) ] 3) :设 u ( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) , 则

  inf
c I R

+u( x ) - c +p , 8 , w [ +u ( x ) - u8 , w +p , 8 , w [ K
1/ p
2 6

| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8 , v
A

1/ p

# 

3) ] 2) :设 u ( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) , c I R 则

  +u ( x ) - u 8, w + p , 8, w [ +u( x ) - c + p , 8, w + + c - u8, w + p , 8, w, ( 3)

由HÊ lder 不等式,我们有

  +u 8, w - c + p , 8, w = Q8
| u8 , w - c |

p
w dx

1/ p

=

    Q8 Q8
w ( y )dy

- 1

Q8
u( y )w ( y )dy - c

p

w ( x )dx
1/ p

=

    Q8
w ( y )dy

- 1

Q8 Q8
( u( y ) - c)w ( y )dy

p

w ( x )dx
1/ p

=

    Q8
w ( y )dy

1/ p- 1

Q8
( u( y ) - c) w( y )dy [

    Q8
w ( y )dy

- 1/ q

Q8
| u ( y ) - c |

p
w ( y )dy

1/ p

Q8
w ( y )dy

1/ q

=

    + u - c +p , 8 , w ,

由( 3)得

  +u ( x ) - u 8, w + p , 8, w [ 2 inf
c I R

+u( x ) - c + p , 8, w, ( 4)

于是由( 4)可得

  Q8
| u( x ) - u8 , w |

p
w dx = +u( x ) - u8 , w +p

p , 8, w [

    2 inf
c I R

+u( x ) - c +p , 8 , w
p [ 2K 3 6

| A| = m

+D
A
u( x ) + p

p , 8 , v
A

1/ p p

=

    ( 2K 3)
p 6
| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8 , v
A
# 

2) ] 1) :设 u ( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A )# 因为:
  +u ( x ) + p , 8, w [ +u 8, w + p , 8, w + + u - u8 , w +p , 8 , w ,

  +u 8, w + p , 8, w = Q8
| u8 , w |

p
w dx

1/ p

= | u8 , w | Q8
w dx

1/ p

=
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    Q8
wdx

- 1

Q8
u ( x ) w ( x )dx Q8

w dx
1/ p

=

    Q8
w dx

- 1/ q

Q8
u( x )w ( x )dx ,

所以

  +u ( x ) + p , 8, w [ Q8
w dx

- 1/ q

Q8
u( x )w ( x )dx + +u ( x ) - u 8, w + p , 8, w, ( 5)

由( 5)与条件 2)可得

  Q8
| u |

p
w dx = +u + p

p , 8, w [

    Q8
wdx

1/ q

Q8
u( x )w ( x )dx + + u( x ) - u8, w + p , 8, w

p

[

    2p- 1 Q8
w dx

p / q

Q8
u( x )w ( x )dx

p

+ +u - u 8, w + p
p , 8 , w [

    2p- 1 Q8
w dx

p / q

Q8
u( x )w ( x )dx

p

+ K 2 6
| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8, v
A

[

    K 1 Q8
u( x )w ( x )dx

p

dx + 6
| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8, v
A
,

其中

  K 1 = 2p- 1max K 2, Q8
w dx

p / q

,

故定理得证# 

令 Wc( 8 ) = w( x ) I W( 8 ) | 在 8的任一个紧子集Q上, aQ [ w ( x ) [ bQ , aQ, bQ 为正

的常数 # 若 w( x ) I Wc( 8) ,则由文献[ 7] 知 w I L
1
lo c( 8) , w

- 1/ p I L
q
lo c( 8)# 

对于 R
n的任一个域 8 ,我们能把 8 表示为:

  8 = G
]

k= 1
8k , ( 6)

其中 8k I C
0, 1
(即, 8k是一个边界能被满足Lipschitz条件的函数局部描述的有界域# 详细定

义见文献[ 5, p21] 和文献[ 7, p83] ) ,且对于 Pk I N 有

  8k < �8k < 8k+ 1 < 8 ,

令 8k = 8 \ 8k ,

  A k = sup
+u+

m,p , 8, w , v
A

[ 1

+ u +p , 8
k
, w, ( 7)

由( 7)和文献[ 7]的注 3. 10知,

  0 [ Ak+ 1 [ Ak [ 1, lim
k y ]

A k = A I [ 0, 1] , A = �B( I ) ,

其中�B( I ) 是自然嵌入映射Ñ的非紧球测度:

  I: Wm, p
( 8; w , v A ) y L

p
( 8; w )# 

定理 2. 3  设1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8 ) , F是W
m, p

( 8; w , v A ) 上的一个函数且满足:

( c1) F 在W
m, p

( 8; w , v A ) 上连续# 

( c2) F ( Ku) = KF ( u) , K> 0, u I W
m, p

( 8 ; w , v A )# 

( c3) 如果 u I Pm- 1 H W
m, p

( 8; w , v A ) ,其中 Pm- 1是 R
n 上次数小于m 的多项式集合,

且 F ( u) = 0,那么 u = 0# 

若 A < 1,则存在一个常数 K , 使得对于 Pu ( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有
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  Q8
| u |

p
w dx [ K | F( u) |

p
+ 6

| A| = m

+D
A
u + p

p , 8, v
A
, ( 8)

证明  设 A I ( A , 1) , 则存在 n0 I N, 使得对于 n \ n0有

  A n [ A, ( 9)

取定 n I N, n \ n0,由(7) 与(9) 知, 对于 P u( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有

  Q8
n | u |

p
w dx [ a

p +u +p
m , p , 8 , w , v

A
,

  Q8
n | u |

p
w dx [ a

p

1- a
p +u( x ) + p

p , 8
n
, w + 6

| A| = m

+D
A
u( x ) +p

p , 8 , v
A

# ( 10)

假设定理 2. 3的结论不成立,则存在 uj < W
m, p

( 8 ; w , v A ) 使得

  Q8
| uj |

p
w dx = 1   ( Pj I N ) , ( 11)

  F( uj ) y 0   ( j y ] ) , ( 12)

  6
| A| = m

+D
A
uj + p

p , 8 , v
A

y 0   ( j y ] ) , ( 13)

因为 w , vA I Wc( 8 ) , 8n I C
0, 1

, 所以

  W
m, p

( 8n; w , v A ) } } L
p
( 8n; w ) ,

由( 11)与 ( 13)知, uj 在 W
m, p

( 8n; w , v A ) 上有界, 因此存在 uj 的一个子列 uj ( k ) 是

L
p
( 8n ; w ) 中的 Cauchy列# 由(10) 与(13) 知, uj ( k ) 也是 L

p
( 8n ; w ) 中的Cauchy列# 因此,

存在 u I L
p
( 8; w ) 使得在 L

p
( 8; w) 中有

  uj ( k) y u   ( k y ] ) , ( 14)

由( 14)与( 13)知, 在 W
m, p

( 8; w , v A ) 中也有

  uj ( k) y u   ( k y ] ) ,

由( c1)知, F ( uj ( k) ) y F( u ) ( k y ] )# 再由(12) 得, F ( u) = 0# 

设 < I C
]
0 ( 8 ) , 则由( 14)与( 13)得

Q8
<DA

udx = (- 1) mQ8
uD

A<dx = (- 1) m lim
k y ]Q8

uj( k )D
A<dx = lim

k y ]Q8
<DA

uj ( k) dx = 0,

因此在 8 中D
A
u = 0 ( | A| = m ) ,故 u I Pm- 1# 由( c3) 知, u = 0, 这使得( 11)与( 14)矛盾# 

故定理得证# 
推论 2. 4  设1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8 )# 若 A < 1且以下条件成立:

( c4) 如果 u I Pm- 1 H W
m, p

( 8 ; w , v A ) ,Q8
uw dx = 0, 那么 u = 0# 

则 ( 8 , w , v A ) 满足加权的 Poincar�不等式# 

证明  令 F( u) = Q8
uw dx , 由定理2. 3可知# 

推论 2. 5  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8) ,若 Pm- 1 H W
m, p

( 8 ; w , v A ) = 0 , A < 1,

则存在一个常数 K ,使得对于 P u( x ) I W
m, p

( 8; w , v A ) 有

  Q8
| u |

p
w dx [ K 6

| A| = m

+D
A
uj + p

p , 8 , v
A
# ( 15)

证明  令 F( u) = 0, 由定理 2. 3可知# 

定理 2. 6  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8) , F I W
m, p

( 8 ; w , v A )
* 且条件( c1)、( c2)、

( c3)成立# 若存在一个常数 K ,使得对于 Pu( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有(8) 成立,则A < 1# 
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证明  由 Aj 的定义知,存在 uj I W
m, p

( 8; w , v A ) , +uj +m, p , 8 , w , v
A

[ 1, 使得

  Aj -
1
j

[ +uj + p , 8
j
, w [ A j   ( j I N) , ( 16)

假设 lim
j y ]

Aj = A = 1, 则由( 16)得

  lim
j y ]

+ uj +p , 8
j
, w = 1, ( 17)

因为:

  +uj +p , 8
j
, w [ +uj +p , 8 , w [ +uj +m, p , 8, w , v

A
[ 1,

所以由( 17)得

  +uj +p , 8, w y 1   ( j y ] ) , ( 18)

  +uj +m, p , 8 , w , v
A

y 1   ( j y ] ) , ( 19)

因此

  6
| A| = m

+D
A
uj + p

p , 8 , v
A

y 0   ( j y ] ) , ( 20)

  +uj +p , 8, w y 0   ( j y ] ) , ( 21)

由( 19)式知, uj 在W
m, p

( 8; w, v A ) 中有界, F( uj ) 也有界# 于是 F( uj ) 有 Cauchy子

列 F( uj ( k ) ) # 
由( 8)有

  Q8
| uj (k ) - uj ( l) |

p
w dx [

    K | F ( uj( k ) - uj ( l ) ) |
p
+ 6

| A| = m

+D
A
uj ( k) - uj ( l) + p

p , 8 , v
A

[

    K | F ( uj( k ) - uj ( l ) ) |
p
+ 2

p- 1 6
| A| = m

+D
A
( uj( k ) ) + p

p , 8 , v
A
+

    2p- 1 6
| A| = m

+D
A
( uj ( l ) ) +p

p , 8 , v
A
,

由( 20)知, uj ( k ) 是L
p
( 8 ; w ) 中Cauchy列# 因此存在 u I L

p
( 8 ; w ) ,使得在 L

p
( 8; w ) 中有

  uj ( k) y u   ( j y ] ) , ( 22)

利用( 21)可得

  0 [ +u + p , 8, w [ +u - uj ( k ) +p , 8, w + +uj ( k) + p , 8
j ( k )

, w y 0,

因此 u = 0, 这使得( 18)与( 22)矛盾# 故定理得证# 

推论 2. 7  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8) , w I L
1
( 8 ) , 且条件( c4) 成立# 若( 8, w ,

v A ) 满足加权的 Poincar�不等式,则 A < 1# 

推论 2. 8  设1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8) , Pm- 1 H W
m, p

( 8; w , v A ) = 0 # 若存在一

个常数K ,使得对于 P u( x ) I W
m, p

( 8; w , v A ) 有(15) 成立,则 A < 1# 

由定理2. 3和 2. 6可得

定理 2. 9  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8) , F I W
m, p

( 8 ; w , v A )
* 且条件( c1)、( c2)、

( c3)成立# 则存在一个常数 K ,使得对于 P u( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有

  Q8
| u |

p
w dx [ K | F( u) |

p
+ 6

| A| = m

+D
A
u + p

p , 8, v
A
,

成立的充分必要条件是 A < 1# 

由推论2. 4和 2. 7可得

定理 2. 10  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8 ) , w I L
1
( 8 ) , 且条件( c4) 成立# 则( 8, w ,
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v A ) 满足加权的 Poincar�不等式的充分必要条件是 A < 1# 

由推论2. 5和 2. 8可得

定理 2. 11  设 1 [ p < ] , w , vA I Wc( 8 ) , Pm- 1 H W
m, p

( 8; w , v A ) = 0 # 则存在

一个常数 K ,使得对于 Pu( x ) I W
m, p

( 8 ; w , v A ) 有

  Q8
| u |

p
w dx [ K 6

| A| = m

+D
A
u + p

p , 8 , v
A
,

成立的充分必要条件是 A < 1# 
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Abstract: The weighted Poincar�inequalities in weighted Sobolev spaces were discussed and some

necessary and sufficient conditions for them to hold were given.
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