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短距离竞技游泳运动的推进力

最优化分析初探
�
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(清华大学 工程力学系, 北京 100084)

(叶庆凯推荐)

摘要: � 通过建立竞技游泳运动的动力学模型和能量转换模型, 并运用最优控制理论对于在给定

时间内所游进的路程进行了最优化分析,结合奥运会记录和前人实验结果推导出在一定假设和限

制条件下推进力的最优解,得到了与实际情况吻合的最佳速度和体能分配方案��
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引 � � 言

竞技游泳经过多年的发展已成为当今体育运动的重要项目,为了提高游泳成绩,世界泳坛

经历了一场观念上的更新,主要是提高训练技术,使游泳动作更趋合理,实际上竞技策略的研

究和应用也同样重要�� 本文正是基于策略的考虑,将最优控制理论应用到竞技游泳运动的分

析中来,将给定路程求最小时间问题经过等价转化成给定时间求最大路程的问题,经过理论推

导,求出了一定条件下的最优解,即怎样合理分配速度和体能,以使得在给定的时间内所游进

的路程最大��

1 � 数 学模 型

将人体简化成一个质点, 且只考虑水平方向运动, 根据牛顿第二定律得:

� � m�V( t ) = F ( t ) -
1
2 CdA�V

2
( t ) , ( 1)

其中 F( t) 是等效水平推进力, m 是运动员质量, �是水的密度, Cd 是阻力系数
[ 1]

, A 是人体的

垂直投影截面积, V ( t ) 是人体游进速度, 由于推进力有限,设其最大值为 Q,将 F( t) 归一化成

u ( t ) :

� � u( t ) =
F ( t )

Q
, ( 2)
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因此 0 � u( t ) � 1,由于A、Q因人而异,但与 m很大程度上成线性关系[ 2, 3] ,因此质量单位化

得如下两系数:

� � a =
�CdA

2m
, ( 3)

� � b =
Q
m

, ( 4)

则动力学方程简化为:

� � �V( t ) = - aV
2
( t ) + bu ( t )�� ( 5)

此外游泳运动还涉及到一个复杂的生理学过程, 人体是依靠有氧代谢和无氧代谢提供运

动所需的能量, 可以用下式描述人体储能 E ( t) 的变化率[ 4] :

� � �E ( t) = K - P - N - R, ( 6)

其中 K为通过有氧代谢和无氧代谢生成能量的功率, P = bu ( t ) V( t )为水平推进功率, N为非

推进功率, R 是以热能形式耗散的功率�� 研究发现,竞技游泳中50 m比赛中无氧代谢占95% ,

100 m比赛中占 80% [ 5]�� 可见赛程越大,无氧代谢所占比例越小,而有氧代谢所占比例越高��

本文针对短距离(不超过 200 m)竞技游泳运动建模, 认为短距离比赛中人体输出功率全部由

无氧代谢提供, 且忽略热量的耗散和非推进功,则有:

� � �E ( t) = - b�u( t )�V( t ) ( 7)

即人体可利用的储能全部消耗在水平推进上��

2 � 最优问题的提法

实际竞技游泳追求的是给定路程所用的时间最短,为方便, 此处分析其等价问题[ 6] , 即在

给定时间内如何分配速度和体能使游进路程最大�� 由于不同泳式对应的出发技术不同, 为统

一起见假定运动员均是从水中池壁出发且初速度均为 0, 并忽略运动员到池壁的转身动作��

因此最优问题的提法[ 7, 8]为: 已知非线性定常系统的状态方程为 �X = f , 其中

� � X =
V

E
, ( 8)

� � f =
- aV

2
+ bu

- buV
, ( 9)

求一容许的推进力 u( t ) , 0 � u( t ) � 1, 使系统由给定的初态

� � X( t ) | t = 0 = X0 =
0

E0
( 10)

出发,到达某一给定的末态时刻 t f , 使之满足末态约束

� � E( t f ) � 0, ( 11)

并使下列性能指标达到极小��

� � J [ u(�) ] = �
t
f

0
- Vdt�� ( 12)

3 � 分析及求解

对于状态方程右端为非线性函数的情况,至今还没有判断最优控制存在性的一般性判别

方法, 但从该极值问题的物理意义可以认为最优解是存在的[ 7]�� 应用拉格朗日乘子法和库恩

- 塔克尔定理将上述性能指标化成等价的性能指标
[ 7, 9]

:
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� � J [ u(�) ] = - �E ( t f) +�
t
f

0
[- V + ��T ( f - �X ) ] dt , ( 13)

其中 ��= [ �1( t ) , �2( t ) ]
T
为非 0协态向量, �为常数,且要满足:

� � � � 0, �E( t f ) = 0�� ( 14)

构造哈密尔顿( Hamilton)函数 H 如下:

� � H (X , ��, u) = - V + ��T�f = - V + �1�(- aV
2
+ bu ) + �2�(- buV)�� ( 15)

记 S ( X( t f ) ) = - �E( t f ) , 则原指标变成:

� � J [ u(�) ] = S( X( t f ) ) +�
t
f

0
(H ( X , ��, u) - ��T�X)dt�� ( 16)

应用庞特里亚金极小值原理[ 10] ,可得:

( � ) 协态方程:

� �
��1 = -

�H
� V

= 1+ 2a�1V + �2 bu ,

��2 = -
�H
�E = 0��

( 17)

( � ) 横截条件:

� �
�1( t f ) =

�S( X( t f ) )

� V( t f )
= 0,

�2( t f ) =
�S( X( t f ) )

�E( t f )
= - ���

( 18)

( � ) 哈密尔顿函数 H 作为u( t ) 的函数,在 u( t ) = u
*

( t ) 时取绝对极小:

� � H (X
*

( t ) , ��( t ) , u
*

( t ) ) = min
0 � u( t) � 1

H ( X
*

( t ) , ��( t ) , u( t ) )�� ( 19)

( � ) 哈密尔顿函数 H 在最优轨线上为常值,即:

� � H (X
*

( t ) , ��( t ) , u
*

( t ) ) = H (X
*

( t f) , ��( t f) , u
*

( t f ) ) = const�� ( 20)

由于 t f给定,故( 20)自动满足,由( 17)、( 18)得:

� � �2( t ) = - �, ( 21)

� � ��1( t ) = 1+ 2a�1V - �bu�� ( 22)

从而哈密尔顿函数变为:

� � H (X , ��, u) = - V - a�1V
2
+ ( �1+ �V) bu�� ( 23)

由( � )可知在其它量保持不变时, u
*

( t ) 应使H 取绝对极小,所以:

� � u
*

( t ) =

1, � � �1+ �V < 0,

0, � � �1+ �V > 0,

undetermined, � � �1+ �V = 0,

( 24)

其中 undetermined(不定)表示可取满足约束 0 � u
*

( t ) � 1的任意值[ 7] , [ 10, 11]�� 当存在长度非

零的时间区间( t i , tj ) � [ 0, t f ] ,满足 �1+ �V = 0时,称最优问题是奇异的,反之该最优问题是

正常的,此时最优解是0、1的跳变函数;当出现奇异情况时,对 �1+ �V = 0求导并联立( 5)和

( 17)可得:

� � 1- 3a�V
2

= 0, ( 25)

故只有当 �> 0时上式才能成立,并有:

� � V( t ) =
1
3a�, ( 26)
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� � u( t ) = uc =
1

3b�
, ( 27)

可见奇异情况只会出现在 �> 0条件下,而正常情况在 �= 0和 �> 0都可能出现�� 如果出

现奇异情况,则在奇异时间区间上速度和推进力都是常值�� 下面针对 �的不同情况进行讨论��

1) �= 0�� 此时 u
* 只是 0、1的组合函数,当 t f相对 E 0而言小到某种程度以至于对任意

方案都满足 E ( t f) > 0时,由(14) 知 �= 0,此时不难推导出最优解 u
*

= 1 , 即应该一直以

最大推进力推进,速度为:

� � V( t ) =
exp( rt ) - 1
exp( rt ) + 1Ve , � � t � [ 0, t f] , ( 28)

其中 r = 2 ab, Ve = b / a ,满足在末时刻 t f时能量为正:

� � E0+�
t
f

0
- b�1�Ve

exp( rt ) - 1
exp( rt ) + 1

dt = E0 - b�
t
f

0

exp( rt ) - 1
exp( rt ) + 1

Vedt > 0, ( 29)

此时最大路程可以由( 28)式积分得到�� 对于任意一个 E0,总对应一个临界时刻 T c, 它是以方

案 1 消耗完所有能量的时间,显然当 t f � T c时, 1 是最优解�� 以下讨论 t f > T c情况,若某

一可行解在给定末时刻 t f时能量仍为正,则必有一种解在 t f时能量为0,且所游路程更大,故 t f

> T c时, 应当消耗完所有的能量即 E ( t f) = 0才会使路程更大,此时必有 � � 0,才能使原性能

指标 J [ u(�) ] 取极小值��

2) �> 0�� 此时推进力不论是正常解还是奇异解, 推进力在开始一个时间区间上不能恒

为0,否则一定不是最优解; 任何以非 0开始的推进力可行解对应的速度在整个时间区间 t �

(0, t f) 上均为正,即 V( t ) > 0�� 如果推进力在最后一个时间区间上恒为 1,由(24) 式知 �1( t )

< - �V,又 �> 0且 �1( t ) 是连续函数,所以必存在一个很小的正数 �,使得最后时间区间上任

何时刻都有 �1( t ) � - �< 0,与横截条件 �1( t f ) = 0相矛盾�� 所以推进力在开始阶段不能恒

为0,在最后阶段不能恒为 1, 即正常可行解有 1, 0 、1, 0, 1, 0 、1, 0, 1, 0, 1, 0 �,奇异可行

解有 1, uc , 0 、 1, uc , 1, 0 、 1, 0, uc, 0 、 1, 0, uc , 1, 0 、 1, uc, 0, 1, 0 1, 0, 1, uc, 0 、

1, uc , 0, 1, uc, 0 �

通过以上分析可知可行解有多种而不是唯一的, 这是因为对于非线性系统而言极小值原

理给出的只是最优控制的必要条件而非充要条件
[ 7]�� 另外 E 0, tf , a, b 等都是未知参数, 因此

求出的各种可行解对应的最大路程的解析表达式异常复杂,且在推进力分段次数较大时甚至

求不出显式表达式, 这样就很难确定最优解�� 考虑到游泳运动的实际情况, 本文认为不宜采

用推进力的频繁交替变换方案,一是由于这种推进力的频繁交替变化使得速度不断起伏变化,

必然导致较大额外阻力的产生;二是推进力的频繁交替变化会使游泳运动员更容易过早疲劳,

二者均不利于提高成绩�� 基于此,对推进力的跳变次数作如下限制:正常解跳变不超过 5次,

奇异解跳变不超过 4次 �� 综合 �= 0和 �> 0可知正常可行解有 4个, 分别是 1 、1, 0 、

1, 0, 1, 0 、 1, 0, 1, 0, 1, 0 ; 奇异可行解 6 个分别是 1, uc , 0 、 1, uc , 1, 0 、 1, 0, uc, 0 、

1, uc , 0, 1, 0 、1, 0, uc , 1, 0 、1, 0, 1, uc , 0 , 在该限制范围内进行选择以确定最优解,实际上

为全局的次优解�� 尽管对推进力的跳变次数做了限制, 但是诸多参数没有具体的数值, 即使

在数目有限的可行解中进行最优解的选择也是很困难的�� 虽然参数 a, b 通过实验可以测量

出来, 但是 E0到目前为止尚未有好的测量或计算方法�� 为此根据前人实验测量结果以及第

27届奥运会冠军纪录算出 a, b 的值,以此来求最优解并拟合出最佳的 E0值��

根据文献[ 12]提供的男子自由泳动态阻力的实验结果可算得 a = 0. 32 /m; 第 27届奥运
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会男子短池自由泳 50 m、100 m、200 m的冠军记录分别是 21. 98 s、48. 30 s、105. 35 s[ 13] �� 由于

50 m为最短赛程,可以假定50 m赛程中运动员都是一直以最大推进力游进,记 50 m冠军记录

为 T 50(100 m冠军记录为 T 100,以此类推) , 即当 t f = T 50 时最优解为 1 ,并有:

� � �
T
50

0

exp( rt ) - 1
exp( rt ) + 1

�Vedt = 50, ( 30)

将 T 50 = 21. 98 s代入上式中可以解得 Ve = 2. 37m/ s, b = 1. 79N/ kg, r = 1. 52 / s,末时刻时能

量应为正,代入(28) 式得 E0> 89. 9 J/ kg�� 如果在100m及以上距离中若仍用方案 1 ,则在末

时刻时能量应为负, 将 t f = T 100 = 48. 30 s代入(28) 式得 E0 < 201. 9 J/ kg�� 对 10个可行解,

使 E0 在区间[ 89. 9, 201. 9] 按步长为 1逐渐增大进行数值求解, 运用最小二乘法拟合 100 m、

200 m赛程, 可以确定出最优解为 1, uc , 0 , 能量初值的最佳拟合为 E
*
0 = 176 J/ kg,进而可以

求出当给定 t f = 48. 30 s和 t f = 105. 35 s时对应的最大距离,相对误差对比情况如表1所示��

由 E
*
0 可计算出 T c = 42. 23 s ,当 t f = T c = 42. 23 s, 可得最大路程为 Dmax = 98. 32 m,当 t f >

T c = 42. 23 s时, 最优解为 1, uc , 0 , 其推进力和速度分布为:

表 1 理论解对应的距离与实际距离的对比

t f/ s 实际距离 D/ m 理论最优解 D * /m 相对误差 e/ ( % )

21. 98 50 50. 00 0

48. 30 100 107. 55 7. 55

105. 35 200 182. 01 - 8. 88

� � u
*

=

1, � � t � [ 0, t
-
1 ] ,

uc, � � t � [ t
+
1 , t

-
2 ] ,

0, � � t � [ t
+
2 , t f] ,

( 31)

� � V
*

=

2. 37exp(1. 52t ) - 2. 37
exp(1. 52t ) + 1 , � � t � [ 0, t

-
1 ] ,

Vc, � � t � [ t
+
1 , t

-
2 ] ,

Vc

0. 32Vc ( t - t2) + 1, � � � t � [ t
+
2 , t f] ,

( 32)

图 1 � 最优跳变时刻的数值解

( t*1 :�O� , t*2 : �+ � )

其中:

� � Vc =
2. 37exp(1. 52t1) - 2. 37

exp(1. 52t 1) + 1
, ( 33)

� � uc = 0. 18V
2
c, ( 34)

最优时刻 t
*
1 、t

*
2 是关于 t f的函数,但解析式很复

杂,图1给出了 t f在[ 44, 105] 变化时对应的 t
*
1 、t

*
2

的数值解曲线��

以 t f = 48. 30 s为例可求得最优推进力及最

优速度曲线如图 2、图 3所示,其中可得推进力的

第1 次跳变时刻为 2. 54 s, 第 2 次跳变时刻为

47�61 s,匀速段速度为2. 27 m/ s,推进力为 0. 92��
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� � 图 2� t f = 48. 30 s时最优推进力的变化 � � � � � � 图 3� t f = 48. 30 s时最优速度的变化

4 � 讨 � � 论

最优解 1, uc , 0 将整个时间区间[ 0, t f ]分成3个阶段,第1阶段表示归一化的推进力恒为

最大值1,对应速度从 0迅速增加;至 t
*
1 时刻推进力跳变至小于 1的恒定值 uc 进入第2阶段,

此时速度也保持为定值�� 前两个阶段中人体储能不断减少,至消耗完所有的能量 E0 而到达

t
*
2 时刻, 推进力跳变为 0,进入第3阶段,对应的速度不断减小, 即运动员凭借已获得的速度做

最后阶段的滑行冲刺,不过这种冲刺是减速的, 这样会在给定的时间 t f 内达到最大的路程��

结合前面的算例( t f = 48. 30 s) 可以看出第1阶段的加速过程和第 3阶段的减速过程所耗时间

占的比例很小,而第2阶段的匀速过程所占比例很大,即大部分时间运动员应该匀速游进�� 最

优解 1, uc , 0 对应的最后阶段为减速,有些不可理解,但实际情况可以说明这一点�� 根据第9

届全运会游泳比赛的现场观察和有关资料的统计分析,发现我国优秀游泳运动员(前 3名) 在

100 m、200 m游泳比赛中有超过 50% 的运动员采用了减速游法[ 14]
;另外假定人体的储能 E( t )

全部消耗在水平推进上, 但实际竞技游泳运动时人体储能中只有很小的一部分转化成推进功,

推进效率不到 10% [ 15]
, 但这并不妨碍假定 E ( t) 是人体真正可利用的那部分储能 �� 尽管

1, uc , 0 是在短距离的情况下推导出的,但与实际情况基本吻合,且对于中、长距离比赛也是

有借鉴意义的, 实践表明相当比例的运动员在中长距离比赛中是作匀速运动,这样可以更有效

地节省体力,取得更好成绩��

5 � 结 � � 论

竞技游泳运动是已知路程求最短时间,本文分析的是其等价问题即已知时间求最大路程,

建立的能量转换模型只适用于短距离情况�� 最优方案 1, uc , 0 是在满足 t f > T c条件下基于

前人实验和奥运记录并做了适当合理的假设后推导出来的,是全局的次优方案;当 t f � T c时

最优方案 1, uc , 0 退化成 1 , 是全局唯一最优解��
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Preliminary Probe Into the Optimization on

Propulsion in Short Distance

Competitive Swimming

WANG Xin_feng, � WANG Lian_ze

( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , T sin ghua Un iver sity ,

Beijin g 100084, P . R . China )

Abstract: Based on the modeling of dynamics and energy conversion in competitive swimming, the

optimal control theory was used to make an optimization analysis of the distance traveled in a given

time. Using the records of the 27th Olympics and the results from previous research, an optimal solu�

tion of propulsion was derived using some hypotheses and constraints. Correspondingly, the optimal

tactic for velocity and energy was put forward which was in agreement with the practice.

Key words: competitive swimming; energy; optimization; propulsion
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