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相变演化 Suliciu模型中波的相互作用
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摘要:  描述相变演化的 Suliciu 模型,其基本波可由行波分析得到# 对于任何给定分两段常值的

初始状态,相应的 Riemann 解是某些基本波的组合# 对分三段常值的初始状态, 解由上述 Riemann

解构成,其中相邻两状态间以基本波连接# 当基本波发生碰撞时,新的 Riemann 问题形成# 通过研

究这些 Riemann问题, 可以在适当的参数空间中对基本波之间复杂的相互作用加以分类# 
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引   言

尽管相变研究在 20世纪已取得丰硕的成果[ 1] , 但相变、特别是其演化过程仍是一项具有

挑战意义的课题# 相变系统的演化可以用偏微分方程组描述,例如,粘弹性体满足下述方程
组:

  ut + vx = 0, v t + R( u) x = 0, ( 1)

其中 u 是应变, v 是速度, R( u) 是应力# 这里,本构关系 R( u) 是非单调的,如

  R( u ) =

2u ,    当 u < 1,

3- u,   当1 [ u [ 1. 5,

u,    当 u > 1. 5# 
( 2)

系统( 1)式为混合型方程组,在区域 1 < u < 1. 5是 Laplace 型的,出现了椭圆不稳定性[ 2]# 

通常有两种方法来解决这类困难: 一种是把解限制在分开的两个单调分支(称为相) u [ 1和

u \ 1. 5里,并提出广义熵条件(或动力学条件)来唯一确定亚音速相边界; 另一种办法则是加

入耗散项, 使方程组( 1)式变得稳定# 第二种方法有比较好的物理解释,而第一种方法比较清

晰地刻画了波现象# 

本文将讨论一个带有低阶耗散项的 Suliciu模型, 该模型稳定的行波和静止波给出了相变

系统( 1)式的一系列基本波, 通过这些基本波, 我们可以确定两段常状态初值问题的解(称为

Riemann解)# 运用 Riemann解,我们细致分析了三段常状态的初值问题, 研究了基本波的相互

作用,并以一个典型情况为例对结果加以分类# 这有助于更好地理解相变演化中的复杂非线
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性现象# 

1  Suliciu模型中 Riemann问题的基本波

Suliciu在研究粘弹性问题时提出以下模型[ 3] :

  ut + vx = 0, v t + wx = 0, w t + K2vx = ( R( u) - w ) / E, ( 3)

其中 E是一个小参数, 当 Ey 0+ , ( 3)式就逼近原问题( 1)式# 

令 N= x - ct ,并记(c)= d/ dN,那么速度为 c 的行波解满足

  - cuc+ vc = 0, - cvc+ wc = 0, - cwc+ K2vc = ( R( u ) - w ) / E# ( 4)

方程组( 4)式的异宿轨道给出了( 1)式的一个基本波# 我们记
  lim

Ny- ]
( u( N) , v ( N) ) = ( u l , v l) , l im

Ny+ ]
( u( N) , v ( N) ) = ( u r, v r) ,

则运用相平面分析知道异宿轨道存在的充要条件为Rankine_Hugoniot条件:

图 1 Suliciu模型中的基本波

  c = ?
R( u r) - R( u l)

u r- u l
, ( 5)

  ( v r- v l)
2
=

    ( R( u r) - R( u l) ) ( ur - u l ) ( 6)

和熵条件: u l和 u r 必须位于本构关系( u, R( u) )

曲线的同一侧# 
另外,方程组( 3)式有 v l = v r, R( u l) = R( u r)

而 u l和 u r位于不同相的稳态精确解,这是静止相

边界, 传播速度为 0# 当 u l I (0. 75, 1) 而 u r I

(1. 5, 2) 时,我们称之为0
#
波;当 u l I (1. 5, 2) 而

u r I (0. 75, 1) 时, 称之为0b 波# 

表 1 Suliciu模型中的基本波

波 速度 u l I ur I [ v ] = v r- v l

+ 2 + 2 ( - ] , 1] ( - ] , 1] 2( ur- ul)

- 2 - 2 ( - ] , 1] ( - ] , 1] - 2( ur- u l)

+ 1 + 1 [ 1. 5, + ] ) [ 1. 5, + ] ) ur - u l

- 1 - 1 [ 1. 5, + ] ) [ 1. 5, + ] ) - ( ur- ul)

0# 0 [ 0. 75, 1] [ 1. 5, 2] 0

0b 0 [1. 5, 2] [ 0. 75, 1] 0

T+ ( u l- 2) / ( u l- 1) ( 2, + ] ) 1 - ( u l- 2) ( u l- 1)

T- - ( u l- 2) / ( u l- 1) 1 ( 2, + ] ) - ( u l- 2) ( u l- 1)

B+ ( 1.5- 2u l) / ( 1. 5- u l) ( 0, 0. 75) 1. 5 ( 1.5- u l) (1. 5- 2ul)

B- - ( 1.5- 2u l) / ( 1. 5- ul) 1. 5 ( 0, 0. 75) (1. 5- u r) (1. 5- 2ur)

S + ( ur- 2u l) / ( ur- ul) ( - ] , 0) [ 1. 5, + ] ) ( ur- 2u l) ( ur- ul)

S - - ( u l - 2ur) / ( ul - u r) [ 1. 5, + ] ) ( - ] , 0) ( ul - 2ur) ( u l- u r)

  总之,我们看到给定 u l和 u r就确定了 v l和 v r(可以相差一个常数) ,于是完全确定了一个

基本波# 因为 u I (1, 1.5) 是非物理状态,所以只要考虑 u I (- ] , 1] G [ 1. 5, + ] )# Suliciu

模型(3) 式给出了(1)式的5类基本波: ? 2波和 ? 1波(波所连接的两个状态在同一相内) ; T ? 波

(亚音速相边界) ; B? : (亚音速相边界) ; S ? 波(超音速相边界) ; 0
#
和 0

b
波(静止相边界)# 在

图1和表 1中详细说明了各种基本波的情况# 
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2  Riemann解的构造

取两段常状态初值

  ( u( x , 0) , v( x , 0) ) =
( u l, v l) ,   当 x < 0,

( ur, v r) ,   当 x > 0,
( 7)

其Cauchy 问题称为 Riemann问题# Riemann问题的解称为Riemann解, 它通常由一组基本波构

成# 我们记 u
*
= lim

x y0-
u, v

*
= l im

x y 0-
v , 并运用上 1节中的基本波构造出 Riemann解# 

由适当的基本波组合构成的左行波(传播速度为负)给 v带来的跳跃[ v] = v
*
- v l表示如

下:

当 u l [ 1,

  v
*

- v l =

- 2( u* - u l) ,   当 u
*

< 1,由- 2波构成,

- 2(1 - u l ) - ( u
*

- 1) ( u * - 2) ,

         当 u
*

> 2, 由- 2波和 T- 构成,

( 8)

当 u l \ 1. 5,

  v
*

- v l =

- ( u
*

- u l) ,   当 u
*

> 1. 5,由- 1波构成,

- (1. 5 - u l ) + (1. 5- u
*
) (1. 5- 2u * ) ,

        当 u
* I [ 0, 0. 75] ,由- 1波和 B- 构成,

( u l - 2u * ) ( u l- u
*
) ,   当 u

* [ 0,由 S+ 波构成# 

( 9)

另一方面, 右行波(传播速度为正)和静止波(传播速度为 0)带来 v 的跳跃[ v] = v r - v
*

可以表示为:

当 u r [ 1,

  v r- v
*

=

2( u* - u r) ,    当 u
*

< 1,由+ 2波构成,

2( u* / 2- u r) ,   当 u
* I [ 1. 5, 2] ,由 0b 波和+ 2波构成,

2(1- u r) + ( u
*

- 1) ( u* - 2) ,

         当 u
*

> 2,由 T + 波和+ 2波构成,

( 10)

当 u r \ 1. 5,

  v r- v
*

=

u
*

- u r,   当 u
*

> 1. 5,由+ 1波构成,

2u
*
- u r,   当 u

* I [ 0. 75, 1] ,由 0
#
波和+ 1波构成,

1. 5- u
*

- (1. 5 - u
*
) (1. 5- 2u* ) ,

      当 u
* I [ 0, 0. 75] , 由 B+ 波和+ 1波构成,

- ( u r- 2u* ) ( u r - u
*
) ,

      当 u
* [ 0,由 S+ 波构成# 

( 11)

根据 u l和 u r所在的相选择(8) 式~ (11) 式中的两个代数方程联列,运用已知条件中的 v l

和 v r,就可以解得唯一的 u
* 和相应的基本波组合, 也就得到 Riemann解# 对任何给 Riemann

初值,解是唯一的[ 4] ,我们把所有的解列在表 2中# 
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  表 2 Riemann问题的解

波型 基本波组合 [ v ] u l u* u r

A - 2 y T- y T+ y+ 2 2( u r+ u l - 2) - 2 ( u* - 1) ( u* - 2) [ 1 > 2 [ 1

B - 2 y T- y+ 1 - 2 (1- u l) - ( u* - 1) ( u* - 2) + ur- u* [ 1 > 2 \1. 5

C - 2 y 0# y+ 1 - 2( u * - ul) + ( u r- 2u
* ) [ 1 [0. 75, 1] \1. 5

D - 2 y B+ y+ 1 - 2( u* - u l) + ( 1. 5- u* ) ( 1. 5- 2u* ) + ur- 1.5 [ 1 (0, 0. 75) \1. 5

E - 2 y S+ - 2( u * - u l) + ( u r- u * ) ( ur- 2u * ) [ 1 [ 0 \1. 5

F - 2 y+ 2 2( u l + u r- 2u
* ) [ 1 [ 1 [ 1

G S- y S+ ( u l- 2u * ) ( u l- u * ) + ( ur- u* ) ( u r- 2u* ) \1. 5 [ 0 \1. 5

H S- y+ 2 ( u l- 2u * ) ( ul - u * ) + 2( u r- u * ) \1. 5 [ 0 [ 1

I - 1 y B- y B+ y+ 1 u l + u r- 3+ 2 ( 1.5- 2u * ) ( 1. 5- u* ) \1. 5 (0, 0. 75) \1. 5

J - 1 y B- y+ 2 u l - 1. 5+ ( 1. 5- 2u * ) (1. 5- u * ) + 2( u r- u * ) \1. 5 (0, 0. 75) [ 1

K - 1 y 0b y+ 2 ( u* - u l) + 2( u r- u * / 2) \1. 5 [ 1. 5, 2] [ 1

L - 1 y T+ y+ 2 ( u* - u l) - ( u * - 1) ( u * - 2) + 2 ( u r- 1) \1. 5 > 2 [ 1

M - 1y + 1 ul + u r- 2u* \1. 5 \1. 5 \1. 5

3  发生碰撞的基本波

对于初值中有两个或是更多间断的情况,即三段或更多段分段常状态的初值问题,解的演

化会复杂得多# 因为基本波的波速是有限的,在 t 足够小的情况下,我们可以在每一个间断周

围当作单独的 Riemann问题来处理,但随着时间的发展,这些波之间就可能发生碰撞# 基本波

之间的相互作用是更复杂的相互作用的基础,我们这里对此加以细致的研究# 

考虑如下初值:

  ( u( x , 0) , v( x , 0) ) =

( u l, v l) ,    x < - A ,

( um , vm) ,   - A < x < A,

( ur, v r) ,    x > A# 

( 12)

这里假设 ( u l , v l) 和( um, vm) 由某个基本波所连接,那么根据在第 1节中的结果可以确定从 v l

到 vm的跳跃 vm- v l = c l( um- u l) ,其中 c l是该基本波的波速# 同样假设另一基本波可以连
接( um, vm) 和( u r, v r) ,因此 vm到 v r的跳跃 v r- vm = c r( u r- um) ,其中 c r是波速# 将二者相

加得到

  v r- v l = c l ( um- u l) + cr( u r- um) , ( 13)

也就是说基本波碰撞后形成的Riemann问题中, v 的跳跃由这两个基本波确定,而不是任意的# 

以 u l [ 1, u r [ 1为例,我们找出能够发生碰撞的基本波组合# 以下我们用 u l ) y
x

u r来表

示基本波 x 连接状态u l和 u r# 

首先找出可以连接 u l [ 1, u r [ 1的基本波组合# 具体做法是,我们列出那些左状态是u l

< 1的基本波,并且标出这些基本波将连接到右状态的范围; 接着列出那些右状态是 u r < 1的

基本波,同时也标出它们左状态的范围# 如下所示:

  u l I (- ] , 1] ) y
- 2

um I (- ] , 1] ; um I (- ] , 1] ) y
- 2

u r I (- ] , 1] ;

  u l = 1 ) y
T
-

um I [ 1. 5, + ] ) ; um I [ 1. 5, + ] ) ) y
S
-

u r I (- ] , 1] ;

  u l I [ 0. 75, 1] ) y
0
#

um I [ 1. 5, 2] ; um I 1. 5 ) y
B
-

u r I (0, 0. 75) ;

  u l I (0, 0. 75) ) y
B
+

um = 1. 5; um I [ 1. 5, 2] ) y
0
b

u r I [ 0. 75, 1] ;
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  u l I (- ] , 0] ) y
S
+

um I [ 1. 5, + ] ) ; um I [ 2, + ] ) ) y
T
+

u r = 1;

  u l I (- ] , 1] ) y
+ 2

um I (- ] , 1] ; um I (- ] , 1] ) y
+ 2

u r I (- ] , 1]# 

接着,我们挑选出会出现基本波碰撞的组合# 这样的组合需要符合两个要求: 第一, 两个

基本波有共同的 um ;第二,连接 u l和um的波的传播速度要大于连接um和 u r的波的波速# 所
有会发生碰撞的基本波的组合在表 3中详细列出# 表 4则列出了 u l [ 1, u r \1. 5时所有可

能碰撞的基本波# 对 u l, u r 在其它区间的情形, 可以类似做出,详见文献[ 5]# 
表 3 u l I (- ] , 1] , um I (- ] , 1] 时,可碰撞的基本波组合

情形 u l I y u m I y ur I vr- v l =

1. 1 1 T- (2, + ] ) S - ( - ] , 0) - ( u* - 1) ( u* - 2) + ( u * - 2u r) ( u* - u r)

1. 2 [ 0. 75, 1] 0# [ 1. 5, 2] S - ( - ] , 0) ( u m- 2ur) ( um- u r)

1. 3 [ 0. 75, 1] 0# [ 1. 5, 2] B- [ 0, 0. 75] (1. 5- u r) (1. 5- 2ur)

1. 4 [ 0, 0. 75] B+ 1. 5 S - ( - ] , 0) ( 1.5- u l) (1. 5- 2ul) + ( u l - 2ur) ( ul - u r)

1. 5 [ 0, 0. 75] B+ 1. 5 B- [ 0, 0. 75] (1. 5- u l) ( 1. 5- 2u l) + (1. 5- u r) (1. 5- 2ur)

1. 6 [ 0, 0. 75] B+ 1. 5 0b 0. 75 ( 1. 5- u l) (1. 5- 2ul)

1. 7 ( - ] , 0) S+ ( 1. 5, + ] ) S - ( - ] , 0) ( um- 2ur ) ( um- ur) + ( um- u l)( um- 2u l)

1. 8 ( - ] , 0) S+ 1. 5 B- [ 0, 0. 75] (1. 5- 2ul) ( 1. 5- u l) + (1. 5- u r) (1. 5- 2ur)

1. 9 ( - ] , 0) S+ [ 1. 5, 2] 0b [ 0. 75, 1] ( um- u l) ( um- 2u l)

1. 10 ( - ] , 0) S+ (2, + ] ) T+ 1 ( um- ul) ( u m- 2ul) - ( u m- 1) ( u m- 2)

1. 11 ( - ] , 1) + 2 ( - ] , 1) - 2 ( - ] , 1) 2( 2um- ul - u r)

  表 4 u l I (- ] , 1] , u r I [ 1. 5, + ] ) 时,可碰撞的基本波组合

情形 u l I y u m I y ur I vr- v l =

2. 1 1 T- (2, + ] ) - 1 ( 1. 5, + ] ) - ( u r- um) - ( u m- 2) ( u m- 1)

2. 2 [ 0. 75, 1] 0# [ 1. 5, 2] - 1 ( 1. 5, + ] ) - ( ur- um)

2. 3 [ 0, 0. 75] B+ 1. 5 - 1 ( 1. 5, + ] ) - ( ur- 1.5) + ( 1. 5- u l) ( 1. 5- 2u l)

2. 4 ( - ] , 0) S+ ( 1. 5, + ] ) - 1 ( 1. 5, + ] ) ( um- ul) ( u m- 2ul) - ( u r- u m)

2. 5 ( - ] , 0) S+ ( 1. 5, + ] ) + 1 ( 1. 5, + ] ) ( um- ul) ( u m- 2ul) + ( u r- u m)

2. 6 ( - ] , 1) + 2 1 T- ( 2, + ] ) 2( 1- u l) - ( u r- 1) ( ur- 2)

2. 7 ( - ] , 1) + 2 [ 0. 75, 1] 0# [ 1. 5, 2] 2( um- u l)

2. 8 ( - ] , 1) + 2 [ 0, 0. 75] B+ 1. 5 2( um- u l) + ( 1.5- 2u m) ( 1. 5- um)

2. 9 ( - ] , 1) + 2 ( - ] , 0) S + ( 1. 5, + ] ) 2( um- u l) + ( ur- 2u m) ( ur - um)

4  基本波碰撞后的结果

在时刻 S = 2A ( c l - c r) , 两个基本波碰撞并形成一个新的 Riemann问题

  ( u( x , S) , v ( x , S) ) =
( u l, v l) ,   当 x < ( c lA + crA ) / ( c l - c r) ,

( u r, v r) ,   当 x > ( c lA + c rA) / ( c l- c r)# 
( 14)

根据第 1节和第 2节中的方法,可以用基本波构造出它的 Riemann 解, 此即基本波碰撞后

的结果# 根据 u l, u r 的范围, 我们可以在表 2中找出可能出现的解, 这里需要考虑到选出的解

中 v 的跳跃必须和由碰撞前基本波所确定的v 的跳跃相符合# 

我们以表 3中的第1. 11类组合+ 2波和- 2波的碰撞为例, 来说明如何确定两个基本波

碰撞后的结果# + 2波和- 2波发生碰撞应当有 u l < 1, um < 1, u r < 1, 并且

  v r- v l = 2(2um - u l - u r)# ( 15)
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根据表 2,我们知道在 u l < 1, u r < 1的情况下有A和 F两类Riemann问题的解,也就是说

+ 2波和- 2波的碰撞可能会有两种结果# 对于 A类解, v 的跳跃满足: [ v ] < 2( u l + u r -

2) ;对于 F 类解, v 的跳跃满足: [ v] > 2( u l + ur - 2)# 
所以从( 15)式可以推断出当 um < u r+ u l- 1时, 2个波的碰撞会形成4个基本波,分别是

? 2波和 T ? 波;当 um > u r+ u l- 1时,碰撞只形成了2个基本波,分别是+ 2和- 2波,见图

2# 

    图 2 + 2波和- 2波碰撞结果         图 3 u l = - 0. 5时,基本波碰撞结果分类

这里值得指出, 前一种情形中, 初始状态 u l、um、u r完全是在同一个相里,碰撞后出现了新

的相,也就是说,我们清楚地看到基本波的相互作用产生了新的相边界( T ? 波的波前)# 
现在我们以 u l = - 0. 5为例,在( um , u r) 的空间中对基本波相互作用加以分类,这就是图3# 

例如, 上述+ 2波和- 2波碰撞后的分类结果为图中 1. 11A和 1. 11F区域(采用这样的记号是

因为- 2波和+ 2波的碰撞在前面的列表里是第 1. 11 的情况, 而A 和 F 对应着碰撞后的结

果)# 
对于表 3中情形 1. 7, um I [ 1. 5, + ] ) , u r I (- ] , 0] ; 情形 1. 8, um = 1. 5, u r I (0,

0175) ;情形 1. 9, um I [ 1. 5, 2] , u r I [ 0. 75, 1] ;情形1. 10, um I (2, + ] ) , u r = 1, 在波的碰撞

后只有一类结果 F,分别对应于区域 1. 7 F, 1. 8 F, 1. 9 F , 1. 10 F# 对于情形 1. 11, um I (- ] ,

1] , u r I (- ] , 1] ,如果, um < u r- 1. 5, 结果是A类解; 如果 um > u r- 1. 5, 结果就是F 类解,

分别对应于图中的区域 1. 11 A和 1. 11 F# 
对于表 4中情形 2. 6, um = 1, u r I (2, + ] )# 如果 u r I [ 4. 996, + ] ) ,结果是B类;如

果 u r I [ 3. 478, 4. 099 6) , 结果是 C类;如果 u r I [ 2. 258, 3. 478] ,结果是 D类; 如果 ur I (2,

21258) , 结果是E类# 这些结果分别对应于区域2. 6 B、2. 6 C、2. 6 D、2. 6 E# 对于情形2. 7, um

I [ 0. 75, 1] , u r= 2um ,只有一类结果E,对应区域2. 7 E# 对于情形2. 8, um I (0, 0. 75) , ur =

1. 5,只有一类结果 E, 对应区域 2. 8E# 对于情形2. 9, um I (- ] , 0) , ur I [ 1. 5, + ] ) ,如果

um < (12 + 8 2- 4 2u r - 4u r) / (- 3u r- 8 - 4 2+ 2 2u r) , , 结果是 B类;如果

  
12+ 8 2 - 4 2u r- 4u r

- 3u r- 8 - 4 2+ 2 2 ur
< um < -

67 - 42 2 + 28 2u r+ 24ur

8(- 3u r- 7 - 3 2+ 2 2 ur)
,

结果是C类;如果

  -
67- 42 2 + 28 2u r+ 24u r

8(- 3u r- 7- 3 2 + 2 2u r)
< um < - 2

- 1 + 2u r

- 3u r+ 2 2u r- 4
,
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结果就是 D类# 以上分别对应于区域 2. 9B、2. 9C、2. 9D# 对于情形 2. 4和 2. 5,由于无法在

( um , u r) 平面里区分所在的区域, 因此在图 3中绘出示意# 

5  总   结

我们在本文中系统地讨论了相变演化的 Suliciu 模型中基本波、Riemann解和基本波的相

互作用# 这一研究, 丰富了我们对相变演化过程的理解,特别是通过仔细的分析,揭示了基本

波的碰撞过程中相边界产生的条件和过程# 对一般情形的基本波相互作用的详细分类请参见

文献[ 5]# 值得指出的是,三线性本构关系( 2)式下的 Suliciu模型是相变演化的最易于分析的

模型, 更一般的本构关系下的其它模型的基本波、Riemann 解和基本波的相互作用的研究要复

杂许多,但本文的工作对理解这些问题可提供定性的借鉴# 

致谢  作者感谢王平博士的帮助# 
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Wave Interactions in Suliciu Model for Dynaimc

Phase Transitions

TANG Shao_qiang,  QIAN Jing,  XIAO Jun

( LTCS , Depa rtm ent of Mechanics and En gineer ing Science , Peking Univer sity ,

Beijing 100871, P . R . China )

Abstract: Elementary waves in Suliciu model for dynamic phase transitions are obtained through trav-

eling wave analysis. For any given initial data with two pieces of constant states, the Riemann solu-

tions are constructed as a combination of elementary waves. When the initial profile contains three

pieces of constant states, the solution may be constructed from the Riemann solutions, with each two

adjacent states connected by elementary waves. A new Riemann problem forms when these two

waves collide. Through the exploration of these Riemann problems, the outcome of wave interactions

may be classified in a suitable parametric space.

Key words: phase transition; Suliciu model; wave interaction
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