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轴对称饱和地基竖向振动分析
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摘要:  基于 Biot 动力固结方程, 考虑了土体和水体的惯性力以及水土之间的耦合作用, 采用

Laplace_Hankel积分变换求解耦联合方程组,得到动荷载下饱和地基振动问题的解答# 根据下边界

为不透水基岩的边界条件,获得了地基表面作用圆形轴对称任意荷载时土层应力、位移等的一般

积分形式解# 研究表明,激振频率对饱和地基的竖向振动有很大影响, 地基表面的竖向位移与施

加荷载之间存在相位差# 此外,动力渗透系数在荷载施加的初期对结果有较大影响, 随着荷载趋

于稳定,其影响变得很小# 
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引   言

地基在荷载作用下的动力响应问题是地球物理学、地震工程、环境工程与岩土工程界的一

个重要研究课题,一直受到人们的重视# Lamb 等人研究了弹性半空间内线源和点源的扰动,

他们把土体视为弹性单相介质进行考虑# 实际上由于地下水的存在,土体常由土骨架和孔隙

水两部分构成, 显然按两相饱和介质理论研究相应问题更符合实际情况# Biot
[ 1]
在 1956 年提

出了饱和多孔介质的波动方程# 随后, 基于 Biot波动方程,Halpern[ 2]和金波[ 3]研究了半空间土

体表面作用简谐荷载时的动力响应问题# 祝波恩[ 4]等研究了谐和荷载作用下二维饱和地基的

动力响应问题# 陈龙珠[ 5]
等讨论了饱和半空间表面在线源和点源作用下地基表面位移的衰减

特性# 张玉红[ 6]分析了层状饱和土三维非轴对称稳态响应问题, 杨军[ 7]和 Bougacha[ 8]应用有

限元方法对下卧基岩土体的振动问题进行了研究# 蔡袁强[ 9]
等考虑水和土的耦合作用, 研究

了下卧基岩饱和地基在谐和荷载作用下的振动问题.在实际工程中, 很多荷载往往不是稳态周

期荷载,所以研究任意荷载作用下饱和地基的响应特性很有实际意义# 

1  饱和土基本动力方程

根据 Biot固结理论,空间轴对称土体动力平衡方程为:
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式中: K, G 为土骨架的Lame常数; u, w 分别为土骨架的径向和竖向位移; v r和 v z分别为流体

相对于土体的径向和竖向位移; Qs、Qf分别为土颗粒和水的密度; &v r和 &v z分别为 v r和 v z对时间

的二阶导数; Q= (1 - n) Qs+ nQf ; R为孔隙水压力;
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n 为孔隙率# 

土体孔隙中的流体平衡方程:
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式中: k d为动力渗透系数, 采用工程上通用的力学模型,认为粘滞性包含在动渗透系数之中;

Ûv r 和 Ûv z 分别为 v r和 v z 对时间的一阶导数; g 为重力加速度# 

渗流连续方程:
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2  基本方程求解

所考虑的模型如图 1所示, 荷载为随时间任意变化的函数 P ( t)# 

图 1 模型示意图

假设初始状态静止, 对式( 2a)和( 2b)进行Laplace变换

(记为�f ( r , z , s) = Q
]

0
f ( r , z , t ) e- stdt ) , 整理后可得:
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其中: c = - nkd s/ ( gn + kd s )# 

将上两式代入式( 1a)、( 1b)整理得:
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将式( 4)代入式( 3) ,整理得:
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�R = E�e, E = -

(1+ c) Qf s
2

c
, ( 6b)

把式( 6b)代入( 6a) ,整理可得:
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( 5a)、( 5b)、( 6b)、( 6c)中只有 3个方程独立# 记 �f ( r , z ) 的 0阶Hankel变换和 1阶Hankel变换

为:
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式中: J0( rE) 和 J1( rE) 分别为 0阶和 1阶第 1类 Bessel函数# 

对( 6c)、( 6b)、( 5b)及

  �e =
5�u
5 r

+
�u
r

+
5�w
5 z

进行 0阶Hankel变换; 对( 5a)进行1 阶Hankel变换(其中�f 即为�f 相应的 Hankel变换形式) ,

得:
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对 Rz = Ke + 2GEz 进行 0阶Hankel变换,得:
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3  边 界条 件

u
H、wH、RHz、S

H
rz、Q

H、RH 分别表示 z = H 处土体的径向位移、竖向位移、竖向应力、剪应力、

排水量以及孔压# 

当 z = 0时,方程( 8b) ~ ( 8g)可写成如下形式:

  [�u0  �w 0  �R0z  �S0rz  �R0  �Q0
]
T

= T
0
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T
, ( 9a)

T
0
6@ 6 中的各个元素都可从上述 6个方程中对应的位置取得# 

同理可得土层底面 z = H 处的表达式:
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将( 9a)、( 9b)联立,则有:
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上表面 z = 0处为自由边界,当 0 [ r [ r 0时, Rz = P ( t ) ,当 r > r 0时, Rz = 0,及 Srz =

R= 0;下表面中,假设基岩不透水, 则 u = w = Q = 0, 联立此边界条件即可得出表层及底层

另6个变量的解# 

4  算 例分 析

由以上方程可求解土体的动力响应问题# 设任意荷载 P ( t) 作用于半径为 r0的圆形柔性

基础上, P( s ) 为 P ( t) 的Laplace 变换式# 特别地,当 P = P 0e
iXt

,其 Laplace变换式 P ( s ) =

P0[ 1/ ( s - i X) ] ; 当 作 用 荷 载 如 图 2( a) 所 示, 其 Laplace 变 换 式 P ( s) =

( P 0/ 2) 1/ s + X/ ( s
2
+ X2) ; 当作用荷载如图 2(b) 所示, 其 Laplace 变换式 P( s ) =

( P 0/ T
*

) [ (1- e- T
*

s
) / s

2
]# 

 ( a) 正弦波形荷载             ( b) 渐加阶形荷载

图 2  荷载_时间关系

对于数值 Laplace逆变换, 目前已提出了多种方法, 其中 Durbin[ 10]所提出的方法是目前精

度最高的# Durbin给出的Laplace逆变换公式为:
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上式中 AT 0 取 5 ~ 10将得到令人满意的结果# 本文中,取 AT 0 = 5, N = 1 000# 

本文算例中取 r 0= 1m, P 0= 50 kPa# 假设上边界为自由边界, 孔压和剪应力均为0,土体

竖向应力等于外加荷载; 下边界为不透水基岩,出水量、土体径向和竖向位移均为0# 图中 r表

示半径, w 表示土体竖向位移# 

饱和地基的参数为: n = 0. 45, k d = 2 @ 10- 4 m/ s, Q= 1 800 kg/m3
, Qf = 1 000 kg/ m3

, G =

4. 5 @ 106Pa, K= 23. 625 @ 106 Pa, H = 5 m# 图3为荷载 P = P0e
iXt作用下, a0分别为 0. 4和

4. 0时地表竖向位移w 与半径r 的关系曲线,其中 a0 = r 0 X Q/ G 为无量纲频率,实线表示位

移的幅值,虚线表示荷载达到最大值时地表的竖向位移# 

  ( a) a0 = 0. 4                 ( b) a0 = 4. 0

图 3  单层地基的竖向位移曲线

  图 4 不同形式荷载作用下地基      图 5 渐加阶形荷载作用下渗透系数

坚向位移随时间变化曲线 对地基竖向位移的影响 (T * = 1)

从图 3可以看出, 当激振频率较大时, 地表位移的波动性较大# 对此可以这样来解释:振

动波传至下卧岩层后经反射在表面与原波发生干涉# 竖向振幅随距离增大将会有一定的起伏

变化而非单调的衰减,此现象随着激振频率的增大越来越明显# 在较低频率下此类曲线与张

玉红等在不考虑水体相对于土体惯性力的情况相似,反映了动载相对于静载的特征# 在较远

距离上,由于衰减波动趋于减弱# 从两图中位移的瞬时值和幅值的比较还可以看出,在一定范

围内,频率越大其位移与荷载的相位差也越大# 

图4为正弦波形荷载与渐加阶形荷载作用下, 地表竖向位移随时间变化曲线,其中正弦波

形荷载周期为 8 s# 从图中可以看出,渐加阶形荷载作用下,位移随时间增加到一定值后, 逐渐
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减小,并趋于稳定;正弦波形荷载作用下地基竖向位移随时间呈振荡变化# 地基表面竖向位移

变化步调相对荷载变化有一定的滞后性# 

图5表示了不同动力渗透系数饱和地基在渐加阶形荷载作用下表面竖向位移随时间变化

曲线# 从图中可以看出, 在荷载作用的初期阶段, 动力渗透系数对地基竖向位移有较大的影

响,但随着荷载趋于稳定,即使动力渗透系数很大(如 kd = 10
- 2

m/ s) , 其影响也很小# 

5  结   论

通过 Laplace_Hankel联合变换和传递矩阵技术,研究了下卧基岩层状饱和地基上柔性基础

在任意荷载作用下的动力响应问题# 通过数值研究,可以得出以下结论:

1) 下卧基岩层状饱和地基作用动荷载时土体表面位移沿半径以波动形式衰减,荷载激振

频率越高,此波动现象越明显;

2) 地基表面竖向位移的变化步调相对荷载变化有一定的滞后性,荷载振动频率对两者之

间的相位角影响较大# 

3) 饱和地基动力渗透系数在渐加阶形荷载施加的初期阶段有较大的影响,随着荷载趋于

稳定,其影响变得很小# 
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Vertical Vibration Analysis of Axisymmetric

Saturated Soil

CAI Yuan_qiang,  XU Chang_jie,  ZHENG Zao_feng,  WU Da_zhi

( In stitut e of Geotechical En gineer ing , Zhejiang Univer sity ,

Han gzhou 310027, P . R . China )

Abstract: Based on Biot. s dynamic consolidation equations, by means of Laplace_Hankel transform

technology, the integral solutions of stress and displacement in saturated soil with subjacent rock_

stratum under axisymmetric arbitrary excitations were derived. Influence of the reflected wave gener-

ated by the boundary was revealed. Numerical results indicate that the vibration frequency has some

effect on the vertical displacement of saturated soil. The vertical displacement at the surface of satu-

rated soil lags in phase with the load. Furthermore, the dynamic permeability coefficient of saturated

soil has significant effect on the vertical displacement at the initial stage of load applied, but when the

load becomes stable, the effect is inapparent.

Key words: vertical vibration analysis; arbitrary excitation; saturated soil
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