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摘要 :  将含有随机分布多种夹杂相复合材料的二维弹性力学问题归结为复连通区域的边界积分

方程 ,进而转化成矩阵方程进行求解和分析# 根据同类夹杂相外在边界上的面力与位移之间关系

矩阵完全相同的特点,使得最后的矩阵方程阶数得到大规模减少, 这正是此处提出改进的边界元

方法的主要思路# 数值算例表明,对于此类问题, 与常规的边界元分域解法相比更加有效# 以该

方法为基础,可以详细给出纤维增强复合材料二维条件下的宏观等效力学性质# 
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引   言

随着现代工业的发展,复合材料日益在许多工程结构中得到广泛应用# 因此,确定复合材

料的宏观等效力学特性对于现代工程应用具有非常重要的意义# 一般来说, 复合材料可以看

作在基体材料中嵌入了各种不同的夹杂相,其宏观等效力学特性主要取决于所嵌入夹杂相的

尺寸、形状、性质、体积比和夹杂相的空间分布# 

为了计算复合材料的宏观等效力学特性, Eshelby[ 1]最早提出了等效介质近似方法,后来的

许多研究者进一步发展和完善了这种近似求解方法# 其中,Hashin[ 2]提出复合材料圆柱模型,

Budiansky[ 3]和Hill[ 4]提出了自洽方法( SCM) , Christensen和Lo[ 5]以及Aboudi和 Benveniste[ 6]提出

和发展了广义自洽方法( GSCM) ,Mori和Tanaka
[ 7]
提出了 Mori_Tanaka方法# 

但是,据作者所知,公开发表的文献中仅有少量的数值结果# Isida[ 8]提出对复位势函数进

行级数展开的求解方案, 对周期性排列的孔洞模型进行了计算# Day[ 9]对域内含有三角形或者

六角形排列的圆孔模型进行了计算# 作者所在的研究组近年来发表了利用边界元法对含随机

分布圆形夹杂的方板所作的计算方案
[ 10, 11]# 
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1  边界元求解方案

本文选用如图 1所示的含 n个随机分布夹杂相的二维平面问题,以说明边界元求解方案# 

其中, 80 为基体弹性材料所占区域, 81, 82, ,, 8j , ,, 8n 分别为各个弹性夹杂相所占区域,

#j 为基体和夹杂相的界面边界, #0是基体的外边界, 其中,外边界线 #0包括给定位移边界 #u
0

和给定面力边界 #t0 两个部分# 

图 1 含多个夹杂相的复合

材料横截面示意图

如果域内含有单个夹杂相,对基体子域 80 和第 j 个夹

杂相 8j 可以分别列出边界积分方程

  CAB( p ) uB( p ) = Q#
0
+ #

j

UAB( p , q ) t
0
B( q )d # ( q) -

    Q#
0
+ #

j

T
0
AB( p , q ) uB( q)d #( q) , ( 1)

  CAB( p ) uB( p ) = Q#
j

UAB( p , q ) t
j

B( q )d #( q ) -

    Q#
j

T
j
AB( p , q ) uB( q )d # ( q) , ( 2)

式中,上下标0和 j 分别代表基体子域和第j 个夹杂相子域,

CAB( p ) ( A, B= 1, 2) 是根据边界曲线在源点 p 的几何特征

所确定的常数, UAB( p , q )、T
0
AB( p , q) 和 T

j
AB( p , q ) 分别是二

维弹性问题的基本解, uB、tB分别为边界位移和边界面力# 

利用二次边界单元插值离散后,方程( 1)和( 2)可以写成矩阵方程的形式
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式中, U
0、�T 0分别为基体边界给定面力部分 # t

0 的未知结点位移矢量和给定结点面力矢量;

T
0、�U0 分别为基体边界给定位移部分 #u

0 的未知结点面力矢量和给定结点位移矢量; U
j 为夹

杂界面边界线 #j 的结点未知位移矢量; T
j0、T jj 分别为对应于基体子域的界面结点处的未知面

力矢量和对应于夹杂子域的界面结点未知面力矢量# 

对于基体材料子域而言, 是一个带有内边界条件的复连通域,因此,在同一段边界线上结

点编号按照边界线正方向顺序排列,即沿边界线正方向前进时域内始终在左侧# 对于夹杂子

域而言,界面结点编号必须和基体子域保持一致, 对夹杂子域结点编号是沿该子域边界线的负

方向排序的# 

在方程( 3)和( 4)中, 已经考虑了夹杂界面的位移连续条件# 此外, 为了定解,还需要考虑

夹杂界面两边的面力平衡条件,即

  T
jj
= - T

j0
, ( 5)

把方程( 5)代入方程( 4) ,可以得到夹杂界面边界线的位移面力之间的关系

  T
jj
= - T

j0
= - ( G

j
)
- 1
H

j
U
j
, ( 6)

于是,可以得到表征夹杂界面边界线 #j 的面力与位移之间的关系矩阵
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式中,对应于某一夹杂子域的系数矩阵 G 和H分别由下式确定:
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把方程( 7)代入方程( 3) ,可以得到模拟含单个夹杂相二维固体的最终求解方程组为
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对于含 n 个随机分布(例如韦布尔分布和正态分布) 夹杂相的固体而言,如果我们仍然按

照常规的边界元分域解法进行计算,那么,将会得到一个 n + 1子域的问题, 需要 n + 1个方程

组联合求解# 显然, 随着夹杂相数目的增加, 计算量迅速增加# 

对于完全相同的夹杂相(形状、大小和材料性质完全相同) , 在相同的分元插值离散条件

下,由方程( 7)确定的夹杂界面面力与位移之间的关系矩阵是完全相同的# 也就是说, 对应于

所有相同夹杂相的关系矩阵 D
j
是相同的,如方程(10) 所示# 因此, 由方程(8) 所确定的系数

矩阵 G 和H对于相同的夹杂相只需要求解一次# 

  D
i
= D,   i = 1, 2, ,, n# ( 10)

于是, 与方程( 9)类似, 可以把含 n 个随机分布相同夹杂相的固体简化为对一个含有内边

界条件基体复连通域问题的求解, 如下述方程所示
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式中第一下标表示离散化边界积分方程中的源点结点 p 处在单元段边界线, 第二下标表示场

点结点 q 处在单元段边界线# 其中, 1代表外边界给定面力的部分, 2代表外边界给定位移的

部分, 3代表基体与夹杂的界面# 由于含多个夹杂相,对不同的内边界进行区分是很必要的# 

当下标出现3时,使用第一和第二个上标(如果有第二个) 表示源点结点 p 和场点结点q所在的

内边界线的数目# 

方程( 11)中的 U、T 和 U
i分别为外边界给定面力部分的未知位移矢量、给定位移部分的

未知面力矢量和基体与第 i 个夹杂相界面处的未知位移矢量, �T 和�U分别为外边界给定面力

部分的给定面力值和给定位移部分的给定位移值# 方程(12) 中的矩阵 G和H分别是对应于

夹杂相的 2个系数矩阵,由于所考虑的随机分布夹杂相是相同的,因此,只需对任意一个夹杂

相形成这些矩阵即可# 

如果固体材料中随机分布的弹性夹杂相具有相同的大小、形状和泊松比,只是弹性模量不
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同,那么, 上述的边界元求解方案也很容易推广应用于此类问题的求解# 对于仅仅弹性模量不

同的弹性夹杂相,其关系矩阵之间具有方程( 13)所表示的确定关系, 因此,由方程( 8)所确定的

系数矩阵 G 和H对于不同杨氏模量的夹杂相也只需要求解一次# 

  D
j+ 1

= (E
j+ 1

/ E
j
) D

j# ( 13)

如果域内随机分布的夹杂相具有相同的形状和杨氏模量,只是大小不同, 为了减少计算

量, 必需推导出夹杂相关联矩阵 D
j 之间的关系# 根据方程(3)、(4) 和方程(8) ,推导得到不同

大小夹杂相关联矩阵 D
j 之间的关系如方程(14) 所示# 于是, 由方程(8) 所确定的系数矩阵 G

和 H 对于不同大小的夹杂相只需要求解一次# 
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式中, C 为表征夹杂相的形状比例因子# 

如果各个夹杂相的形状不同, 而且不同形状夹杂相的类型数 k 远远小于夹杂相的总数N ,

那么,与夹杂相有关的矩阵方程( 12)可以改写为
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式中, k = 1, 2, ,, m, 表示不同形状的夹杂类型数# 对于每一种不同形状的夹杂相, 由方程

(8) 所确定的系数矩阵 G 和H需要求解一次# 

总之,对于含 n 个随机分布多种不同形状、不同大小、不同弹性模量弹性夹杂相的二维固

体,采用本文设计的边界元求解方案,只需求解一个相应于基体材料的含内边界条件的复连通

域问题,由方程( 11) ~ ( 15)确定# 从而,降低了计算量,提高了计算效率# 

2  数 值算 例

一般地,含随机分布椭圆夹杂的固体可以作为纤维增强复合材料的计算模型,当椭圆夹杂

的长短轴 a/ b = 1. 0时,椭圆夹杂就褪化为圆形夹杂# 

2. 1  含两个非常接近椭圆夹杂的板材截面上下均匀受拉

含两个非常接近椭圆夹杂板材截面如图 2,它是一个简单而又有说明意义的算例# 边长

L = 100 mm,椭圆夹杂长半轴 a = 1 mm, 长短半轴比值 a/ b = 2. 0, 夹杂界面边界线之间的最

小距离 e = 0. 1 mm,上下边界给定载荷 q = 10 MPa,基体材料 E1 = 10 MPa, M1 = 0. 3,夹杂材

料 E2 = kE1, M2 = 0. 3# 

对于含两个椭圆孔的情况, 采用边界元法和有限元法计算得到夹杂界面的 Von_Mises应

力如图3所示# 其中有限元计算结果是采用MSC.Marc软件得到的,单元剖分大约4. 8万左右# 

而本文所采用的边界元方法只要 40个二次单元即可# 图 3中二者的计算结果非常吻合, 这表

明本文的边界元计算方案具有较高的计算精度和效率# 

对于含随机分布椭圆夹杂的二维固体材料而言, 域内将含有大量彼此之间非常靠近的夹

杂相# 由于所含夹杂相的尺度和形状各不相同, 产生精细的有限元网格来精确反应各种微结

构性能将涉及大量繁杂的工作# 显然, 对于此类问题,与传统的有限元和边界元分域解法相

比,本文的边界元计算方案具有更高的计算效率# 
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图 2 含两个非常接近椭圆夹杂板材      图 3 边界元和 MSC. Marc求得的  

截面上下均匀受拉 界面 Von_Mises应力比较

2. 2  两边均匀受拉含 100个随机分布椭圆夹杂板材截面

含100个随机分布椭圆夹杂的板材截面如图 4所示# 方板的边长为 100 mm, 两边的拉伸

载荷为20 MPa, 椭圆夹杂的长短半轴的比值 a/ b = 2. 0, 椭圆夹杂所占体积比为 0. 4# 在算例

中所有椭圆夹杂的大小相同,所以根据 100个椭圆夹杂所占的体积比可以自动确定椭圆夹杂

的长短半轴# 另外需要说明的是, 图5的域内网格仅仅用来描述板材的变形和应力情况# 

图 4 含 100个随机分布相同        图 5 含 100个随机分布相同

椭圆夹杂的板材截面 椭圆夹杂的位移变形图

应用边界元求解方案,经过数值计算可以得到位移和应力分布# 当夹杂与基体材料的模

量比为 E2/ E1 = 0. 5时,图 5和图 6分别表示位移变形图和应力等差线图# 

由图 5和图 6可以看出,随着椭圆夹杂之间的距离减小, 等差线变密, 表明夹杂之间的应

力梯度增大# 对于同一个椭圆夹杂而言,曲率较大的地方等差线更加密集,表明随着夹杂界面

边界线曲率的增大, 应力梯度迅速增大# 

2. 3  两边均匀受拉含 120个随机分布混合夹杂的板材截面

含随机分布多种混合夹杂相(不同形状、不同大小、不同材料性质)的固体可以作为一般复

合材料的分析模型# 两边均匀受拉含 120个随机分布混合夹杂(不同形状、不同大小)的板材

截面如图 7所示# 边长为 100 mm,两边的拉伸载荷为 20 MPa, 域内含有 20个三角形夹杂、20

个四边形夹杂、40个两种不同大小的圆形夹杂和 40个不同大小不同 a/ b 的椭圆夹杂# 

为了简化计算,所有夹杂与基体材料的模量比取为 0, 换句话说,不同形状和大小的夹杂

都变成相应的缺陷# 同样,图 8的域内网格仅仅便于用来描述板材的变形和应力情况# 

经过边界元数值计算,可得方板的变形和应力分布# 当夹杂相与基体之间的模量比为 0
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图 6  含 100个随机分布相同椭圆       图 7  含 120个随机分布混合夹杂

夹杂的应力等差线 的板材截面

 图 8 含 120个随机分布混合夹杂     图 9 含 120个随机分布混合夹杂

板材截面的位移变形图 的应力等差线图

时,位移变形和应力等差线分别如图8和图 9所示# 于是,在上述数值计算的基础上,可以计

算相应复合材料的宏观等效力学性质# 

3  总结与讨论

1) 针对纤维增强复合材料的平面弹性力学问题,本文应用边界元法, 将含有随机分布多

种夹杂相的弹性体问题归结为对一个含内边界条件复连通域的边界积分方程,经过对边界线

适当划分,最终转化为矩阵方程进行求解# 

2) 根据同类夹杂相外边界线上的面力与位移关系矩阵完全相同的特点,使得最后的矩阵

方程阶数得到大规模减少,从而,建立了高效的边界元求解方案, 这正是本文提出改进的边界

元方法的主要思路# 

3) 对于纤维增强复合材料二维弹性力学问题,与常规的边界元分域解法相比, 本文改进

的边界元求解方案更加有效, 适用于二维纤维增强复合材料的宏观等效力学性质研究# 

致谢  真诚感谢国家自然科学基金支持,项目编号 10172053和 10472051# 
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Numerical Simulation of 2D Fiber_Reinforced

Composites Using Boundary Element Method

KONG Fan_zhong,  ZHENG Xiao_ping,  YAO Zhen_han

( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , T sin ghua Un iver sity ,

Beijing 100084, P . R . China )

Abstract: The boundary element method was improved for the 2D elastic composites with randomly

distributed inclusions. This problem can be reduced to a boundary integral equation for a multi_con-

nected domain. Further, considering the matrices of the tractions and displacements for each group of

the identical inclusion were the same, an effective computational scheme was designed, since the or-

ders of the resulting matrix equations can be greatly reduced. Numerical examples indicate that this

boundary element method scheme is more effective than the conventional multi_domain boundary ele-

ment method for such a problem. The present scheme can be used to investigate the effective me-

chanical properties of the fiber_reinforced composites.

Key words: inclusion; boundary element method; 2D elasticity; fiber_reinforced composite
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