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摘要:  利用 n 维 Conley_Moser条件证明了一类离散扰动非线性 SchrÊ dinger 方程 ( NLS)的 Smale 马

蹄的存在性# 由以上结果,我们得到离散扰动 NLS 方程组存在不变集 + , 其动力系统与四符号变

换拓扑共轭# 
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引   言

续文献[ 1] ,这节我们应用推广的 Conley_Moser条件[ 2]证明下面离散 NLS 方程组 Smale马

蹄的存在性# 

考虑如下 n 粒子(任意 2 < n < ] ) 有限差分动力系统:

  iÛqn = (1/ h
2
) [ qn+ 1- 2qn + qn- 1] + | qn |

2
( qn+ 1+ qn- 1) - 2X

2
qn+

     iE[- Aqn + ( B/ h
2
) ( qn+ 1- 2qn + qn- 1) - # -

     N| qn |
2
qn- D| qn |

4
qn ] , ( 1)

其中

  qn+ N = qn , qN- n = qn, h = 1/ N,

  N tan
P
N

< X < N tan
2P
N

,   当N > 3,

  3tan
P
3

< X < ] ,   当 N = 3,

  E I [ 0, E0) , A> 0, B> 0, # > 0, N> 0, D> 0为常数# 

显然,这是 2( M + 1) _维系统,当 M = N / 2时偶, M = (N - 1) / 2时奇# 

系统( 1)是以下扰动NLS方程组的有限差分离散化:

  iqt = qxx + 2( q�q - X
2
) q + iE[- Aq + Bqxx - # - N| q |

2
q - D| q |

4
q ] , ( 2)
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其中 q ( x + 1) = q ( x ) , q (- x ) = q ( x ) , P< X< 2P, E I [ 0, E0) , A> 0, B> 0, # > 0,

N> 0, D> 0是常数# 

1  有 关定 义

首先我们定义/板0( slab)# 

20上板/ S
( i )
l 0( i = 1, 2, 2l \ l 0) 按如下定义

  S
( i )
l S q I 20 | Lexp - C1( T 2( l+ 1) - P/ 2) [ z

0
1( q) [

     Lexp - C1( T 2l - P/ 2) ,

     | x
0
1( q) - x

(+ , i)
1 | [ Lexp - 0. 5A1T 2l ,

     | z
1
2( P

1
0( q ) ) - z

(- , i )
2 | [ Lexp - 0. 5A1T 2l , ( 3)

其中 T l = (1/ B1) ( lP- U) + o (1) , x (+ , 1)
1 = x

(+ , 2)
1 , z

(- , 1)
2 = - z

(- , 2)
2 # 

另一个板 Ŝ l 具有如下形式:

  Ŝ l S q I 20 | Lexp - C1( T 2( l+ 1) - P/ 2) [ z
0
1( q) [ Lexp - C1( T 2l - P/ 2) ,

     | x
0
1( q ) - x

(+ , 1)
1 | [ Lexp - 0. 5A1T 2l ,

     | z
1
2( P

1
0( q ) ) | [ | z

(- , 1)
2 | + Lexp - 0. 5A1T 2l # 

令 p
(+ , i)
l S q

i
2l 和 p

(- , i)
l S q

i
2l+ 1, i = 1, 2,表示 Poincar�映射 P 的不动点, 其中 p

(+ , i )
l 和

p
(- , i)
l 分别对应(3) 中的 T 2l 和 T 2l+ 1( 2l \ l 0)# 我们有

  p
( ? , i )
l < P ( S

( i)
l ) H S

( i )
l ,   i = 1, 2# ( 4)

令�S ( i )
l ( i = 1, 2) 和 Ŝ

-

l 分别表示 S
( i)
l ( i = 1, 2) 和 Ŝ l 在 �2 0上的闭包 # 我们分别定义

S
( i )
l ( i = 1, 2) 和 Ŝ l 的稳定边界如下:

  5sS+ , ( i )
l S q I �S ( i)

l | x
0
1( q ) - x

(+ , i )
1 = Lexp - 0. 5A1T 2l ,

  5sS- , ( i )
l S q I �S ( i)

l | x
0
1( q ) - x

(+ , i )
1 = - Lexp - 0. 5A1T 2l ,

  5sS R, ( i )
l S q I �S ( i)

l + R( q ) | = L, R= ( x
0
j ( q ) )

2
+ ( y

0
j ( q ) ) ,

    2 [ j [ M - 1; 或 R= | z
0
k | , k = 3, 4 ,

  5sŜ+
l S q I Ŝ

-

l | x
0
1( q ) - x

(+ , i )
1 = Lexp - 0. 5A1T 2l ,

  5sŜ-
l S q I Ŝ

-

l | x
0
1( q ) - x

(+ , i )
1 = - Lexp - 0. 5A1T 2l ,

  5sŜ R
l S q I Ŝ

-

l + R( q ) | = L, R= ( x
0
j ( q ) )

2
+ ( y

0
j ( q ) )

2
,

    2 [ j [ M - 1; 或 R= | z
0
k | , k = 3, 4 ,

我们分别用 5uS
( i )
l ( i = 1, 2) 和5uŜ l 表示不稳定边界:

  5uS+ , ( i)
l S q I �S ( i )

l | z
0
1( q ) = Lexp - C1( T 2l - P/ 2) ,

  5uS- , ( i)
l S q I �S ( i )

l | z
0
1( q ) = - Lexp - C1( T 2( l+ 1) - P/ 2) ,

  5uSR, ( i )l S q I �S l + R( q ) | = Lexp - 0. 5A1T 2l , R = z
1
2( P

1
0( q) ) - z

(- , i)
2 ,

  5uŜ+
l S q I Ŝ

-

l | z
0
1( q) = Lexp - C1( T 2l - P/ 2) ,

  5uŜ-
l S q I Ŝ

-

l | z
0
1( q) = - Lexp - C1( T 2( l+ 1) - P/ 2) ,

  5uŜRl S q I Ŝ
-

l +R( q) | = Lexp - 0. 5A1T 2l , R= z
1
2( P

1
0( q ) ) - z

(- , i )
2 # 
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则我们有以下结论:

结论 2  S
( i )
l ( i = 1, 2) 是 Ŝ l 的不稳定/薄片0# 

由式( 4)及以上定义, P ( S
( i )
l ) ( i = 1, 2) 将 Ŝ l 分割为 4个区域 V

? , i
l ( i = 1, 2) , 其中

  p
( ? , i )
l I V

( ? , i)
l ,  i = 1, 2# 

令H
( ? , i)
l S P

- 1
( V

(? , i )
l ) , i = 1, 2,则有H

( ? , i)
l I S

( i )
l ( i = 1, 2) ,H ( ? , i )

l 的不稳定边界

  5uH (+ , i )
l = P

- 1
(5uV

(+ , i)
l ) ,

  5uH (- , i )
l = P

- 1
(5uV

(- , i)
l )# 

为得到使得 V
( ? , i )
l 和H

( ? , i )
l , i = 1, 2满足Conley_Moser条件的充分条件,我们首先在 20和

21上分别引入如下新的坐标系

  (�x 0
1, �z

0
1, N

0
s , N

0
u)

和

  (�x
1
1, �z

1
1, N

1
s , N

1
u) ,

其中 NSs( S = 0, 1) 是(2( M - 1) ) 维向量,

  entry( N
S
s) = �R

S
k ,

R = x , y ,   2 [ k [ M - 1,

R = z ,    2 < k [ 4,

NSu( S= 0, 1) 是(1) 维向量, entry( NSu) = �RSk , R= z , k = 2# 

通过 P
0
1的线性逼近, 21上坐标系(�x 1

1, �y
1
1, N

1
s , N

1
u) 映射为 20上的(�x 1

1, �y
1
1, N

-
1
s , N

-
1
u)# 由于 P

0
1

是可微分变换, 文献[ 1]中式( 15)的表达式可改写为

  

�x0

�y 0

�z0
= ( A + #1)

�x1

�y 1

�z1
, ( 5)

  

D�x 0

D�y
0

D�z
0

= ( A + #2)

D�x1

D�y
1

D�z
1

, ( 6)

其中

  #1

�x 1

�y 1

�z1
= B,

�x 1
1_�y

1
1平面上的环面(由 P

0
1( S l ) 到�x

1
1_�y

1
1平面的映射构成) , 具有 O ( exp - 1. 5A1T 2l ) 阶宽度,

O ( exp - A1T 2l ) 阶半径, l y+ ] # 

然后,我们将 (�x 1
1, �y

1
1) _平面上坐标系用极坐标(�C1

1, �H
1
1) 表示, 则存在 l 1使得对所有 l \ l 1

和正的小 H0,

  S
i
+ : �H11( P

1
0( p

(+ , i )
l
1

) ) - H0 [ �H11( P1
0( p

(+ , i )
l
1

) ) [ �H11( P 1
0( p

(+ , i)
l
1

) ) + H0,

  S
i
- : �H11( P

1
0( p

(- , i )
l
1

) ) - H0 [ �H11( P1
0( p

(- , i )
l
1

) ) [ �H11( P 1
0( p

(- , i)
l
1

) ) + H0# 

我们将 (�x 1, �y 1) _平面上S
i
+ 和 S

i
- 关于 Poincar�映射 P

0
1的象分别记为

  �S i
+ = P

0
1( S

i
+ ) , �S

i
- = P

0
1( S

i
- ) ,

在 e(�x 1
1, �y

1
1) _平面上引入线坐标(�e u, �e s ) ,并限制在 �S

i
+ 和�S

i
- 上,记切向量 E

(+ , i)
u 、E (+ , i)

s , i =
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1, 2为

  E
(+ , i )
u S Tp

(+ , i )

l
1

�e u, E
(+ , i)
s S Tp

(+ , i )

l
1

�es# 

假设:

( Õ)

  span e�x 0

1
, E

(+ , i )
u , eN0

s
, eN

~ 1

u = 20,

  span e�x 0

1
, E

(+ , i )
s , eN0

s
, eN

~ 1

u = 20,

其中 e�x 0

1
、eN0

s
、eN

- 1

u
分别表示单位向量# 

下面我们定义 S
( i )
l 沿 N0u 方向的直径:

  d
u
( S

( i )
l ) S sup

D
+N0u( q1) - N0u( q 2) + ,

其中

  D S q 1, q2 I S
( i )
l , �x 0

1( q1) = �x 0
1( q2) , �z

0
1( q 1) = �z 0

1( q 2) , N
0
s( q 1) = N0s ( q2) # 

定义 P
1
0( S

( i)
l ) 沿 N1s 方向的直径如下:

  d
s
( P

1
0( S

( i )
l ) ) S sup

D
+N

1
s( q 1) - N

1
s( q 2) + ,

其中

  D S q 1, q2 I P
1
0( S

( i )
l ) , �x 1

1( q1) = �x 1
1( q2) , �y

1
1( q1) = �y 1

1( q2) , N
1
u( q1) = N1u( q2) # 

对 Ŝ l 的直径定义如S
( i )
l # 

我们有如下估计:

  d
u
( Ŝ l ) ~ O ( exp - C1T 2l ) ,   当 l y+ ] ;

  d
s
( P( S

( i)
l ) ) ~ O ( exp - A1T 2l ) ,   当 l y+ ] # 

利用以上定义和估计我们得到以下结论# 

结论 3  假设( Õ)成立,存在充分大 l 0使得对所有 l \ l 0, P ( S
( i)
l ) ( i = 1, 2) 和 Ŝ l相交于

两个不相连的部分, V
( ? , i )
l ( i = 1, 2) ,而且 V

( ? , i )
l Ŝ l上的稳定薄片满足5sV

(? , i )
l < 5sP( Ŝ l )# 进

而, H
(? , i )
l S P

- 1
( V

( ? , i )
l ) ( i = 1, 2) 是不稳定薄片, H

( ? , i)
l < S

( i)
l , i = 1, 2# 

最后我们定义稳定薄片 V 的直径如下

  d( V) = sup
G

sup
k

sup
q
1
, q

2
I G

k

�x 0
1( q1) - �x 0

1( q 2) + +N0s ( q1) - N0s ( q2) + ,

其中 G 是S
( i )
l 上满足

  �z
0
1 = const, N

0
u = const ,

  G H V = G
K

k= 1
Gk# 

不稳定薄片 H 的直径的定义类似可得# 

2  Conley_Moser 条件

  H
(+ , 1)
l , H

(- , 1)
l , H

(+ , 2)
l , H

(- , 2)
l ,

分别记为

  H1, H 2, H- 1, H- 2;

  V
(+ , 1)
l , V

(- , 1)
l , V

(+ , 2)
l , V

(- , 2)
l ,

分别记为
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  V1, V2, V- 1, V- 2;

则我们有:

Conley_Moser条件 1

  

Vj = P (H j ) ,

5s Vj = P (5sH j ) ,

5uVj = P(5uH j ) ,   j = 1, 2, - 1, - 2# 

Conley_Moser条件 2  存在常数0 < v < 1, 使得对任意稳定薄片 V < Vj , j = 1, 2, - 1,

- 2,

  d(�V) [ vd ( V) ,

其中 �V = P( V H H j ) , j = 1, 2, - 1, - 2;对任意不稳定薄片H < H j , j = 1, 2, - 1, - 2,

  d( �H ) [ vd (H ) ,

其中 �H = P
- 1
(H H Vj ) , j = 1, 2, - 1, - 2# 

Conley_Moser 条件 1  在 1节中已证# 

下面我们讨论 Conley_Moser 条件 2# 由 P
1
0与 P

0
1的表达式,即( 5)、( 6)和文献[ 1]中式( 14) ,

我们有

  d(�V) [ v1d( V) ,

其中 v1 ~ O ( exp - A1T 2l ) , l y+ ] ;

  d( �H ) [ v2d(H ) ,

其中 v2 ~ O ( exp - C1T 2l ) , l y+ ] # 

因此 V
(? , i )
l 和 H

( ? , i)
l 满足 n_维Conley_Moser 条件# 

3  拓 扑共 轭

24表示具有如下形式的双无穷序列的集合

  a = ( ,a- 2a- 1a0a1a2 ,) ,

其中 ak = 1, 2, - 1, 或- 2, k I Z# 

我们在 24上引入拓扑, 取

  a
*

= ( ,a
*
- 2a

*
- 1a

*
0 a

*
1 a

*
2 ,)

的邻域基是

  Nj = a I 24 | ak = a
*
k ( | k < j | ) ,

j = 1, 2, ,# 

动力系统 R在 24 上按如下定义

  b = R( a) , bk = ak+ 1# 

众所周知, 作用在 24上的映射 R有可数无穷任意周期轨道, 不可数无穷非周期轨道和稠

密轨道# 

定义稳定/薄片0

  Va
0
a
- 1

= P (H a
- 1
) H Ha

0
,

  Va
0
a
- 1

,a
- k

= P(Ha
- 1

,a
- k
) H H a

0
# 

由Conley_Moser 条件 2,

  d( Va
0
a
- 1

,a
- k
) [ v1d ( Va

0
a
- 1

,a
- ( k- 1)

) [ , [ v
k- 1
1 d ( Va

0
a
- 1
) ,
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我们还有

  V( a) = H
]

k= 1
Va

0
a
- 1

,a
- k
,   k \ 2,

是余维 (2m + 1) 连通平面, 而且 5 V( a) I 5uS ( i )
l # 

类似地,定义不稳定薄片

  Ha
0
a
- 1

= P
- 1
(H a

1
) H Va

0
,

  Ha
0
a
1

,a
k
= P

- 1
(H a

1
,a

k
) H Va

0
,

我们有

  d(Ha
0
a
1

,a
k
) [ v2d(H a

0
a
1

,a
k
) [ , [ v

k
2d (Ha

0
) ,

和

  H ( a) = H
]

k= 0
Ha

0
a
1

,a
k

是 (2m + 1) _维连通平面, 而且 5H ( a) I 5sS ( i )
l # 

下面我们定义映射

  <: 2 y S
(1)
l G S

(2)
l ,

  <( a) = p ,

则有 P( p ) = <( R( a) )# 即

  P. < = <. R# 

令 +
(1, 2) S <( 24)# 则 +

(1, 2)
是 S

( i)
l 的紧不变Cantor子集, <是从 24到 +

( 1, 2)
的同胚# 

因此我们有与文献[ 3]中的类似的定理# 

定理  存在紧不变 Cantor 子集 +(1, 2) < ( S
1
l G S

2
l ) < Ŝ l ,使得P 限制在 + (1, 2)与四符号- 2,

- 1, 1, 2动力系统 R拓扑共轭# 即存在同胚

  <: 24 y +
( 1, 2)

使得以下图对换( commutes)成立

  24 ) y
<

+
(1, 2)

  R |  | P

  24 ) y
<
+ (1, 2)# 

4  Smale马蹄

本文研究了离散扰动 NLS方程组( 1)的混沌# 通过应用文献[ 3]中的方法与文献[ 2]和文

献[ 3]中的 n _维 Conley_Moser 条件, 我们在同宿轨道附近构造 Poincar�映射, 与 n 维/板0

( / slabs0) Conley_Moser条件,并在条件( Ñ ) ~ ( Õ)下证明了系统( 1)的 Smale马蹄的存在性# 
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Smale Horseshoes and Chaos in Discretized

Perturbed NLS Systems(Ò) ) Smale Horseshoes

GAO Ping
1
,  GUO Bo_ling2

( 1. Depa rtment of Applied Mathema tics , Guangzhou Un iver sity ,

Guan gzhou 510405, P . R . China ;

2. In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

P . O . Box 8009, Beijing 100088, P . R . China )

Abstract: The existence of Smale horseshoes for a certain discretized perturbed nonlinear

Schroedinger(NLS) equations was established by using n _dimensional versions of the Conley_Moser

conditions. As a result, the discretized perturbed NLS system is shown to possess an invariant set

Lamda on which the dynamics is topologically conjugate to a shift on four symbols.

Key words: homoclinic orbit; Poincar�map; Smale horseshoes; Conley_Moser condition
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